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1. Voisinages.
Un ensemble fondamental E: est muni d'une structure de

veisinages et prend le nom d'espace (ses éléments prensnt ls
nom de points) lorsgue, pour toute propriété P(x) des éléments

de g » et pour tout %, & E ;, on sait donner un sens & la

proposition : "guel gue s0it x suffigamment voisin de o s Pix)”

(Donner des exemples of intervient cette notion ; pPar exempls,
maximum relatif d'une fonction réelle, minimum relafif d'une
intégrale en calcul des variations, etc...)

Donner un sens & la proposition précédente, ctest définir
le famille des P(x) pour lesquelles elle est considérée comme

vraie. Ces propriéiés s'appellent propriétés de voisinarse pour x

(o}

Hais la pratique st le langege courant nous sménent 3 imposer

des conditions réstrictivés 5 1a famille des pvdﬁriéﬁés.de voisi-
-nage. Lout d’abcrd gi la propriéte P(x) entralne ny}? on

admet guse la Dr0p061tion “quel que soit x Eﬂ¢£lbdmdenh voisin de
KO; P(x)" entraine 1la prop051tlon '"queJ que sowt X saffx amﬁan%
voisin de xog Glz)n. En partlcullerg deux propriétés éqﬁiVaiémta

‘ =
(c'est-a-dire qui deflnwssent le néme sous-ensemble de [ ) scnt

3 la LClS proprleuéa de v01sznage ou ne le sont pas. Appelons

voisinage de z, tout sous- ensemble de EZ qui est dé in pa? une
propriété de vo*slnage pour xe - On voit gque la connsissance

des vois lﬂag%ﬁ de x antralmw celle des propriétés de voisinage

pour x , et vice ~versa ; en outr@; d'aprds ce gui pyenédeg la

fgmllle ;Eg (X ) dea Volenages de x x, sab isfalt l?azlome .
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V-I. Toutl ensemble qui contient un enbemble de ;Xglixo) appartient
ﬂ(x) |
Voild donc une premiére condition imposée & la famille ;Eg(x:)

En voici une autre : on admet généralement que la conjonction ds

deux propriétés de'voisinage {(pour xo) est encore une propriéié de

veisinage (pour X, ). Dlod ;

V-Il. L'intergection de deux ensembles de ;3} (7 ) gppartient &

“E(X)

Enfin, il serait sans intérét d'introduire la notion précédents

si la famille {zg(xo)létait<vide ; de plus, on admet généralement

que "P(xa)“ est vraie si P(x) est une propriété de voisinage pour

4

;Q" Dok 1l'lgxiome :

Y-III. Lz famille {Eg (x ) n’qst pas vide, st X, appartlent &

tout ensemble de ‘3}'(x ).
Hous sommes malntenant en mesure de déflnlr dfune faoaa précise

ce que l'on entend par structure de voisznages sur un fondamantal E: .

E; est muni d'une structure de voisinages si & chague X & E
est attachee une famllle ‘zg (x } de sous@ensembles satisfaisant
a V-I, Va&I, V-III. GCes sous-ensembles prennent le nom de

v0181nag de x,- ’
Dans ces condltlons, lz proyosition @<,(P) %quel que soit

% suffisasmment voisin de xo, P(x)" est par définitian équivalente
g : "il existe un V & (Ko) tel que X € V ;ﬁ?(x}”a

La préﬁositiom B(P).é ”il'exiSta un‘ﬁvaibiﬁrairemenf'voisin
de x_ tel que P(x)” est par définition, équivalente & :"guel que
soit V & g (X Y 11 ex1ste x tel que x é'ff et P(x)". On voit
que P deslgnant la negatlon de P, la negatlon de @é(?) est 8(P).
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Voici une autre manidre d'exprimer les mémes choses : au

ieu de considérer P(x), considérons liersemble A des x tels que

P(x). ot (A) : "quel que soit x suffisamment voisin de x , % & A"

est éguivalent & : "A est un voisginage de KO” ; on dit gque X,

est intérieur 4 A ; dtaprés V-IIi, z, €4 .
B(A) : "il existe un x arbitrairement voisin de x_ tsl que

- < x . s SE P :
z € A" est équivalent 4 : Fguel gue soit V 6 J§ (x )} ,

o]
?}‘)
o
o

ANV % % " ; on dit que x, est adhérent

tout point de A est adhérent & A. Ls négation de z 28%

intérieur & A" est "x, est adnérent a {, A" .
~ s = L Q -
Appelons intérieur de A, et notons A, l'ensemble des vpoints

s 2 _ e 3 = =0
intérieurs 8 A ; on a AC A . Appelons adhérence de A, ot

notons A, l?emsamble des points adhérents &4 & ; ona A DA .

0 o ' ) Q z ;- :
On voit que & 5 pour complém ental (B 3

On aypeék@ fronulé rg ds A l'ensgemble

e
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un point de la fromtiére S?dp}93lﬁ point frontidre. Un point

5

frontisre p@ut ou non apparteu;r & A. Un point frontiére x est

'D

aractérisé par la prop: riete - Ytout wei SLnag@ de X contient am
moi s un p07nt ¢a A et un Do;nt de f A" : c'est ce que prouve
en effet le second m@mbre de (ﬁ)e

Lm ensemble A est dit guvert si A = A, clest-s-dire si tous

$88 poin S b@ﬂt 1ﬂterwear ou cncof gl & est voisinace de chacun

e

de sos cints. Un eroemble ﬁ est dlu f@rmé 81 A = A
= £898 DOil i 8 =) -di

e
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Si tout point adhérent de A qppaz tient & 4, ou encore si le

“ampLementaxre de A est oaverce
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2. Structures topologigues.

Une structure de voisinsges prend le nom de structure topolo-
igue, et l'espace prend le noum d'espace topclogigue, lorsgue

cette structure satisfait & l'axiome supplémentaire suivani :

V-IV. L'adhérence d'un ensemble guelcongue est un sngemble fermé.

Par passage au complémentaire, cette condition est éguivalente & :

¥-IV!, L'intérieur d'un ensemble guelcongue est un ensemble ouvert.

Or, V-IV! entraine :

I-Iv". $8i V est up voisinage de X, V contient un ensembls

guvert contenant Xo‘

En effet, % est ouvert et contisnit x_.

Nous alloms voir que V-IV? est éguivalent & V-IV st V-IV',
Montrons d‘'abord que V-IV" entraine :
V-IV"', 83 V est un voisinage de %y, il existe ¥' g ig)éza}

tsl gue V goit voisinage de chaque point de V',

En effet, il guffit de prendre V' = 7.
Or, V-IV"' entraine V-IV ; en effet, soit A un ensemble
quelcongue, et Z, un point de l**dhérawge de A. HMontrons qus

. H Goo :
X, €B. 11 faut montref que, si V ézif(x Y, ¥ contient au moins

.
)
un point de A ; or, d'aprés V-IV'", il existe ?Wé:zg(x;} tel
e o Lo
gue V soit voisinage de chague point de V' ; puisque X appar-

-tient & 1'adhérencs de &, V' contient up point x & &, et puis-
-gue V est voisinags de x, V contient un point de A

: SCQO.OE
Finalement, las quatre azidmes'vélvg vfiv$; V%IVﬁa V-IV'? sont

£

eq u1Valents entre eux. Pour vérifier qu'une structurs de véisimag@s
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définit une topologie, on pourra & volonté, suivant la nature du

probléme, s'assurer que l'un de ces guatre axiomes est vérifié.

Définition d'une topologis par les ensembles ouveris.

E: étant muni dfune structufe topologique, la connsissance des
ensembles ouverts détermine la topologie, car les voisinages de
%, sont'caracéérisés par la propriéié de contenir un ensembls
ouvert contenant X, En effet, cette condition.est nécessa

aire
d'aprés V-IV® ; slle est suffieante, en vertu de V-I et du fait
qu'un ensemble cuvert est voisinzge Ge chacun de ses points. Ceci
conduit & se demander a4 quelles conditions doit satisfairs uns
famille ;:} d'ensembles pour que ce soient les ensembles ouverts
diuns topologie eonvénablec

Théoréme. Pour gufune famllle ﬁ§3 a’ensemblas su1s le famille

des ensembles ouverts d'une topologiei il faut et il su;fit

qu’ella satlsfasse aux deux COBdlElORS suivantes :

0-I. Toute réunion (v compris la réunion vide) d'ensembles de §)

partient & §3

)

&

ap
0-II. Toute intersection finie (v compris 1'intersection vid

d'ensembles de ‘§3 agparti@nt 8 ;z}

Bemargue. En vertu de O-1I, 1 easgmblﬂ vide SDDaFuleﬂt 4 la

L,

famille ,§3 ; en vertu de O- II L?@nsembla ple&n appar l@ﬂt
2 D | " .
dontrons d'abord que, daﬂs une 5t”ucture ton01053qu@, i L@m¢1¢@

des ensembles ouvarts satlsfalt & 0-I et & 0-II. Elle sati fezﬁ

a 0- I, ¢ o " 1 i
ar si B = &E} Aé’ \Aé, uuvarts) et 81 x 3 B, B est voi-

msinage de x ; en eifet 11 ex1ste 9 tel qu@ x @ A, donc A
A ‘ o ‘ 8 &? . 5
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est un voisinage de x ; d'aprés V-I, B, qui contient & , est.
un voisipnage de x. La famille des ouveris satisfait a 0-II,
car si on a des ouverts A; en nombre fini, et si x & fgx a.
alo:s x € Ai quel que soit 1, donc les A; sont des voisinages
de x ; donc leur interssection est uo voisinage de x .

Montrons que, réciproguement,; toute famille ;Z) satisfaisant
& 0-I et O-1I est la famille des ouverts d'une certaine topologie.
Pour cela, définissons la femille i{% (X;) des voisinages de x|
comme celle des ensembles qui contiennent au moins un ensemble
de @ _contenant x,. Les familles ég (z,) ainsi définies satis-
-font tien & V-I, V-1I, V-III. Je dis que, dans la structure de
voisinages sinsi définie, le famille ;Z} est identique & celle
des ensembles'ouverts; En effet, si A & §§>~ , 0t 31 x € A ,
A est un voisinage de x ; donc A est ouvert. Béeipzrocuement-—si
%PefﬁF%ér~#Q%ﬂ&ﬂ&g@~é®~¥-%&ﬁ%%%Léﬁ%ﬁﬁh¥Q%v' Récinroguement, si
A est ouvert ‘A est réunicn d'engembles de gﬁ) (car s1i x € A
A est volslnage de x, donc eontlent un ensemble de ;E> conte-
-pant x), donc A é,gz} en vertn de D-I . .

11 reste & montrer qus V-IV" est satisfait, ce gul est
clalr dlaprés la definltlcn des voisinages dse z,f ' '

Ainsi une structure tonalaglaue peut ptzp définie par une
famille d'ensembles satisfaisant & 0-I ot O-1IT : ces easnglasi
scnﬁ dité ouverts. 11 n’ast pas mauvais de,féeggituler lea

notlons essentlelles (VOlSlnageS intérienr, sdhérence, stc...)

de ce ncuveau poznt de vue @

voisinage deo E, ¢ ensemble qul contleﬂt un ouvert sontenant X

~
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x, iptérieur & A : N appartient & un ouvert contenu dans A ;'
x, adhérent & A : quel que soit l'ensemble ouvert contenant s
son intersection gvec A n'est pas vide ;
ensemble fermé : complémentaire dfun ensewble ouvert ;
point frontiéere de A : tout ouvert contenant ce point corntient
au moine un point de A et un point de g;& .
Bemargues. 1°) L'intérieur d*uﬁ ensemble A est "le plus grand”
ensemble ouvert contenu dans A ; c'est-a-dire : Si B est ouvert
et i BC A, alors B C

2°) Ltadhérence d'un ensemble A est "le plus petit” ensemble
fermé contenant A ; clest-a-dire : =i B sest fermé, et sl B 23.3,
alors B D A

30) La famllle des enssesmbles fermeq Jouit des propriétés
qui se dedu;senf de Q» et 0-1I par dua? sd ol -

P-I . Toute intersection gy COoMpris 3? tersection ge lg famille

vide) de fermés est un fermé.

P-I1. Toute réunion Ffinis {y compris la rdunion vide) de Permés

csst un fermé.

e v -
4%) La frontidre d'un ensemble A est un ensemble Pormé ;o car

e

Y . : ~ o s o
c'est AN {;ﬁ., c'est-d-dire 1'intersection de deux ensembles

fermés.

Bxercices. 1) Définir une structurs topalogique par la familile
des fermés. : ; e

2) 8i A o5t ouvert, et si E:@,A est ferme, alcr; A-B est
ouvert ; si A est fermé ot Ql BE A est ocuvert, alors A-B est
fermé.




