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RAPPCETS CARTAN SUR L*INTEGRATIOR.

I
MESURES.

Gépéralités sur les mesures de Badon, sur usn @sbace compack.

- E compsct. ?oyolcgie_‘é sur %j?(ﬂ}, gue voici : étant domné A Cié€?53}j

on obtient un voisinage de A en prenant arbitrairvement F fermé o 4

et U ouvert S A , puls considérant l'ensenbls des ¥ &€ )3 (B} tels
"gue P X — U . Les voisinages V(F,U) aimpsi défini
par ééfinition, un sysiéms fondamental de voisinages ds 4 ; les

?ga,U} sont & la fois ouveris st fermés (?oar la topologie T ), cs

gui prouve gue 'gjaﬁu, maaz de la topologie %i ; est totalement

dipcontinu ; il es%t aussi complétement régulier. Les ensembles fermeés

de B2 {ou les enseémbles ouverts) forment ume partie partout dense

On anpelle mesure de Hadon {ou, plas briévement, mesurs} sur B ,

, - e T oy
yne fonction K définie sur une partie &' de A) {B), tells que

otz

19 & contienne toutes les parties fermées de E ;
o -y (& valeurs dens un groupe ebélien tapﬁlag&qas complet) est
additive ( g,{& U B) = y.LA}ffc(Bj lorsgue ﬁ!ﬁ B=0), continue

pour la topologie %Z , et non prolongeable par continuité & d'auires
7 ' -
éiénments ds %& {(B).

On voit facilement que %5

est uns L ratris.

Dans le cas oa i est & ﬁalaars rca a 8, les conditions ci-dessus

entrainent gque U est maj@rée par une ¢ additive et continue, &

¥yaleurs positives ; de néme - - ;7 B est donc "relativement bornée

Une nmesure est aﬁ@iéremeﬁ% définie par ses valeurs sur un snsemble

. ,Z,Q
sartout dense dans 1) (E) (ou sens de la %opologis T, ) :




ceg valeurs doivent défimir une fonction continue - 5 qui solt pro-
lengeébie par continuité aux snsombles fermés {ccnditicn remplie
d'slle-méme si la fonction @8t & valeurs réelles et fer cigsants®), &t
dont le prolongement aux ensemblss fermés Jouisss de la proprists
dﬁaéditivitg (cettes dernidre condition est remplie, par cxemple, =i

i est d6finie, continue et additive sur une phrair

elors la mesure s Badon en prolongesnt e fzﬁwgf
cele que 8¢ réduit le probléms classique de ia *m@agz: d¢s ensenrbisst
{denz le cas particulier d'une mesure positive).

Propriétés particulidres des mesures & valeurs réalles. >

1° gi W, , sdditive, & valoure » O est définis mur uns phratris,

ii suffit gu'elle soit samgfcgagimaedinfvréw;@amfaﬁ ponr gnielle s5i%

continus.
© 83 U @additive, & valeurs G est définie pour les fermés
& 7 F)
ie condition pour gue £ soit goptinae s'exprime ainsl : pour tout
ordonné filtrant décroissant ée fermés ?. diintergection . oo 2
» 3 E

{?} = inf M.(?g) {Bans le cas ob l'espacs compaci E est

1é% iaaﬁlﬁ i1l guffit de fomuler cstte définition pour les szuitss

décroissantes de fermés).

o : , - ' -
5 Hesure extérieure et mesure intérieure. BSoit 4 uvne nesure résile

2t 0, % 1la phratrie sur laguelle elle est définis. Posons,
zmam A qae.s,conqua € i;:f (8) , . . ‘
V-(A) lim. eap }"(.&.} = # (A) = 1im.inf W{Z)
: L—=>4, Ie& : = Ioh,Xed .
{on p@arralt se borner é faire parccurzr a X un sous-esnssuble

partout demse de I )

@
L)

“ {4} est semi-contimus supérieurecsnt : c'est la mesurs e *ér

S

@

{4} est semi-continue iﬂfériearement : c'est la mesure iﬂtﬁggaafgﬂ

|
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Les ensembles "megurables? (ceux de % , par'définition§ sont cemx
ot P (A)= ¢ {A), puisgue ce sont ceux of jo est prolongesbls par
coptinuité. La fonction g‘; est convexe

“(aUB) € Bla) + H(B)
elle jouit méme decga eonvefité dénombrable

Pl )< 2 Fwy) - -
Appliguer aux ensembles "de mesuve nul;eﬁ {(i.e : de mesgure extérisure
nulle).
Hegures induites.

Soit - une masure 3 valeurs gua}aeﬂgaes, Si A ast mssurabla,
ik N X} definit, nuur x m@&&f&ﬁle Lﬂa fone t»cﬁ:aiiiti?a at éﬁﬁﬁiﬁﬁé
it (X} , donc une nouvelle mesurs. Les ensembles X mesursbles pour

A - : : =

%Aﬁ sopb ceux pour isscas&s AN X est mesurabls pour #o- Selon

cetie mepiére de voir, fL& est unG mMesure Sur llegoacs B ; dans le cas

32

ok A4 est compact, slle 446finit une mesure gsur l'espsce & . Jans le cas

général, il en sera de néme lorsque nous asurons 4éfini 1z notion de
mesure sur un espace tepolggique non compact.

Dans le cas o U est g ¥alours réelles > O, om peuil, pour 4
guelcongue £ gf{g) , G6finir une mesure b , =cvolr, pour X
mesurable - pPe s = = ‘

R (X)) = (Hanx)

v

on vérifie gue clest &ne fon tion continue et additive de X .

Dans ls cas o3 A& est mes&r&bla pour ;s On 3 en outre, pour X
guelcongue

_if = w(aNXx) .
digsures suy un espacs tam@lazigue guelcorgue B .

O

fied
&
fred
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Bu
1° Cas général €¢asures & valeurg dens un groups ahélien Lop

complet).




g
Une mesure W est définie par la donnée, pour chaque éompact KC_‘. E
dfune mesure sur K {(que nous aoterons K)? ées_ mesures se prolon-
geant mutuellement (e'est-a-dire que, si K, K, | ‘H'K?{K':) = PKQ(K?)),
Un peut donc définir la mesure £ (K) d'un snsemble compect.
Un ensemble ACE ‘est dit mesursble (pour w« ) gi o

2 pour tout eompact K, la trace AN K sest mesurasblse pour. }ng

Srecy

2° “pour tout vozsizzage V de 0 (dans le groups des valsurs de 4
il existe ub compact E< B sl gue l'on ait E"é {(B) € ¥ opour Bout

e}
compact H < 4 ﬁgj}i .

La mesure de A , motée [ {(A&) |, est alors 1s limite de K _{(& M E}
suivant l'ordonné filtrant (croissant) des compecis
ensembles mesursbles forment une phrsirie, sur iaguells

Lse ensembles de mesure nulle sont c¢sux dont ls

es8t de mesure nulle. On 3 une théoris des mesures

2° Cas d'uns mesure & valeurs réelles 7 O . On peut

une § (K} définie et additive pour les compacis, s

K (K) = in? g&(ﬁi)
pour *Qut ordonné filtrant décroissant de compacts Ki , 8'intersection X.

La condition 2° de mesurabilité se réduit & celle-ci : p giéﬁa K}

On peut définir, pour 4 gggl'ﬁonque 2
=1a mesure intérieurs [ {i&) borns supérieure des 4~f"“‘"} pour K
compact - & ;
la mesure extérieurs [ (4) : borne sa.gez eure des mesures sxiérisu-

res ¥ (AN E) pour %
, % . 4

les ensenbles mesursbl =p{a) <F oo .

T o~ 2 ek
j 5 P e SXLericure o3
28 mesure sxiérisure joult




Théorie des mesures induites (par exemple : pour la mesurs y-K
induite sur un compact, ls mesure eztérisurs de 4 anlceaoue est la

mesure extérieure {pour ) de 1'ensemble & N kK )

i

Fonctions convexes dtensembles.

B topologique cempact Fonction @« , & valeurs réeslles 2 Slﬁfinies}

définie pour toute partie A C E , oroissante {4 < B sentraine

g,é,{é) £ K (B)), convexe ég{ﬁ UB) £ KA} gz, {B)). Hous dirons qus

e o e z 4 i e B ‘.,
triction 4'une tells ¢ ; sur 5;* , 88t assujettie sux oonditéons

cessaires et suffisanies) :

1° B&tre croissante et convexe ;

ZQ étre seni-continue supérieursment et bormée, el &tre o atﬁaue
pour chague ouvert de %;rﬁ s'il y ez a . »

(Par exempls, ls resiriction d'une telle @ & l'ensemble %??;é@s

fermés doit &ire croissante ot convexe, et satisfaire & la caundit

de liordonné Tiltrant décroissant. Dans ce cas, & se prolonge aux
cuveris par alU) = sup a{F) pour les fTermés F ( 1

£31
quelcongus par &lA) = inf a{U) pour U ocuvert S 4) .
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Une a crozseante convexze et zéguliére s Joult de la conwvexité
denogbrable de plus, 1 on 2 un crdonné fll‘é,\azzu cioissant a° ensembles
ouverts Ui , de réunion U , on = a(l{) = syp a(Ui) _

Renia’rgue. 81 @ est régulidre sur B , la restriction de &« sux A conmte-
nus dans un compact fixze ¥ de E , est une fonction réguliérs sur ¥ -

La borne supérieurs & d'un ordomné filirant croissant de &
(croissantes, convexss ot régulidres), & suppossr gu'elle soit finis,

et gdditive sur les compgcts, est une mesure extériecure {csr elle ast

régulidre), ot la convergence des @; vore ¢ est uniforne. Les smsembles

mssursbles (pour laz mesure extérieurs &) sont csux pour lesguels les o

scut toutes continues {(condition suffisents, car toute limite vniforme
Ge fonciions continues est continue ; nécessaivs, erP 8l & = L, on 2
i {a)-+(4) = YD i& (g—.‘ea {A}), en posant a.(4) = lim.inf 3,(X). )

e
Application : prgeéae geﬂerg_&gr définir des mesurss positives

{&w BR espace compact B)

Soit 'Z{; une famille d*oﬁgar‘ta { < B) formsnt une bass de ls topolo-
gie ,'&9 E (tout compact peut gtre recouvert par un nombre Tini dfouverts
6 Zii ; arbitraeirement pstits). Bappelons gue tout recouvrement fint
ﬁf de E , formé avec des ouverts Hié U , 46finit un entourage de la
a’si‘uc‘wra uni forme de B {un ensemble & < E étant "petit dtordre 3 8

st i‘i est contenu dans un Gi} -

_Soit @{"J}k une fonetion 70 guelcongue de U< % Posons, pour
F ffamé . (P} — inf £ _iﬁ ), pour tous les recouvrsments finis
: 2 ~ = o= :
i L, =L
de ¥ %‘?@f‘ des ouveris ;;fi € @{, s oL petits dlordrs JL . (£ pent

8178 prolosgée en une foncti icn d*ensenble groissants, convexze et

: 2 % : = L 1 = =
zégplitrs. D'autre part, llensemble des = (lorsgue J{ varis) est
? Z it

filtrapt pour la relation £ : scit K la borne gupérisure des W :
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p est additive pour les fermés ; si i est finie daus E , elle

définit une mesure extérl ure,
c'est la mesgure déflnie par & (cf. Hausdorff, Dimension und siizgeres
lass , dath. Ann., 79, 1919, p. 157-179 ; remargueble sxpcss, fait dans
l'esprit des "mesures extérieures® 4 ls Carathéodory). -

Cas particulier : plus petite mesure » umne o donnés, emiss’ante;

convexe et réguliére. On vérifie facilement gue la mesure s»ffer,&eum ;.c

définie par & {au sens ci-dessus), si slle existe, est '};,,f.?; , 8t gue

BET éﬁﬁue 2o

(g
€

&
o
0
L
Jode
™
c;a

P e K om 32 - ;‘- BTt
toute mesurs extérisure 7% est o . On peut
Une conditicon péeesssirs pour gque H“ sxiste est gus

sup 2, alPF,) {+ oo
& &=

pour toue les sysiémes finlie de E‘i fermés, saps poinmt ¢

% <
deux ; or, cette condition est suffisante, car
8{F) = sup }: alFP N F ] v
P fermé ; ¥. formés disjoints) est une Ffonotion @*ensenmbles Termée
&
gui 88 prolopge en une mesure exiéricure ; on a évidemment 8 = ‘{Z :

w(8) = sup 2., %n_e’“‘; &}
ssi d’aa*%e pert
ff_'.{‘&}.‘—“ sup Z a(E, )

pour les sysiémes f&n;s de ;@wméa F C A , deux & déux sans peoint

twl
[+3)
&=
0
0
o
M
W
1 o
o
LG
L]
e
@
[
¥
@®
&=

Sommun .

2

Hosures généralisdées (& valemrs réellss » 0).

E

it

Boit toujours E un szpace compact.

3

»

Soit upme famille é@,&i ; eroissentes, convexes el régulisres
(on peut supposer gue clest up ordonnd filtrant, car sup de deux

fonctions régulidres est régulidrs;. Soclt K leur borne supérisurs
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- 5B -
compacts (mais bon néceessirement finie). Ume telle sera dite
mesure généraligée sur l'espace compact B . Un & sers ditl mesursbls
poﬁr si H(a)(+ o2 et .mfp(A-F):ﬁ pour les F fermés < & .
Les enseambles mesurables forment une phrsirie E; , sur laquelis =
est additive {et finie) ; p est méme "complétement additive® sur
fﬁ‘l (@ ( y &ﬁ) = %, {ﬂ(&n) pour une suite dénombreble de &né F

sané ;2613% commuzn deux & deux).
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powr k. Dlautre part, lorsgqus A& est compaci, [+ d&fiait aussl
une mesure sur l'sspacs compact 4 .

i étent par hypothdse borne supérisure des o

Plus petite mesure généralisée > une a groisssunte. convexs et Tégulisre

7

-
>

. _Ge sera la borne sapérisurs des |+  définies comme plus haut.

Ce sera aussi ls borme supérisure des fonctions régulidres du Lype

"
a-,? SP_ .. (P} = 2, s:s,{}? NF) (? fermés fue»,,m 8).
: "”’S"’n ‘:4

ﬁ*z Zxtensioca 2 an esrace ugcl%}.g" guelcongus.

Lisxtension de tout ce jui précéds {(depuis ¥fsumetions convaxes

dtensembles?) se fait d'une manidre évidente, en considérant les

sous-espaces compacis de l'espace &tudié.
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MESURES k- DIMENSTOENELLES

Définition généréie : c'est, dans 1'espace suclidien, sne "mesure
généralisée” '(veir Rapport 1) qui est invariante par éép&a@éﬁent at
86 reproduit maltlpllée par ls facteur J{k lorsgu’on fait une homothé-

tie de repport | .

A R P 5 B T T DT RS

Mesure linésire dans l'esvsce suclidien (k=1).{Lz dimsnsion n de lgespacﬁv
est supposbe guelcomgus}. |

Il y s bien des définitions possibles, non éguivelentss, Bais gui
toutes sont éguivalentes si on se borne aux courbss rsi ii:l&ﬁl%be Hans

o

chague cas, lz mesure lindairs est définie : 1" scit comme

3 : =1 s w5 ; P s > 2 ‘ - ) .‘\ s £ 2 o a b o B =
dfegbord {ce que ne font dfailleurs pas les suteurs !) ; 2° soit, plus
4

alement, comme définie & partir d'une o{U) définie pour cerisins

a
guverts, ce qui permet (voir Repport I) de définir des W -, dont la

norne sagéri ire sera la mesure lindaire (elest une Tmesure gbﬁé?%i sée” )
 passons en revuse 3@5 prineipalss défin;eiamg 3

- Celle ds Gross : g éd'un compact X est la bcrﬁs supér earaiéestmesu?@s
iebésguiannes des Qrcsee@zsns orthogonslss de K sur les dif?ﬁf@ntes
droites ds l'aspace . - — :

- ﬁ ile da danzen {ré grence ?) o féi$ ¢hoix éfna.ggstéﬁéi dfaxss
“@CEamg&LdlIQE ot on prend pour alK) (X compact) la racine garrée
Q%.la somme des carrés des mesures lebesguiennes des pr@;aa?éaaa
orthogonales des ¥ sur les axes de ecgrﬁcaﬂéea.

- Celle de Carsthéodory {Gott Hachr. 1914, p.404-426) reprise par

Hausgorff (Math.Ann. ,1919,p.197-17%) les U sont les sphérss cuvertes,

a{U) est ie diamdirs de laz sphdre. Ls nmesure ds Cora.sat 7 le mesure de
: : 8ross.




En fait, la aéfxnitlon de Janzen est & condamner, caer elis nlest pas
invariante par géplacgggnt B '

Celle de Gross est'qondamnée_parz1a ramarqueﬁd9 Seke (Fundamenta, 9,
1927, p-16-24),:qh£‘ccnstruit, dahé’le*plan; un ensemble compact dont
la projection sur toute droite est de mesure lebesguiemne nulle
{donc sa mesure de Gross est nulle) st qni'aéaanIBS est rencontré par
toute demi-droite issue_dell*origine.(donc‘aa mesure d2 Cara est > D).
I1 en résulte qu'une transformation ponctuslls b*Laivogaa pour laquelle

e

le rapport des distances homologues est borné sug el izl , peut fort

bien transformer un ensemble dont la mesure de Gross est pulls sn um

cnsembls dont la mesure de Gross est >C . Cals n-reit fhchenx 1

%

La définition ds Carsthéodory pe présente aucun des incd¥énisnts

w'%'
5
Ly
"
&
i
#
U

grécedantsP Toutefois, A.P. Jorgse et J.F. Bandolph ¥ fon
cbjection (cf. Gillespie Heasure, Duke Hath.J., 6,1940, p.408-419 ;

il y a une bibliographie, o manqgue la référence & Hausdorff) : ils
construisent dans ls plan un ensemble compact dont la mssure linésirs
(de Cara) est égale & la mesure lebesguienne (non nulle) de ghacune
de ses projectioms sur les axes de coordonnées rectangulaires. Ils
proposent, comme eonséquance, une nouvelle défimition (pour le cas du

plan) : elle revient & pwendre pour emsembles U mon plus sesulement les

cercles (ouverts), mals tous les ensembles bornés convezes (ouveris),

et _pour a(U) le %- gérimétre de U . Le rapport de la "mesure de

Gillespie® qu'on obtient aiasz & la mesure de Garg, st 7 1 el s; g

le carré de la Gill. mesure est » la somme des carrés des projectiocns

sur 2 exes rsctangulaires. Pour le ces od on est dans lfespace enclidien

& n 2dim., il y a une définition anslogue (voir plus loin).

A



-
- Selon moi, il y a deux définitions possibles (nettement différentes)
de la mesure linéaire. Voici commsnt on ¥ est conduit : soit K un
compact (dans l'espace euclidien & n dimensions) ; considérdns'l’en—
senble @(K) des variétés affinss & n-1 dimensions qui renconirent K :
dans l'espace de ces variétés, l'ensemble 9{K), qul est csmge@ﬁp

a une mesure (pour la mesure invari te, dans cet sspace, par ls

groupe des déplacements) ; ce sera, par défimitiom, e, (K}, que nous
noruercons de maniére gu'un segment de droite de lomgumeur 4 ait an

a, égal & 1 ; YaQ{K} eBl croissante, conveze ef réguliére ; & un

4
facteur prés, ctest la valeur moyenne de la mesure lebesguisnps ds ls
projection orthogonale de K sur les différentes directions #e droites

de l'espace. La mesure linésire {1%T® version) sera iz plus peiite

mesure ?'@% ; 81 £ désigre la fonetion qui indiqaalﬁz c@mﬁieg_de
poiats chague variété affine (4 n-1 dinm.) renccatre K , £ ggﬁ sonmebls
(peur la mesure invariante de l'espace des variétés) et a&h. ntégrale
n'est autre gue 1a mesure lingaire de K (voir Pavard, €.B. %, %932,
P 344); Cette mesure est sujette aux mémes objections que ﬁglie de
Gross. Elle en est distincte.

Ubservons qué, si X est convexs, a,(K), dans le c2s du plan, nlest
sutre qus le % péximétre de K ; si on prolonge a1 aux @ﬁs@ﬁ@igg
cuverts, aﬁiv) pour ur U ouvert convexe est 1@ pé rimétre ds 3';

Observons encore gue, # un compact K est coanexa, aﬁia} est 1o mbnme

que a,(K) , K désignant 1’enveloppe gcopvexe de & ’plus petit ensemble
convexs contenant K) ; dans le cas du plan, e (E) = béfi re de
l7enveicppe convexe de K . Ceite remargue conduit & ia mas&re i;gégir@
ézé ?ergicaglz on prend la famille 135 deg su?efts ﬁC?ﬁ%jQQ& et 1s

fonciion @Qéﬁ) pour U € gﬁ ; Puis la mesure définie par @%




© fg =
5 On voit gu'il ravient au méme de prendre les cuverts convexss, et on
retombe, dens le cas du plan, sur la mesurs de Gillespie ; en méme
tenps, on o une définition valable pour 1l'espace & n dimensions

(gar exemple, pour U ouvart convexe, a, (U) est, paar 3 dimensions, le

doeble de 1ls valeur moyenne de la mesurse leoesguzenne de 1ls pro;astion
orthogoaale és U sur les différentes droites ds l'espacs. )

&egures.pwdlmensionasllee {p entier > > 1, P £ cizension n) .

C@mme QG&I 1s mesure lin éaire, on a proposé plusieurs &éf;ﬁiﬁ;aﬁs BCL

= 3 ¢ o b e = ~ S Eme e
5ne & 2 types de procédés générsux, en G&finpis-

o

e
§d

Comme plus haui, om se rarn

£

g

sent d’sbord une fonction o pour certaims epsembles.
{

5
,4;’
10

Il ¥ a la mesure p-dimens
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-

orth G&Qﬁ%iﬁﬁ ée K sur les vaeriétés affines & p dimensions.
- la sesure de Janzen, & rejeier & cause de les pom-invariance par

déplacemsnt ; -la mesure de Cara rrécisse par Hsusdorff : lss ouverts i

éee’sghévss a (g est la mesure lebssgulenna de la seetion de U par un
nl&n (& p a‘ﬁ } passent per le centre, soit as’ P . r étant le
I’(?ﬁé)

rayon (ﬂaus&orff DPTOUVe gque pour p=n , on retrouve ls mesure lebesguisn-

ne 2 rn dimensions, gue p@ar p=2 et une surface cogtinumeat dgiféraav

tiable on retrouve l'aire ordinaire) ;- le mesurs de Gillespie (pour
2=3, p=2) : les U sont les ouverts convexes, a&,(U) est ls %=air@ de la
surfece limi%&ﬁt U ’

Seien moi, il & encors deux définitions posgibles de la mesure
’ — e S

?=éi@@ﬂ&i%3ﬁ%il@ : le point de départ, pour chacume des u%&&s réside
dans ls con sﬁaeratieﬁ du ﬁslam@ invariant de l'espace des va?iétée
affines & n-p dimsnsions po aaaa l§esgace g n dimensions {avec choix

convenable dfune unité de volume) ; o étant Tizé wne Tolis pour toutss,




g v =13
on définit ap(x) (pbur K cOﬁpact) comme lsa meéure de l'ensemble des
variétés affinee a nop dimensions qui rencontrent K on peut étendre
cette définition & p=0 (a (K)—O ei K est vide, @, (K),? 2i X n'est
pas vide) La mesure g-dimensionnelle (1re version) sera la plus
petite mesurs th?-. #émes remarques que pour a, (voir plus haut).
En particulier la mesure O-dimensionmelle d'un ensemble est le

pombre de points de l'ensexble.

8i n=3%, p=2 et si K est convexe, &ziﬁ} n'est aulre gue la moitié
de 1l'aire de la gurface limitapnt X . 8i donc on prend pour yé. iz
famille des ensembles convexes, et la fomction a.{U}, on retombe sur

iz mesure superficiells de ﬁillegpi@. ¥aip ici 1s conalidération des

&ﬁ
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h
€3
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ernsenbles @aﬁ?exeg ne parait pas s'imposer comms

nous y étions arrivés em partent des ensembic 3 gut.ris comnezss ;

g.;r«

il semble que, pour D7 1%, 11 Taille faire intervenir

aﬂautres considérations que la connexion : on pourrait ps? exemple

faire entrer en jeu les nombres de Betti diordre 4<'§ . 21 y a évidem-
ment dans tout cels beaucoup dfarbitraire.

Helstions entre lss mesures p-dimensicnnelles tour diverses valsurs

de p . _
Une définition correcte devrait satislfaire 2 le condition suivante :

soit n—n@+m -, Al espaca E? (4 n éimensxons) étent copsidéré comme

| produit de _Ba 8t E {Bous-sespaces totalensat orthogosenx) ;

; si KQZZ Ea? » ia mesure dé'ordrs ptn, de 19eaa$ mbls p?ﬁiﬁiﬁ,5%9422

{Xg étant un compsact d@ E g) est egale au rroag;% de la mesure

dlor re p ds K dans ﬁ = {on suppoﬁ@ P g 2, ) par ia‘mgsaf@ é

2o : .
iieb gui@&ﬂsﬁ ds I, apaw E . Morse ot Randolph prowvent gu’ll

i

2

n ezt

L8]
c‘sﬁ

iez aineli pour p=1, an.=2, n,=1, lorsgufon eonsziddre les

]




kesures de Gillespis de dizensions 1 et 2 . Bans le cas général, il y
aurait une étuds & fairs. ~
Une autre question, dasns un ordre d'idées voisines, sst celle des

Eesures & la dinkowskl ;.si-KQ désigne l'ensenble obieun & partir dfun

compact K par la comstruction de Cantor-inkowski par des sphérss de
tayon p , la mesurs linéaire & la dinkowski est la limite, pour p -0
du guotient du volume {2 n dim.) de K@ par le volume (& n-1 dim.)

de la sphdre de rayom p . A vrai dire, la limite n'exisis peut 8tre
pae : il fout considérer 3 lim.sup. m{E) et la lim.inf.

o peut montirver gue ia mesure lindairs de Caors

g
o
(9]
o

(Estermann, Abh. Hamburg. ,4,1926,p.7%-146), faiit qui est en relatios
avec la propriété extrémaie de la gphers : parmi les ensembles de

volume donné, c'est cslui dont la frontiére z la plus petite "surface’.
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téut eﬁéemble 5régnlier“ A est ®presque tout entier® contenu dans un
ensemble de courbes rectifiables dont la longueur dépasse arbitraire-
ment psu la "longueur® de & ; etc. Questioms iﬂtér6838338$31§85 fagi-
les, mais qui sortent nettement du csdre de 1l'Intégration.
Scheuder (Fundamenta,?},1929, p.269-276) &tudie laAseminé@§tinaite
infériaurs de l'aire & la Janzen d'une surface variable satisfaissnt

& certasines conditions de régularité. Bchauder encore (Fundsnmenta,d,

1926,p.1-48 ; clest sa thise, Je crois) étudis les propriéids des
ensemblies {de l'espace E§; gui sont "mesursbles® pour la meaure

superficiells de Gross .

dgsures k-dimensionpeiles {k non entier).

Je ne vois gaér@ gue les mesures introduites par E&agéqgff {toujours

1e mémoire des @aiﬁ.ﬁaﬂ,} 79,1919,p.1%7- %?9;, st 4é

b %

lement dansg i’esp&ca & n dimensions, par une fouction Alz)

{ Zonetion 7 O, Gécroiesante quand r > 0 décrofls, iﬁil@ p@ér fmﬁ}'g
on considére la famille 7L des sphéres ouvsrtes, el pour ume tells
sphére U , a{U) est A(r), r étant le rayon. ©Om en éééﬁiﬂ une
*mesurs généralisé par le procédé déjd sxposé. On psut éé@éia? en

celier ls cas )i(r}~rk {mesure k-dimessicpnells)}. ngg enssnbles

e
]
beg
et
Wu

plens, de mesurs k-dimensionnelle nulle pour k > O , sont en rela-
tion avec les ensembles de cepacité nulle (Thése de Frosiman).
Pour n=1, le seul cus intéressant (étudié par Eaas&erf£} @st celui

o 0<k{1 . Pour tout k , il existe au moine un ensemble lindaire

dont iz mesure k dimensicnnelle n'est ni pulle ni infinie ; un tel

®
£
i}
8
£

le geras dit de dxmeaszon k (par ex. 1'ensemble de ﬁan%@z est
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III
INTEGRALE PAR RAPPORT A UNE ESURE DONNEE.

On part d'une mesure {(voir Rapport I ; nous nous bornons en pgjincipe
au' cas d'une mesure sur un espace topologigue, le cas d'une mesure
"abstraite® paraissaent sans grand intérét, et pouvant dlailleurs s'y

ramensrT).

Un premier cas est celui d'une mssure réeils par rapport a laguslle
il s'agit d'intégrer des fonctions & valeurs dauns un espace vectorisl

topologiquse *5 iocalement convexe, supposé complel (ocu tout au moins

tel qus toul snsembls compact scit contenu dans un ensembls convexzs
compact). Ici interviennent deux emsembles de valeurs :

- l'snsemble % des valsurs des fomctions ;

- l'ensemble R des nombres résls ;
et une loi de }cqmpcsitien, & valeurs dans ?é s Qqui sera agussi
l'ensemble des valeurs des intégfgg;gge v

Un autire ces est celul d'uns mesure & valeurs dans un espace vecto-
risl t@yo;egique ‘é (aveec une hypothéss _ supplémentaire sur laqixélle
¢n reviendra plus loin}, ‘les fonctions & intégrsr étant & valeurs -féella
1l intervient encore alensex_nbie;s de valeurs, et une loi de composition.
Les intégrales ont leurs va;eurs.dans ‘é .
On pourrait conceveoir ; en toute généralits ) D groupes abéliens
topologiques complets Té - ﬁ’ . ’%? ; et une loi de c::@m@osiﬁon
(z,%') —>9(x,x*) (ze'$ , x'€ %, exx)edm)

continue sur € A *?9’ , edditive en x et additive en x! . Bous forons
ﬁh}?p@‘shés@ générale qgue voici, | désignant ls m%@:s,,z'é_ dtudide

- / - .
8 valeurs dans ’%a .); B un ensemble mesurable quslecongus :
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Quel que soit le voisinage V™ de llorigine dans €% , il existe un
voisinage V de 1l'origine dans % , tel gue : si (Ei) est une partitaon
finie en ensembles mesurables de 1l'ensemble mesurable E ; 8t 8l les
aiggv » on a : ,
" T S (B e
Examinons en particulier cetite comrdition lorsqus ‘ii o8t ?ectoriei
topologigue, st “8’ est le groupe de la droite pumérigue K ( ?5 2 = €5,
Il est clair gu'en supposant ‘é leﬁamemen gonvexe, la é@ﬁ@i@iaﬂ est
érifidée pour toute mesure WY positive, donc pour louile assurs réelie
{différence de deux mesurss positives).
?byong enecre ce que domne cetite copditicn guend “% =K fé? Etant

un vectoriel 1oj c?sgiqaa asrmé {comple

I sz o %2 2 >
3 “%:* = %' . La condition

s %
t)
expriﬁe gue, pour toute forme limdaire £ (& valeurs réslles) sur ﬁ% -

Lot sst une mesure (& "variation bornée")} et en ouirs que fojt

reste, en valeur absolue, inférieure & une Desure positive fixe

10 sque £ parcourt l'ensemble des formes linéaires de porme <« 1t .

.
Uns condition guffisante pour qu'il enm soit ainsi est que !i;biﬁ}é
soit ( une mesure positive V(a) (||x'| aésignent 1a norme

dans ‘ﬁ%?

Priacipe ée l'iptégration.

Llintégrale d'une fonction étegée (smur la phratrie Eﬁl des snsemblss

mesurables - #.), c'est-a-dire d'une fonction qui est une combinaison
de fonctions ceractéristigues d'ensembles de % & coefficients dans
& , Be définit d'une manidre évidente. HReste & prolomger cette

ticon & d9auires fsnozlons ce gui peut gs fzire de bisen des

(8

ﬁs
(e

-

8 =

&,.-!\1

Ui
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Un principe générsl pour ce prolongement consiste & metire, dans

1'ensemble i§ de toutes les fonctions (& valeurs dans ?% ) une
topologie pour leguelle 1'intégrale jnf dp dlune £ btagée soit
continue en £ . Alors J{f d{» ost vne fonction de f qui se proleonge

8 ll'adkérence de l'ensemble des fonotions étagées, st dont ls prolon-

2 e — A e

ghent est encore gdditif. Il fault observer que l'ensemble @? est

doué d'une siructure de groupe abélien, et admet ume lci de copposition
; :

£ : : o =
avec (5 , le composé dune f € é? et d*un éiément de ( 6

une fonction a4 vsleurs dans jé ? ; i1 est évident gque la IZopologmbe

a / A > v o g&, & "%3‘) - %= aass -;;—1 f?};a R oeroTaT ) o ; % h?b
Ge ¢ devra oire compatidis avec ecetle structure. (Par exemple, 8i o
% /

zat vectoriel topologziqus, st devras gvoir uvne tono-
2 3 2 2 &

logie d*espace vectorid ).
£ ﬂ = A = - % 2 = = %2 =
21 ¢ est vectoriel localement convexe, et si K est 4 vsieurs

réelles > O ;, si en ouire las fonction f & intégrer 2 ses valeurs

7
dans un ensenble F fermé convexe, l'intéesrsls f 4L & sa vslieur
. °h , P 23 J

dane

Exenple de topologie : celle de la convergence uniforme. On obiient

e

ainsi, sur un espace ecompact B , 1l'intégrale des fonctionz gontinues

§ Tocédé de ﬁauchy-Sﬁieltges), et de quelques autres en méme temps.

L

Libypothdse générale sur (L est précisément 14 pour assurer gue

i
jZe

de lg topeiogie de la convergence uniforme.

¥ soit continue en f pour f étagde, lorsgue §5 est muni

)

el

Auire exemple de topologie : ii vectoriel pormé complet {norme p

———




<

vy - .
Dans l'espace @ des fonctions & valeurs dans & , # (£) est une

norme {plus précisément, ctest uvne norme dens le scus-espacse des f
telles que F(f) {+ oo , aprés pessege su quétient) : Bfeé une
topologie, et, sur l'adhérence de l’ensamble 698 fonctions émgées -
le prolongement de lt'intégrale £dp , qui satisfail ﬁ
o (frap)gfoamrop

Dens le cas o £ est & valeurs résllee, on retrouve les’ foaﬁta one
sommsbles su sens de Lebesgue et leur intégrale (finie 1) .
Dane le cas géméral, c'est 1'intégrsls de Boehner gu'lon trouve
{Fundamente, +£.20,1933,p.262-276), par un procédé différent du sien,
mais équivalent. Ltespace des fonctions ®sommsbles” est gomplel
pour la topologie définie per la norme :ié.'(f} < :
: 8i é ?eetc«ri@l tsmlcgiqga a 83 topelogis

T
= - - . =
ar un systéme de pseudo-pormes gg’ {ciest-a-dire 8L 7

on trouve les fonctions “semmables* et leur "intégrale® . :"fs"%gpace
des foncticns s ables est complet lorsque les e, femaﬁt une

e dénombrable (lgrsaue é est mc‘tr&sable}

: Hﬁ
%39
g,"i
’-J

G. Birkhoff a aassi de son coté dtudié le probléme de l’intégz‘a~
tion,dss fonotions & valeurs dans "é (veetoriel topologique ; G.B.
se borne su cas zi‘*wzz espace Bormé complet ) pér rapport & une mesure
positive. Zl fzit asutre chose qus Bochner. ©Ce gu'il fait '
{Trans.Amer.Hath.Soc. ,38, 1935, p.357- ;?is} rsvient & metire sar é

e

la topologie que voici (moins fine qme le Drécaﬁ@n‘%'g J
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pour touts forme linéaire continue @ sur é , considérons p’:{}gofl ¥ ;
peis posons ,
o(f) = !?tné i"'( ?of}) (H@H désigne ls norme de g)

s est ubne porme sur é » ot o{f) ¢ {E{(£) définie plus haut ('ciaf
l@af, < p{f) 81 H@ ﬂ € 1) . Domec la topologie définie par o(f)
est moins fine gue celle défimie par |(f) . En premant 1'adhérence,
};cur. ¢ , des fonctions éisgées, on obtient los fonctions sommsbles-
Bizkhoff et leur intégrals. Gema intégrale satisfait & |
@(jfﬁ;i)z ] o{f) a i
pour toute forme ¢ linéaire coptinue (cendition ¥8rifise = fezmama
pour l'intégrele de Bochmer). L'intégrale de €} Birkhof? sst

pleine ge ganplers : par exemple, si £ east l'espace de Bilbors,

1'espace des fonctions sommables n'est pas complet, le th. ds
Lebesgue-Fubini ne s'sppliqus pas. :
 Autre exemple. Boit é = R {(fonetions & wvaleurs réei},@s}, g ’
vectanei topologigue tel que g 122 (é)g < J (4) ( ¥ mesure positive ;
9 désigpers 1z plas petite mesure O supéri?ure & ]f H“ig) !3 )
?gsons p{f) = ¥ (i i } ; cfest ume norme sur ltespace g@ des fonmections
étagbes réelles. Dol topologis sur @ ; foncticns sommables,
intégrale.

B e =




