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LES PHRATRIES.

T. DEFINTTION. PHRATRIE ENGENDEEE PAR UNE FAMTLLE.

Il en résulte imediacement que toute phratrie e@mmsm
1l’ensemble vide. v :
Propositiorl. 51 & est une phre
Y68 entrefnent X A Y £ 3
 En effet, elles entrainent Y=-(X Y) (X UY)-% € g s Glol
XAY=Y--XNAV € § . -

Par suite, 1la réunion et 1’intersection d’une famille finie won

vide d’ensemblez ce ae:c;t Gansg §

 Hontrens meintenasnt gee 1"&11%@1“8-9%%@1 ﬁ  G’une familie

phuratries @@fé une ﬁkraf'&fﬂie. En effet, lea: condit
2 *azruzr_@m Gue, p@w tcm,@ phra "“‘.’E& § . o8
X A ¥ =t ;y @, %, xa:zeg § d’oﬁ enfin XUY ET

.g? xayé"ﬁ"’ 7

par smt@ une phratrie. :

C@nsidér@ns m&in'tenant une famillle d’@nsembl@&} q&@lwﬁ@aw

L’ n‘t@rs@etmn de to;
w%‘,M :i@ @u contient %: e% " qui est contemzé‘ daa@ ‘wus:@ 1

c,@umen‘?; ? o Nous l’appellerons la phz“ati‘ie engendr




81 & est upe feamillle eimple, les

ciol

et nous la désignerons per 5 . | '
Proposition 2. i:;-x € S_ , il existe une femille finle

; F
? @ i;a 1 £ U85 ?5 s
Posons %" = ‘3 é Em ’ parcourant toutes les Temilles

s & 3
finies contenues dans F‘ . On e %’ e, é €. S . Notre proposition

oo Q¢ F e . :
asera démontrée si nous monirons gue @ est une phrairie : Car on
e 5

aura alors § [ 3? : Or, 8i Xg Y sont des ensembles de g , il
£y - == = FE2 4. ot
existe des familles finies F F? % telles que %?"? = g,:‘“ » Jg;@ z

x & @)@?& , YE 5?@5 . Pogons @ ?‘!’@ F” e @ 5@

Y & g@ et per suite aussi X% YUY & 5@ et, 8i v @ 7 .xay;:

Or & est une famille finie contenue dans P s on o done X

et, 8i Y € X%, X-Y € §.i , ce gui prouve gue %” est une phratrie.
Il y a dome intérét 3 étudier les phratz?izss qua?;l sont engendries

par des familles finies.
% 2 proearg ey
Considérons d’abord le cas d’une famille finie [ dont les é1é-
-ments sont deux & deux sans élément commun. Nous appellerocng pfm:h i

~-rement Ygimple" une telle famille, ‘

Soit @” le fzmille des ensembles X tels que 1) K_- & _.q %; Y |
2) pour tout Y & %f ; onaitoubienX N Y = - ou i XA Y=Y,
On Wzit tout de suite.que' SP " eS‘t une Vphr&‘wi@. De plu& fp o S 5,
il en résulte que % @ @ - D’autre parts si X Q s 801t
X? la réunion de ceux des @z:sembles de %” qui egont CGH‘@@I}LS dang X ;
pour tout ¥ & %m s ona (X-X2) MY = @ s comme YX? & o Y,

2 : - ﬂ v .Y}j {l;:ﬁ o, e
on a XX° = @ ;s et X’ =X, d’ovt X € 5 et S} = i}}? . Donc:

-1érisés soit per leg conditions 1). 2) soit par le fait d’Btre des

_réunions d’ensembles de F . D’sutre part, les ensembles Y de F zont |




w

==

i

caractériség, parmi ceux’ de s par la condition d’8&tre mlzzgggzjﬁzi* g
condition qui s’exprime ainsi : 11 n’existe deng Y aucun sutre en hle

de S? que @ et Y .

Proposgition 3. 8i F est une famille finie d’ensembles. il existe une
femille gimple Fﬁ @w Q ? o

: e 1 » . 5 @ vt 2
4 chaque partie nom wvide % de ' faisons correspondre 1l’ensemble

'f =0 m Z) ﬁ( = (APT)}, ol A est la rémloz% des ensembies de {e

& -
nous obtea@ns ainsi une %&mﬂl@ i:"‘inie ?9 dgensaableg de § = (i1 est

Aairqu&&@% Yo SiX@ F ,ona V@V € Xouy 7mix=¢(

suivant que X € @ ou que?ﬁé E. @

De plus, 81 x ¢ Ag % appertient & un ez:ase»xmbl Y

\*‘5

sevoir & celui qui correspona & la rasmll@ ' des wwiéw de = cont

% est élé*’nentg I1 résul. *%;e de 13 que la foxi U.Le ‘gi est &m;ﬂ e; que la

o
o

- 5
(:ﬁ“ :13, un seul, &

réunion de ges ensembles est A, ot que les ensembles de Er eppartienaent

= 4 - . i

«H%
ﬂ\'
gm
ol
®
&

1

&

44

& )?ga Comme d’autre pari vy toute femille smnle

se 10::fozm avec la f’egml‘,g,e des ensembles mi_nﬁmauz de _jvf.f = - ,;tm“e:r@ pPro-
-position egt démentré@e _ ‘
' Blls peut encore se formuler de la mazalere suivante ¢ '

fhéoréme 1, dit nge ﬁéc@mposi‘tmn“' i %, est uza,e wﬁg&Q et jf““

une ramilie finie d’ensembles de o » il exlste une f amilie Finje BV

_2’engembles de % dgy;x & .deux sens éi,émem; commun tel *@e:lza,c: g% chaque

gasenble de F goit une réunmm d?@nsembles de \35'& et gue la réunion

de % ous les ezzembles de g;f‘i soit égale & czelle de itous .Lecfa @Lg@{th«@a
de B

\Ious aurons plusieum fois 3 engenﬁwer deg para‘é;mea par des familles

3! engembles F’@ setisfaisant aux conditions suivantes?

o
3P 2. Les conditfons X & % S, Y & E; e X cntraidmn‘z 17 @A;f‘e

4P 1. Les conditions X € F, ,v & E, emreinettnve B

& _P'"g ng

=
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?‘&@‘; ?; dont X-¥Y solt ls réunien.

HP, 3, . n’est pas yide.
Une pareille famille est appelée une hypo-phratrie.

- .Rgmarquons d’abord que, si ?‘d ’ {J:L:” Y . sont des familles gimp,ws con-
}ftemzes dens une hypcnphra‘trie F; s et 81 X = u %X, N = K/@) Y2,

9 G &
onaXAY= L J(X?AY), et que la famille de@ ensembles X’ /) Y
pof.mr X e 7/

gue 1l’intersection de plusieurs ensembles dont checun est la réunion

Y €& B Y est une fazzz:alle simple. Tl en résult

d’une fam:.lle gimple contenue dans tﬁ est encore la réunion d’une

 famille simple contenue dans @ .

Considérons une hypo-phratriec F@ el une famille Tinie }?C: T
Considérons un ensemble minimal Y@ de § & (cf. démonstration d
ila proposition 3). Si X est un element de & s Oon peut écrire
Yw = ( ﬁ zZy i ( Q (X=X T)). Or checun des srcembles

LXAT egt ls réunion d’dne famille simple contenue dens [ .t *f{;

{0

fm% done luiem@me la réunian d’une femille simple F@ can‘tamz@ dans = ,

8i F est la rémn:ion des diverses familles E—@ 5 (A parcou-
-rant tautes les parties non vides de F g F” est encore une

Temille simple contemue dans Fﬁ (paree que les ensembleg ‘:’f sont

G

deuz 3 deux sans élément commun) 3 de Dl,usg on a @ i glﬂa - En
&

E

: z%@ppzvochant ce résultat de la proposi tion 2, on obtient

Proposition 4. §i ? est u’ne hypo-phratrie, tout ensemble de
€ g estls réunion d’un certain nombre d’ensembles les de ‘EEQ deux
e

Exemples. 1) la famill@ des parties finies d’un ensembl ey, cel-

-1z des par’ties dénombrables et celle de toutes les p&f“’t‘a es consti-

-tuent des phratries.

2) R étant 1’ensemble des nombres réels, soit [ la familie




n

-5 °°.
constituée par la réunmm de la famille des intervalles puveris bor-
-nés de R et de celle deg parties finies de R. E; est une hypo-phrae
-trie. Soient en effet X, Y deux ensembles &e ?@ - »
z) 81 X et Y sont des interva;&.les ouverts bornés (a, b) et (c, d)

leur intersection est vide si bsgcousi dse ; sinon, X 7} ¥

est 1’intervalle ouvert (e, £) oti e = -bome (&ﬁc), f = borme (b,4)

826

81 1°un des ensembles Xy ¥ est fini, il en est de mime de Xn”Y

B

b} supposons Y& X s 81 X est f‘im;? il en est de méme de X-V 5 =i ¥, ¥

%9
sont des intervalles ouverts (a,b), (c,d), on a axcgdgb; ai
oh 2 axLe, d<<b, XY s’éerit (a% c) @xcgﬂ L ) J _;j,” é¢s 8l onas
Go
a8, fd f @ :
& = @s d<b, on a X-Y = (4, b) U «:3@3 s 8lona a<«<c¢,d=D ona

=¥ = (a,¢) O § % enfin 81 8 = ¢,b = G, XY et

2lgs z<<eo, <o

paratrie erge

on 1'a pelle la vhzéa'%;r:e’;sé de Borel dans ‘Ft‘.

De méme, on @ppelle phz*@w@ de

o
=t
o
03
o ]
0]
t

el
z>‘ 3
6]
a3
t
5

&

|

#
oo
®

engendrée par les 1nter’valle8 bornés de diverses espéces de R .

$ II  FONCTIONS ADDITIVES DYENSENELES,
Définition. On sppelie additive ung fometion d’ensembles A

[

valeurs dans R sa .Lsfalsant aux conditions suzvantas H

ie ehsamp d
ne 7% : RN R F e /ﬂ
Qéfimtlon @ de 4&, est une phratrie : si% @, g ¥e & X(\JY~.=%

“ae




= 6 =
onas Auv =4 + A .

u’épréthéte "croissante“ est Jjustifiée per la proposition suivantie :

@

Prepogi*tign 1; 81 jL est une fonction m;;tj;i tive Croiscante dfer-

Y& §j - Y@X emzramem, J}L(Y) % A(X) .
. Bn effet ces conditions enirainent X««-Y € S 9.4 N}{;@Y} //} ) ~

Aw=Aw + Ay > > 4.

Pour défim‘.‘n: des fonctwns additives d’e cnsembl S, 1l nous sers

{“

$.Lsieurs fo:i.s commode de comeﬁcer par 1es defimlr sur des hypo-phro-
mx,zvies;% et de les prolonger ensulte,

Définition.

val@ur ar dans R qud sa‘té,sfalt aux c:or:ditscn& suivan tcs@ s gon ch

l‘ﬁg f?"@ e hL F est une

st ﬁzmior est

s

,:j;@;z;_sgm’bles de ? deux 3 deux sens élément commun e
we Ao \J%-2 4,00

Conszdémng par exemple l’hypo-phratrie f?; définie & la Fin du

%’) I. 81 X est un ensemble fini, posons A%(X} =0 ; 8i X egt un

intervalle mzver‘t. (a, b) 3 p@scng A {X) = b-a. La fonction ainsi ¢
. =nie sur ? est additive : soit en effai; ? une famiile simpie

{cf. %{I} contenue dens F: s dont 1s réunion a,ppar?iemae & 13?@ -

S E 87 3\,
31 celte réunion est un ensembie finl, 1’6galité A L g X)«»KZ *M* )
XKeF 7

est évidente. Sinon, cette réunion est un 1nter~valle ouvert (a,blnon wvide




=7 -

Soit Fﬁjla famille de ceux des ensembles de ?‘ “qui sont des intere
~valles ouverts non vides ; soient (aig by) (i =1,2,...,h) ces intew-

amexyyxmalivny rangés dans un ordre tel que

}&1 €8, &€ -0 €8 - 0na b $8;,7 (1 €1 <n), car sinon 1es inter -
-valles (a,ig bsls (ai +1? Yy4q) auraient des points communs, De plus,
ona & >a, by £b. Si pour une valeur de i (1 €1<h) on avait
by < 8, l'ensemble infini (bi9 2. 7) serait con‘temz. dang (&ﬂ»}%

mais n”‘aurai‘t auecun paint commun avec y % s ce qui est @vmd@m@m@:

impossible. On voit de mbme que - =8 Db =Db. Il en résulte gue
al n -

\ o 0
L X e B e %é*“ ?g

ce qui orouve no Lre %sm@twm

Lo

- ! =B N - 5y
Te 9 J\L% @%1 et d’une seule

cariere Etre Rrolonzéde par une oncmoxz add:«‘twe c‘i’c’zse‘,ulm dam de

gher p de c‘iéfln:ithz 0 soit @%F :

e S - :
Définissons une relat.ien J%ﬂ entre ¢élémentes u € R et engembles

Lo - i ¢ = ! ; ; : J 17 £ g
%X € Dg .de 1= manitre suivante : lé prédiest A (uy, %) sera par

©
définition équivalente au suivant 2 11. Mi&te une fm.zl le simple ff:,(; 33(,

o
¢t
4
@“\

telle que X = =~ : % et Que u = ' 7 ,ﬁj (}i ' 3?@@ Lou 3 ’,g){
: : vz) :
11 existe un u @ B tel que ﬁ;{y (uﬁ{)a c@ei en ver ta de la proposi-

l‘

~tion 4, él‘. Montrons que les conditiezzs X & 5’? 9 Y g §
YO X, ji(uQX)g ﬁi(vﬁ) entrainem, fg (uwvs X-Y)

Soient en effet F , (G des families smp.x.es contenues dans F

u@i&@& Q‘&le X g X’g Y U Y’, u = A {X’)g V = %gj‘; {Y?
_ ¢ S ‘edf »
{ ; &

— 2
Fe




.

-longe A;@ s Dlautre p-azvt?,- 8i A c:s‘-iz um: fone

= 8 o

Hous savons qu’il eV‘?@s:.e une ‘?ﬁlﬁill& smzme = {?D ‘a;e‘? le que

F gj @ é; § - Chaeme eﬂa@mm.e X? é F - est ls reumwy d’umg ~’g=w

4

F’%g {i’mambles de H. Posone Tﬁ”} ng J“; - Shumpany

gy X* sont aemz ensemb&es éiffc—’g ts de

o~ 2
i

gs\ ;@maX’f‘@X"s “",oLaf," "zzjlw
. -

g =
% IE‘. “f ;
De méme, i1 existe une fam@l«a = Ly et
wey A
og'; .g:; 9\3“"' N
Y €C j
C‘"; la c@zzzéstlan YC X entra i et

&ob % {aavg X«»Y)e . |
Or il est évidenmt que la eondition 6/{ @-19 @ ) @Q“i”if@ o
Pan sﬁzﬁ.‘f;}e lea coxzcidmng jﬁﬂ {m;,u s %(w X) entr cﬁc u = u’

fa».\ est une reﬁati@a fonctionnells, quz nous feurnit une fonction 7.

cont le chemp de dérinition est S = ; 81 X, ¥ cont deux cnsswbles

G2 ce chemp sens &lément eommun, @irf: g ;
A®=Axun-v=Lcun -Am

ce qui prouve gue A est a&a“‘s"ﬁﬁvm ;mfin il ‘est

v d

qui pm:_z;cnge ﬁm s 11 est émd@mt g&m -,ﬁ.’e*’ doit &Ké’ﬂiiif"’g pour tout

= @5? f{( }& (X)g X} drot }, (X = j’ (X3 . Notre mm;:;si‘ti@zﬁ.
Ve , o

est donc démontirés.
On remerguera que si J%_,

ne prend gue des *é&leﬁrs = 9 il en
est de méme de J%;e '

#*

En barticulier, cette proposztmn ncms epprend qu’ i1 exisi mie

fanetlon additive dont le champ de définitien est le phfm,rie de Bore




o

de R et dont 1a valeur pour l7inmtervalle ouvert (&, b) est b-a. Cette

@)

7%

Ponction g’eppelle ia lomgpeur. S= valeur pour l?m;que;;@@n@ze des 4

9 intervalles d’origine & et d’extrémité b est égale & b-a.

9 III. Produits de phrat
ﬁ«ms z}ouwmmg pour commencer & définir

U8 8¢ ervir de la m@me méihode gueg nous venor

é%av R. Heis nous sllions procéder zmtwdaem;, er

dan s B de la théorie dens AL, e
- T o % : > % ,?3
D’une manmre.gémérale? soient domnées n phratriss 3, .

8, o L& femille des ensembles de la forue Xy RE Rowe 2 avee
3 ; Vi @ ; : 7o (5 3
X: oy Q-f:g\ & Xg @ 5& yoooyg })ﬁ. ;’1 §4 33@‘%:@ @2’2 b

phratrie. Mais la phratrie sngendrée par cette famillie

= B g 2. a s 3 Ay g
3 =fuit des phratriss @ @ g %ﬁ ooy (\g% et su dée

o (iﬁi@iﬁ@i&%é&-&lﬁﬁ & laf terminciogie employée Jusqu’ici

Proposition 1. Sodent F

B
4

les .ghratr:ies_ @ o La phratrie “‘l fggw ’&n es_‘b”a.;, el

@ st 19 ageoeg n) e

En effet? ll eSt clair que F é& %’ § S 5 ?b @3@1‘3 g?’g’ §£ geo:
e e

i
h»te

,ﬂ,

yol é“&,ant un :indice tel que 1 <p PEn, soﬁ: ( p la f&ml}.e des ensem-
mhles;ul% %o A oeo ;azgn avec Zj @ {;9 si i & Ds 4y & %’2 : si-

i >z p. Nous allons montrer par récurrenee sur P que Q} L g .

La proposition est évident.e pour p =3, Supposons la vraie pour p-1.




~

0.

Soit H la familile des ensembles U gou.ssamz de 1a vropriété guis

-vente ¢ les conditions Z, c § si i@ps = @ ? gi
i>p entralnezrb legzg * .BM%Z & @ o L p posit :?0‘ e@am. maie
pemr p=1, H econtient ?5 ‘ D’autre par*&,% on voit tout 15@ 'sq“i,@- gue

la réunwn de deux emembl@e Us; ou la aif férv‘fce de deux e ces

»ble dont 1’un soit contemn dens 1’autrey est encore un ensemble

Donc H est une ph:mtmeg et per suite S j’}* <;, H ; ce g pal démonire
ia prapasr? ion pour p. La proposition est @onc Vvreie pour p = ntly et
domme § § E ce qui Gémontre la pmmsz,tmn 1.
-;}f',f}ti” S5i t@uws ies mratmes g@ gont égaleg & 1g
phratrle de Borel dans R, et les familles E? égal% e ia ﬁ'&millé«: des

intervalles de R, la fzmil le @ésignée par F

-valles de R%, et par suit@ (5? S s 5 , st la phratrie de Borel

dsng R%, e
Hontrons meintenent plus généralement que si les § . sont des

hypo-phratries, il en est de méme de [ . Soient en effet

=X R Xy Ko kX et T=¥ V% Y doux
na XAY = (xlﬁyl)%(k YRR e % (X, N gn e qui montre gue
xNY € F . 51 ae plue Y£ X, 0na Y(,}g~ =12, ., o)
posons Z = X:’; = Y,, A @haque partie 4 21@.41 vide de }ﬁe‘mgéﬁmé
&lg 2§ caely n.f; f’azacms correspondre Wemeemble Z, = Li b4 ngea%%jﬂ
les L:;?, e.baﬁt définis per les conditions U, = Z:i si ,:F;' ﬁ'}ég o, = }ml

si Iﬁ,, L. Les ensembles % Z, sont deux & deuyx sans élém@ntf@mzmg et

&%

tre part, chacun dee ecnsembles

leur réunion est vY-%x. D? U, est la

z i
réunion d’une famille finie non vide d’ensembles de !“‘& sang

commun deux-d deux. Il en recul'te que ZA est la véum on d’une femille
3 deux de I g

finie mm vide d’ensembl es ganeg éiément csmazz deux

»'@s‘t la femille des inter-

o




,_ , L1
‘et qu’il er est de mime de XV .
Supposant toujours que leg ?:;

-sons éen.née da.ng chacune d’elles une fonction quaglmaéd itive CA

%, b
Définissons une fonction .J%,, 7 sur F bar ls formule
W :
A (x %xzx ﬁxﬁ “g”g”j}; Q(x 3
vl #,¥

g

La famcti@na.msz définie est additive sur Lf o S@@p@@@@é en

affet que 1’@11@@&’5;_@ =% )4}1 %@M%X @ E—": soit la réunion d’un
@emam nombre d’ensemblea .
Y° :YO_lf;Yi 2%°°°°KY‘ ﬁi gﬁlgggooafag D) :
appartenant également & F' d’m} Y. K S Q%, Mgwgvg&g?%@
9 5
¥ous savoﬁﬁ9 en vertu du théordme 1 et de la pm;pc»si :"m‘q Sy

ques pour chague k (1 €k < n) on peut trouver mz‘, famiiie

d’ensemblec de ?& sens éléwent commun deux 3 deux telic que
des cnsembles Y‘i % (1 = 1,2,...,p) s0it la réun nion de certaing ensem-
bmps de &i{; g - S@it %g la famille des eusc.ab es %:?t 2. forme
Uy AUy £ o0 %_U 5 avec Y € @& k = 1,2,....0). Les ensembles
o e - .
ge @ eont sans élément commun deur & deux, st @aa@m des engembles
7y est la réuniozz d’un certain nombre d’entre eux.
Déiignone par ‘U%k les em@emulc de & {a = 1_-g-2;'§_-sa@g%z)@
Nous avons U d’ot '
ask A
A 3
%ﬁ o) = % 400,
A <X) jL Aij‘n ""9-)
_En developp&nt le praduﬁt dn ge@e:azzd membre, on veit que L'on &
fMX)« ?a 4@ . '
De méme, ehaeun des ¥ ;e €L la réunion d’u& gur*@ajn nombre

d’ensembles de @ 2
el

sont des hypd;bhratviesg SUPpoS

- On en déduit, en raisonnant. de ia &ze@e manidre.

N

2




ﬁm (¥,) = Eﬁgé Ao

Hous avons d@n@.: bien L& %

8

A LX) = 23 Ao

& w 4 o
ae qa*‘é ‘démontre la q&amm&ﬁdmmi‘té de l& fonetion j‘; -
La fomction ac’iémzvé JL % que mmg vm“o ng géfinir dems P
@sﬁ eppelée ”‘predumt" des fonctions ﬁ

aqaer gque chacune ée@« f@?’m“f ions f\

@ g
T, R
@ne fonction additive % aéfinie sur
f@ﬁctmns jj, 8 est une fonction gdditive Br O 1 Spree D0
S Z i
2 : 350
«r’:mzstl‘tue le pr@l@agm@m; 3 cetie vm’awie de la fonction A

}Z:n gppli quant ces résultats aux mw%‘mm@ de B 3 71i0us
voyons que nous ob‘tamns une fonction au%: tive acfww sur la
phratrie de Borel de B et dont la valear pour un intervalle de R

est ls produit des longueurs des ardtes de cet intervalle,
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Chapitre II
v@m@zoms ;gzzxma.&;az@ CROI&SM»

Nous avons d&ng le chepitre 1 fesolu le pm ieme q;ﬁ consigie

&t bZ‘lh’LeI‘ des vclmgg J&, aux emsmbles @’ ‘une eew@&ﬁ;e femille § .08

BT

_perti % de Rn e:m:a em une phratrie. bi une f’mmcmo\w::

s

- une constente & sur un ensemble j\i @ @ et nulle z;aﬁ;w,é: aillenrs,

3@3 : n‘tégrale sere a. }L 0. o

- Supposons maint@nm’c gue mms ay@ns un n@&bﬂ‘ﬁ@ } ini de fonctions

,:".,5, 'f’zwng.; - de ce 'i;e es8pece, f’l prenazn la wa@ euf_ wm’mt&ﬂt@ ai aur

M snsemble Ls @§5 et étant null e e:n dehore dc G@u efzgembl@a
Hous &up;;@ﬁ@rens de plus gue les enaembles ,z:. sont }és o)

_' deux & deux. L& far:e’z..‘.mz T = f’ + fa .. r £ gé}ru

shacun des ensembles X; et mulle en deh@%c de leur rvéunion

-grale 'd@wa &tre ﬁg 8- ﬁ, {X_ ) i}?ﬁh pouyone done définir 1’inté-
bed e

mg rale pour une Véé?mme classe de fonetions f£. Nous allons choisir
Jes gpr@prie‘tés’ importantes d'e cette @1&@3@ de Tonctions et de la for
_,_z.ozm elle qu’y définit 1’intégrales ety par 1’étude de ces proprlétes
Fﬁcn‘i:.ref wmen‘t cm peut espéz‘-’er é‘%:,er_ula le chemp ::eaef:ui_qmwz de

1fintégraie.

§ I LES PONCTI E*.cﬂc:z ES.

La théorie que nous allons éGévelopper deams ce parsgrephe Compor-

e un type pm.mi‘fclf, &Em‘t nous dévszgfzez*sns 1’ensemble des éléments
_per E, et une eans;tazzte prmmtzveg aud és‘c une fa:az.lle non vide ©

_ de parties de B, Les axiomes seront ciema gui expriment gue 5 est

_une phratrie (chap. I, § Is P. 1 et 2) . Les fonetions que nous




16
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®
S@‘?t en @‘sz"y %}aly gooog %
~les prises par © . Lee ezm@nal@a % = ’
De wlus l’égalité f‘(x) Z@ as E@g (3{3 @st mm si @Aii (i=1,2.352.
24 :
n) et si x@f@ Xioﬁnad@nc f’w Zaﬁ-f@%w .
_ G
%eposi‘tian 23, S@i%; L une fowzﬁ : suite
ﬁme-»;{@lg Xop eees %) 4 @ngggbleg ge §
T
Bn effet, soit % ij
. % O de la suite finie (aw a,ﬁc“?mn}@ J
7,& o} pr’iseg par . De ;plus, 8% 8 €V, soit
> t‘elsa que~ &, = 2 : on 'a,_ ‘ f(a) = L% }{:ﬁ, Gf i}“
 Proposition 3. Solemt v
utt&@hé@é é, g e‘t g(xlg ngoawg i{“f} éi;
- : 7 ' @iggbgaoogi“)




r o ls i =
5 | En effet, pour chaque k(lgksgn) il existe une femille finde
z k,,”,x j d?ensembles de § tels que f}g g0it c@ﬂstaﬂm

egur chacun d’eux e‘t. rmlla er: dehors de - éj o H5 g Appliguons le
: ' 9 7

théoréme de décomposition & la famille f@fmée p%zﬂ tous les engembles
. gi;k (1€k<Ln;l =1 &i’p ) s nous @b«yeu@ns une famille finie dtens.
-gembles i‘i{lg 2,””,‘!})% song élément comm
n%ﬂmant & § s telle gue chacun des ’{;:E?LB soit la :
'emtre eux et que X o= U)o La
Ty éi%é .k 3

: . 2 3
est constante sur chacun de ces ensembles et 1y

¥ =éum on.

Proposition 3 Si fetg mwm ﬁcs famgm éLegées slitechtos

¢ % . et a, b c’t;eg ngm?m*es réels. af’%@g _est uns fo :_gj:j Lon

~sttachée 3 S : 11 vn sst de mime de g fﬁ .

C’est une conséquence imédiat!e de la proposition 3

@

-ralement; toute c@mbinai@@n 1inéaire de fonctions étagées

§ 3 eoefficients réels est une Ponction étagée sitachée & s

En particulier, si (9 }ﬁwwg %) e's“@ une

: (]
de O g et gi &13 2, 5oeegdn sont de g nomby

i
2 &y @fzz est une fonetion e.,agée attachée & I .
&2 :

‘Pmp@mtiam 5. ‘_@i £ ept une fonctios @t@fé e 5 f 5 et

4 une partie de R - 50%9 on. o ? (_A)'@ ‘iéb

En effety %i@nﬂ; By5 BopecosBy les valeurs prises par £ qui

sont dans A@ On a

I .
(A) = L) f%aﬁy% & @k o
1L Pk o 2

Supposons maintznant connue une f@n@tion aﬁdwtﬁm A, iéfinie

sur é et ne prenant gue des velews, 22 0 finieg.
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mantrons que si une fbnetion f peut se m@ttwe d@ deux man

forme de combinaison 11néaire de fonctions caract é?lgﬁiqueﬁ
~bles de §’ 2 . , -
, . ‘ X £

Z e Zﬂ 7 2 R 2
f a’ad (f 3 b £ V42 WV L ; 3 . e
Py -XQ o & : \sjf 3 : “’t{"" £ 7

o1 g auassi

S : . @gf :
ZoeAxy =2 vy

; @:gg i * i : tiv" J J
En effet, appliquons le théoréme de décampoeitiam & la femille des

ensembles de 1a suite finie (X19 Hppoosshys ¥ fyo ¥ ,ocegk } nous
';v o i

obtencns une famille d’ensembl@s zz s Z ggoorz 4? de 3 deux & deux
i tels que

sang élément ecommun. Si A, est 1’@nsemb1e des indiceg
Z C X, et B, 1’ensemble des indices j tels Qe Z, ¢ Yg , on
£ = gzé Q% Z ﬁ’;‘ Ll A 2 “) :

¢z ¢ *‘Eﬁé
d'ol, 81 X € é@f
D’autre part ﬁ %
P gy %
2 aA(X) =2 (2 a)
; {ﬁ. %&"ﬁ,ﬁ

ce qui Gémontre n@tr@ égalité,

ous pouvmng done définir une fonction 6f> sur la famille des

&5 i
fonctions étageeg attachées & S5 par la f@f@« £
o /‘"’”‘-’ ; " Kadok ' Lenph g c J /
r. g‘; é 9 “‘" Lj’ : ;’ psacg Z fﬁz’ a}‘i { ‘\” G _/ 5 3‘;‘7 d/}g“/; ;_;'}'3“7 vt e s
)éj S ;‘ 5 2 , P \,' o A 4

1es propriétés sulvantes résultent immédiatem&nt de ecette

P?OPOQItiOB 6. 8i f et g'sﬁnt deg fonctions étegées
% (af+bg§ = azﬁa () + b@‘/g(g}

Proposition 7. Si fﬂgggugggmﬁgggggpn ét?ﬁéé attachée & g_‘gﬁwég
' 20 one L) Zo.
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$ II. FAMTILES (W) ET FONCTIONNELLES LINEA IPJ: CROISSANTES.
La théorie qui ve 8tre éévelquée dang ce ﬁ&f&w aphe COMpOr—
-Le un type prlmwtlf, dont ﬁous dealgmer@ng l’cpsemJ}e des cléw
‘ ;mm@n@s par Eavet-ﬁeux constentes ppimitives : une Tumi?l uon
“vide J&: de fanctlans définies sur B et a valeurg dans R, el une
fonction @éz définie sur é@ﬁ et & va@éurg dens E (done s une

Yf@nctiannelleia Les axiomes sont ies suivantg-g“

¥ Le, caadltlog @Ji 3 % eh ; ne b C
T
W 2 e La @nd

Lion T é'ji,f@nt@aiag gfg @;Qﬁ; ~
. Les conditions €A ss€/ll, 2 €7, PER eny
. Lar + v = m@f) v o @ ¢
L 2. La condltlen f g 4@5 antwamng @iz(;{f%)azzrﬂ .

Hous &ppelleron@ dang la Qulme famille (%} une fa&illé de

_[faacticns gaﬁéﬁfaisamtvé V1 et‘é'@ 2 . Le pr&mvcr a@ ces axicme
exprime que la famille est le suvﬁert d’un @@waﬁe vact@rL@

 N0us dirons qu.ung f@n@técnnelle dent l@ ﬂhamp de 5§fi&i@i@a et
une famille (W) et qui satisfait sux CQQ@lﬁl@ﬁ@ﬂaAi et L 2 est
une fonetiomzelle linéaire croissente {cf. §1u§ bﬁsﬁpr&pJgitigﬁ
‘ 29 gui just ifié 1%épithite “cﬁéiésaat@“ 3.

Nous avons vu au §>I que la femille des fghctgﬁyc

sttachées-é:unﬁfghrazrie est une famille (W) et gﬁeAla‘
neile ﬁ%fjﬁ aé zinie per une fomctzon,jg addit i@e et finie
L sk

¢’ ensembles es% llnéaire et croiassante. Lea donnée d’une phrairie

(}\

et d'une fonction additive d’ensémbles o  pharatri

donc une structure de la thé@rie QLe nous allouns msintensant

developperqv
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Noue aurons besoin de ia définition szzivazzte.s gul sppertient &

1la théoPie générale des fonctm ng & valeurs numérmuea

ne

Défmitlong £ éiant une} fonctio

prensnt_ges v&%ﬁws Q&ﬁg B

(gg:gggg R}g on @ém’@e par £¥ 1s f@ncm_m_é

ef“’eme inie par les éﬁ@ ;:

£'(x) = £lx) £ og £ =0 o f@;@¢<‘oc
ek E&T"lw% éq@llt&i f“”a’: = 0
£ix) 5}0 ‘t f“(?'} = »f(x} 8i flx)="0.

Il résulte de 13 que 1'on & “"‘(:»d (4} - £({x)y f 3 |
zﬁ(x)'%, £7(x) .
Pmp@smi@n 1.

o Cﬁ 9 b@me (f,g)@j&

: : e ' 6= dlel £ J\s
efffet : £ = %g%?“' %g” %g@égggb}; "
v e

Prop@si ion 2. Les @@n@l‘tm%

ﬁ(f; < @%g (g}o

=)
ﬁ:s

{w

””r@p@g tion 3. La c@z‘ﬁl‘&;w

 En effet, @,ﬁm Lis* céfjff“ég et
L (f’” > 0, @b ﬁgf <2 @4@@:? ) +f (f‘“)

D ;‘”"lﬂltiﬂﬂa Dexy

xmada Qf)g et _on écm& "lf g (m@é‘,,@f) ‘:’ﬁ_

i;;a relatlozz ainsi dafin‘ e egt une r@} a‘tl 1 g

€16 mém‘.s de ﬂ: o Eemaz*quoms en effe‘t ﬁ”abvrd r*ue; 4@ n’%a;: p&c

vide, contient O et que @f”(oy = ol (0 + 0f = (o 16 (0), dion
'L;,,fa. (0) = o. Cect pogé '-2. a) 1& condition £ @ /? entraine f{ i =0

|
d'oti £ = F (m@d° @;8 ), ce Qal Gémontre la Pe'i‘l civité ¢ b) les condil-
-tions féﬁ s £ @A}% 5 f‘u g (mod, f} entrs 13?.5
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dlotig =T (m@d.@f )y ce gul démontre ?a symetrie ‘, @) les condi-
. 'zw:wns - 4 éﬁ i g éé@ s b éﬂy s £ =g (moée@?w ) ?.5 h xm@'@;;@@)

entreinent 0 S e (] [2-n)) = o0 fm—gg; +adt gg«? " =04 0= 0,

alob f?ﬁ o} (mad, c@ }s ce qui démontre la tran

De plus, c@*s;;-‘_be relation 4’ QUIV&IEEECV est @mm t?‘i.c};@— avee les

opératione lindaires dens A . BEn ¢, les conditions £€ JL
g Jﬁﬁfséaﬁﬁﬁgéf& s @ ERy D E v
(mod. £ ) entratment 0 =< o (|(af + bg )

e A -
/ jge=g’]) = 0 d'od

3
.. ]
roleen]) g a] Lifertf) ofof L
a7 + bg = af? %bgg (mod. @55 ).

- T1 résulte de 13 gue notre reletion

partage de ﬁ en classes, &‘%es clasges d

et gue ces classes f@menﬁ un espece Wmmm el.

E@us désignemns 1’ensemble de ces ciﬁ;efz-;%es paE E;% N
Les conattions €A ,gel . ¢ |
/ @6{% 2 m 3@& a ) € e {Ef"’g )
".!mado @6 e gétanu un élément de Lﬁ'f’ :

- pour f € ({? 3 appur‘i“ iennent don sme méme
%,.,e nous ﬁésignem*zs par %@B ;
' Les conditions T € e y & @ f =5

< |[Lw-Lw|=| L o = £je-s

L.a f*mzhcm @g eg . done @@natmt@ suyr chague cl age@ - elle défini

une fonction linéaire sur l”e&p&m é@ classes, f{m@umm que nous

2

désignerons encore -per sbus de l&ngag@e per o o

oz . B D 0w
g; étant une a;lasss:e quelconque, on & o [ . 'Ll ) V,’>;>7 0.
? &tent une classe @’éf:‘mv&r ence, nous poserons’

e

&=




II en résulie @aeg a étant un nombre wée gy et

classes d’équivalenceg on &

fefl=le] afﬁ?ﬁﬁ

9
LI il est une _mm?twn aér

Na..&

[€+g fﬁ*ﬁ’

inie sur 1”‘?
f‘éfj.w
gj

((3

Sy

:ﬁ?éelle@ 7 0. De pluu, 1z condition i

1

O entraine; si

i

des cl&sseaﬁ &

b% SRS A

;

G

.

ﬂ
=Lf*§‘§‘?

oo

% (g i =0y d7ou f =0 (m@ce @f) et JL~ = 0. La ¥
&éﬁnm domz dans l”espaee ges classes une structure ¢

Bama@ho

nOUs ¥ SVons reconnues, sera dbsigné pﬁf
2 i
@r

Gi

1’ inégalicé % @fﬁw - Cf@ )‘3 =
montre que o est anii@mémemt contime sur
ATDENDUM

S ooy o i 7
(4 plecer &4 la fin du @

1.3‘,:.‘?‘ o L e > .' 5 €<f :
Definissons une fonction A sur L™ {c;(;) Js &

grusimnenraens par 1’égaiité Al {f) % é A
-Dae Sur Ll"{@f ). En effet, gﬁ et g Stant des

i et g des fonctions de telies que f &

A pout dome bire pr@.g@ngé@ par une vaaﬁtiém 2
4. D
continue et p%emazau &;w *mleum dan Y

D,
&)

e A ’. X
nous poserons M» § =

{”}

i @ 2 : L = A
;{ o Ur, la métrique dens L (d

2y - acgrf = li£1- 1ot = £ (s

Lck-9)

g les elasges des fone

yen,.sem?:sle;deg clasees; paai d,e,& diverses structures

des

gl




'f:m. on peut le compldter : soit T (é‘f ) 1’espace complet gu’on obtiens

&1 m@ms sbetraits Ge z., (ef ) avee ges fonctions éfinies sur E,

.5 u=gral@ B

. oy _ ‘
clément de L {@f ) ¢ g est l1a lmlﬁ@ d’une suite

veuloir faire correspondre & g ia fonetion 1dmi

= 21 =

feto
@

L’ espace Ll(@f ) n’est en gﬁnéwal pes complet. ?_a ous SAvons

fesmal

al@rso @f peut étre prolongée per une fonction liz 'é%zﬁ’m %Q _sur

4 ‘
5L (@f ). Ceed posé, si noas arrivons & .meti;re» en coprespondence les

P

wus surons pralongé la fonctionnelle "f? & de nﬂuv&qiaa fonctions 3

: ”esc 13 ie ﬁrim:l;@e de la ééfinition - »me nous ﬁ@ﬂnw@ns de 1?inté-

. {voir ﬁdde:aduaz p. 20)
' 8 IIL, LA NOTION DE ?%S:gw PARTOUT.

Hous eonsewezé@ns.dans ceé les notetions du §§

,-de &l’@f} Supposema gu’on puisse choisir, pour che ue ny
f:’ € ? de telle manidre que, en chague p@,l‘ﬁt % £8, la suite

af’n-(:‘a}) converge vers une valeur limite (£(x)) ¢ il pevait normsl de

o S

“ e 2 D g e
te £ ainisi obtenus

o

.et de posar

. Lo - L) = m eftg %%wgfm}
@f étant la f@nctlonnelle nral@ngée gu’il g’agit de définir,
Mais, 11 peuit 8e produire que {éﬂ § nous devrons done avoir
dans ce cas @{ _éf} lim @5 (£ ), ce mzi e wmé"@ ndition poriant

sur 18 fanetmnnelle @f d@mée, Mua pouvons done prévoir qu’il

feudra impsser* & é‘f une caméztwn aupplémemtauw pou:c arriver &

nos fins.

En fait, nouS verrons gu’il suffit &’imposer l_?;z condition

suivante @




- 22 = _
-~ . e
; e ik AALEES fn é jL 3 ,‘*‘né“g fﬁ“&’l 11 n St o ') i
£ = lim?f et £E€ ﬁm em;rain@‘@ (£) = 1im oL (£ )

,-U&e ¢ $onciionoells A4éfinie sur une famille (W) et satisfaisant aux
@@nditieas Lbl, L 2, L 3 s’appelie une fonctionnelle Ameaﬁra conti~
-nument croissante. | .

 Nous développerons mainmtenant la théorie gui se déduit de
du § II par adjonction de 1.3, |

Proposition 1. Les conditions f & .ji, s £, € £ .5 Q,‘ng_g =

e{limégkfm & y.8 entrainent -
L= Lim eCee)
argue. Dans cet en@n@ag iz f“@na‘m?@n lim £, peut prendre

des valeurs infinies. . .

?@@0&3 en effet gﬁ berne (£, £ ) : sn & e € /L
g €8, " lm?gﬁ? drot .

ﬁf ® = 1im % (g) =< lim i‘?{fﬁ} |
Proposition 2. f’ é tant me »@neti on @g jfb s BUDDOSOHE Cue Dol

fﬁ? 0 - {(fn}{%ﬁ (l é Eﬁgj’ @3 g Ef E 5?‘ }*‘ﬁﬂéf!‘ :
Alorsons f=0 (mod. @éj 3. »

S@l‘t en effet Z. = bar@e {%fg £). Ona g

' a n
et z.my ﬁé g, =lt| - onen atauiz |
| 0 < /\\&(%f%ﬁg itm 625{ g;}%;@fﬁ} = & }
umi atan‘&; vrai pour tout € }05, on & @gzgm = 0y £ g 0 (mod. L )
. Définition. Une fonction b déf‘z_m ur E 4 veleurs c‘iﬁlﬁ g,
] : (per repport 3 é’f ) lore wombre

ot




- gu’une fonetion f @jﬁb soit = O (wod. c? ) est

~ fonections % et g %g sont négligeables en mén

oo
O

oAl it

- o | _
fn %Q ;' %{fn) g é 3 (l “‘g; m <°¥' mi’ :‘: 5 g g % lmﬁ fﬂry
T3 résulite slors de la propﬁs%i@m 2 que ¢ '

 Propesition 3. ‘{me condition néeessaire et

-G @J’i}l

T1 résulte d’sutre part I fmcc},muemm de la

(3

?repasit:’;@n'ég % et %P eta@c{es Jor

= 7

A3

&&narq&@o Kf@us CONVEnons guey p{saar *a;ou‘&,e ?m%c' ion 1 st méme

r@n&n@ des valembs mfiniasg on & @ %f’ = 0,
Soit & un. n@ﬁbre > 0, Par hgp@*thégsg 11 exis
croissentes af Js ) de Ponctions ? O de L
“i
lim?f “’ff g lim?g ﬁﬁ("’ ' <@@

(81 l%m ﬁes rmm‘&area a.g b est nuly memp? scer =,

e

La suite (af + bga} est une suite croissante de
et on &

af +bY

‘i@@p@@i‘bi@n 5. Soit

mge&blag ia fﬁn@:&i(m "ﬂ? lggm? ve? %{ﬁ “@;@mﬂeg igeable.

2 étant un nembfe > 0 donné, il existe par ﬁem@‘me% pour
chagque Indice p mne sulte eroissante { p} de fongtions %’/@ e 4’1
telle que '_

Posons uy . = fl /o et, si n >0, o = S




Eog
On & V< v, Vs s? et; sim >Ps Va2t - Qn en &éduit g@@ A
f <lim ?vmg Cette inégelité, dont le second membre ne dépend pes
ﬁ A 35 :

: A ?
de p, étant vraie quel gue soit py on a 'ﬁfsg 1im f'; . De plus, v

est une fonetion }0 de jﬁi s €t on a

Yo = 1 S

2 . v)s &8 2, 2% « =
m?q §< Vm- ?,, fo T ol
ce Q'l}.l démen‘tre mtre propasitmm :
Béf’inltiem o ens@mblg NcCE g;;’ an'gezm peéglisoe b‘l e _gusnd so

i

Propesnwn 7/ La retmion d’une

néﬂli;§a§le3M9.ﬁMg@“@nsémbla,w‘;lza aale;
Soit (N ) '(‘ p <+ o) une sulte d’e

;’%mas M U l\iqe On a “iasa, .

= e ° s oy 3 L% - L & FY e i3 7
de la proposition 4. Il en est donc de méeme de J gy . . Ory 8i M= & N
e 4 . ; i
on a = ? Lg;s . ) done N est négligeable en vertu de ls
¥ fz mg.;-'ee.w T4
proposition &,

Pr@peéit.ian &,

ou’lune ?onc‘emn “f d finie sur |

of ﬁeﬁs, %z & E_fi’,els que ‘j (x) ;;:‘f? 0 soit négligdable.
La proposition réaulte des inégalités évidenics
/ ; 5 : 7 78 3 i
E 5 g ’? £ &\'g \_1 ;5".;«, ¢ #[\9 ;, % ’/i
|21s B ' 29y Y= Se Sl
{70 45300 >

en tenant compte de la proposition 5.




s omev 205083

'jl@ prédieat P(x) est V:wa-i
.gue i”(x} goit faux est

e:semble des éléments du domaine de @ @éfinition de Y en lesquels

;y‘.,’f’égllgeabl@e D’une manlére genera};eg saiau‘ﬁa

L% g et Fy G J,eurs domaines de dcf mfzwn :

 essujetiies sux c&ndltiens J

v

Définiticm So:ri:. P wne provr ;‘é“i',é dcs éli.e"ra;r&,g, % & E. On .di_‘; que

res

ue z;%%m gi llengent

lmg,eabl@;

De méme, on d:wa gu’une fonction ‘j@ est définie preique partout

sur B 8i le comnlémen‘talme de son domaine de définition eat néglices-

«»b‘ie., Une parellle f@ncwion sera dite p rﬁsma partout ﬁ:‘me 8i 1’en-

-
s S = Fietee =
28t infinie est négligeable, Nous désignerons par @ 1z femille ces
5 ==

 fonctions définies presgue partout.

£ et g étant des fomctions de 4 L ng il résulte dez proposiiione

3 et 8 qu’une cenéltion neceas 1re eL w‘alffi%@ﬂt@, puw: aie f=zg

{mod. % ) est que l”ensemble d@g X @ ‘i;elg_qma (%) 2 g(x) soit

@ 3

’-@w;leg QI’ 250ue Qarwgt ei ’ensemb:é,@ N ae éléments d@ BEAOAG ém les= .

; QC’&@LS elles prennent des valewg différentes est négligeable.

: U 5 A
».uéqrwulis@mt ce cas le notation employée pour les fo de 4L

rous écrirons slors %{f = "ﬁ';’ (moa. 5‘6 ) .

La relation zinei définie est une e relation o

éléments de @ . :?e.m, en ef‘feu V?%" “vj/ @ tro ~ Lol

et Py, G4 H 1@9 doma.i*‘ze de défin

: ; Ly ' e rﬁ?;"‘." (oY e e
1’ensemble des élé:;z@nta % €F N G tels yue \\-f (x) = Vil L celui
‘des éléments xEGAH tels que jﬂ () = € (x) 2) 831 x & Fs on a

Y@ =¥ ; B sixgk, on &:’"‘*i%"i? = f)‘j
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C(KﬂL} é X u@g sont négligeables en vewtu de _1- {22 pesi‘tmn 7o

Diod ﬁfg ¥ (mgd.gf), "ﬂ”% ¢ (mod. ) et f’ 8 (mod, @f}g ca

qui éémoatre que notre rela:tion est une relat.mn d?équ

a} Lenee.:
'Cette relation d*éguivalence définit dozzc un pert g ebggigémwcm

des 41 ements de § - ous désignerons par F fiancntis

Les 'élémentg- de F seront désignés par une 19@@% grasse munie diun

Rd

ag‘i‘.ér:{sguea Il est cla:.r que chamme de ces el&sae:s ezmt:«, ent des

*one’awﬁs définies sur E 'tout entier.

. ©1IV. OPERATIONS DANS L’ENSHMELE F. -
" Nous allons voir, qu’on peut.dans une assez large mésure, étendre

sux ?émem‘;s de F les épérﬂations que l’on pratique sur

Pour cels, désignons par R 1’ensemble des suites d’é
(c’est=-a=-dire le produit d’une famille dénombrab
identiques & R). Sunposons dormée une fonction L,

a vsleurs dans R. 801

= o
partie 5 de B 7 o -
famille deb fonctions defvm_es sur & tout entier et & veleurs gens R,
s [ j}f'; )} est une suite de fonctions de é - telle gue, pour tout
i & 5

x € }559 lz suite

L

{f (x)) appartienne 3 3 g on peut -éw" nir une
1a formule

t‘é@%) (+) = L% (ﬁ, @f}}

ﬂoua dirons qu’une pareille suite ( *’f ) egt adag

sur E par

} ;

Lg . Defmlsgona maintenant une relstion % entre &1ément
et suites ( ?

=cat % (? ?(

i1 exls‘te une su:!,te ( "f ) adaptée & Lza ' “telle que %“’}7 (4

d’élémem;g de F de la menidére suivente s'jﬁ.@, prédi-

}) sera par &éfinitiaza é@u:c.vaiezzt au ul‘i‘iﬂb 2




7 A

de p ensembles identiques 3 E). On obtient alors une Ffonction. éng‘

- 27 = _ _
et que Lﬁ 3? € ? « Cette relation @ est mza relat?@.«.g mﬁctwmell@

- montrons en e*f'fet que les condltiong %i t? (g 1)y 6@3 E (C 7)

)
entr*aﬁnem. g g . Suppossnt ces conditions ré-&iiaé-%g pre- -
r»
c»nons des suites ( 5@ Ys “fﬁ ) aaap‘tées 3 Qﬁ telles que %@m &€ o
. f;}t’?
€ é J1 existe
Gf g (1 gn £+ o8 ) et que U (@%}gj’ @—«‘g@ I1 @3.1&@%4

_p@ur chaque n, un ensemble A tel que g A soit zzé i&englc et s .

sur leguel ‘f et f gont égales. So:ﬁ.t ﬂ An : on a
@B U g A,s et par suite ga %‘L négli geable@(pr@pmitmn 7 ) .
Or, six é B, on & Lﬂ ‘{*%} @ﬁ @%} d’ot Lﬁ L[Z (md
# VR ¢y Qﬁ'&z’
e‘t ? g - YNotre relatmn % n@ua ?aurniﬁ donc une wc% tion

&g% ziéfim.e sur une partie ;} de l’@ﬁs&@l@ F "’:@ des suites

24

‘}--'d’é? éments de F et 2 valenvs dsns P s ai ( gj %) & @% L @@.

est 1a classe qui contlen‘t. toutes lea fonetions L{] Qﬁ s Ppour 1s

_sulaes { 5? J adaptees & i—"ﬁ tel.les que @f € g £n <;s- & ) -

Des considérations analogues peuvent se caévmg@per si on part

G’une fenctian_ L.% définie gur une partie é : de BP (1e produit

@éPinie sur une partie de ¥ (i1 suffit de rempléger partout la

5%

considération des suites per celle de suites finies & p termes).
P

Bous applxqmemns m‘t‘re pmceae de C‘iéfﬁ“&‘?tluz* deng les ces

suivants ¢ 1) Lﬁ ((x )) Yorne () = ”bwm@ X 5 g} = R e
n 1€ Wwsoe B -
2 Yot e M(}&) =bormex, § g TR
. % :t:n %w«t’:a@ﬂ g.mi"" . i
Lg ((x)) = bE ((x)) = Tim x, J,-F 9 @f@fa%ﬁ,} =
o & -
l = < ) jo ¢ 3 = N - ° =
lim ((Xn) ﬂé%ﬁg%zn 3 s 5) Lﬁg((xnf}_ %ljg%@ % 3 @j:ﬁaj
ensemble des suites ccnvergennes gens B ; 6) Lh" @,(3{‘) =fxjs ‘

%@é?; ‘?}‘ L@@(x)ﬁz*; g%ﬁﬁ : 8) L{}'Q{x}g'v“‘_ 33}an




11) Lg :
: S :
~Hous cobtiendrons de cetie menidre },1. fonetions Ly (_l giélﬁ .

appelé ensmble éas gm:i;es emvergamzes dsélém@m ffi &1
un élément de ¥, mous poserons g P“a 3==§ (§ ' L,{?ﬁ@f??@)

U= Y (P, eft= i Wf o

# b / i
 eelui de Lj est F % F . L’ m&ar@eﬁtmrﬂ de ceg che ‘3;; de géfin’-
bk

- - 28 = .
9) siaéR, Lgix)sax {L{s@@ia Q};;g_g‘?‘:lg '
10). Qf uvﬁag) =x1%x g;;ma%:@gmca- §-2201 3
(‘%@8 (R - é:%*@@j} % (R w%}ﬁé@% )

e

é‘“
&
.
ﬁi
L

e t
{ g ; étan‘& m@% suite d?éléments m }?9 nous: p@gezmzzg ,

; i} . ‘3'%\ .
e %« @f L " g

= Léu?n L g? L{’ (« @*‘"ﬂ 11

Q‘h
"33 :

Dési@aﬁs psr E, l’ensemble’d es. &1&33@ é:‘».émem@ de F gui

 contiemnent @es f@mﬁ ons ne prensnt ;sag 1& val@w e 25 ., et por

P X ensemble des elasses q:z::_ c@nti%ment des :ﬁf’@“'zc tion g ne premant

% .
7

pa& la valeur + @@ - Le 0hmp de ﬁéfm:ztwn de ‘L{} esL ¥ A

4

-tion est FoRFyy ot Fy = ﬂ» F_ est @nsesi l'e nzemble des clas-

] qui centiennent des fon@ﬁ one ne pr@m.at aucune desz valeurs |
m@is-%-@@; DG'QlﬂS,ggi g @ Fg g @)ﬁ _,9_;@%33&-
Lﬁg@i ? ¥ @ ) = L@ ( ? . ?ﬁ ). 84 {ﬂ : @ﬁg appar‘é:ﬂsxw
ou bien tmxs deux & 7 \? @u bien @m& deux 3 F’ y mn@ posercns, dsns
- ¥ # %
ie prwier G&Sy %b f Lﬁ ( {? g } ﬁ&‘.’l@ l@ second
£raf, 4 g@v ??’
Les foneitions Lg 3”& Lm déflnissent Iﬁ.& b@m@ et la borme
doune suite .i_rxfimeq Il est évac’za-:n? gu’on pourrait @éfﬁnar de ls

fiéme mamiére la b@me et la borme d’une sulte 1 ia:f.eo .




fay)

Nous allons maintenant énoncer certaines propriétés des diver-
o ; :
-ges fonctions ng gue nous vencns de définir, gui se dédui smnt

2 L
immédistement des propriétés ccrreamndantes des fonetl i ne fz",g e
b
Neus laisserons su lecteur le soin de faire les démonsgtrations.
La Borne et la borpe d’une suite ne dépendew

des éléments de 1= suite. [° étant une Ffemille Gé

.
de F, on peut done as° inir les expressions b@é:ne (f

ce sont la bome et la borne des suites que 1l’on obt jenu en rwg,e Bt

>

dang un ordre quelcongue les 4lémemts de |
8i f est la réunion d’une Pamillie dénombrable

de parties de P (I étant un ensemble dénombrable G’ir

% : ' %&“ 3 “f %’:’
horne = pc- e (bo%me g ). s borme g = borne ¢ % orng gﬂ J
fFel vet  EEL freT tei fer

Cn a3 en culier,

, arti
¥ ¥ ¥ el e
borne (’Lorne( §3 @ ), B )= borne( g” sborne( § * , 0 )=

T1 en résulie que 1l’on peut défi

semi-ordonné en défini t le pr o
5‘?
su suivent : "borne %? )
[
- 7
juivalent & ‘“borme ( %i § )
£ ° - 2 -
E dtant une partie dénomb:
@ i% o
entraine borne ? £ g X borme
f¥eT Flel
élément de ¥, si 1la condition &
by <
i % : 74 - S
n° = |Dborne s s8i elle entraine
fep
On & ;
; #* 5 ki
iim k. = borne ( borne ¥ 4 )
% Sorae 4< A,,Q.f g <t oo »
c¥

1im . = bDorme ( borme £ )
W= %wg; » 4 < '%?‘{"f@? )’;&.é e <{z:‘)ﬁ‘j




&2

vy
& a0
Une condition néecessaire et vzﬂ ia&’me pour gue ia suite :
prosnm A i Zg 4‘%%" B /Z_?Z %ZIQ
( } converge est que 1im |, = lim Fao » On 8 slors 1im £ =
s % >oe ot Ve

1m§ = 1im “'%

. Beeo % Sen L
si deux suatfes ¢ f? ) et ( 5?)%) 801

Vi d ;
1= 1<t oo )y on a '

£ : ré%
.. borme P & Forns 9 3 berme |
1emsie Ikl T guns

Une euite { § ) est appelée

(1 ggn <+oo ), U:ae 5211;@ Q?@l&@m}te eat tou

& pour limite bome éﬁ 4 o De m%meg on a@p@lsge
1< w<toe

- % > L #
euite ( g ) guand on a {v{: = @“ - (1 &
: $he vt
ﬂmmggm ﬁecroiasante est %mgwx&s CONYE gez}ﬁ:;a
_ % :
mﬁwﬁ °
 Lee c@nczi‘-ti@mg i = 0 (0 étant bien entendu

gui éontient la fometion nulle) 5 @ rg{ ff ” -
AR = .

{ ? ) = 0 sont toutes équvalewmg@ En. mg ot -

il en est de méme des conditions §’=

Si & es‘t un nombre = O et I

on & borne 'ag abe:m %Q
| *ep f

contraire, si a & 9, on & %@

ot
m ? A Que“% g_rue
convergente; il en

o
=alim f, ; de plu
o : &“&ﬁéfp e B 4
g? g E )}‘f sent convergentes et ont pour Limiten
e PPy | et
s(for b, ) sf1m F | o
<o ﬁ“?\wé?)‘@ Wa &




5

e a o ¥ : ‘
¥ si ;;f £ @ %g a >0y la coné{iti@n @.F‘% entrad
;f‘i’ | : L

o ' 2 < s
7; | @ ?, la condition g%’@ F_ entraine a @ | @ E
o i contraire, ei a £0, la e@n&%io@ f};‘f \v”; ent)

et la condition ? F‘ entraine a g‘ ¢ E -1 ré

5 4 3 >
au.i,te e 13

zque 1’ensemble F’, {ainei d’zilleurs que E ) &zmze't 1’&35@&1@1@ des

gmj

nombres > O conme doma"? ne ﬁ’opérateuraa B ensembie; Eﬂ'ﬁ
12 ensemb‘le des nombreg réeles comme doma:.na d’oyé ratenrs.,
_ sont des nombres réels guelcongue;, @‘t si ? g Fy on &

1’addition dans F, est commmtative st asscelative.

o~

~-cation des elemem.s ge ¥, Dar les mmbres réels = 0 est
-butive par rappm“t é 1’&6{11%101’3_ des. elémﬂnts de g . 2L po

3% 1’addition des mombres ?O, Les zﬂ%mes ?émal’”ﬂﬁe?“ 82appli

aP_ .

<>

I importe de. se souvenir qu il n’y = dens F, {ni da

®

existence ni un:ici‘hé de la sous-"craction g gj et @}7

é1léments de F_% s il n’y & en général éucun i}-,; € F tel que @W«m@b#f

g’il y en & un, il yenaen général gne mi‘:inm

7 Sk o
7 di &

& ﬁ:.& @' RASS :’?‘» 4

. :
%3 et % é‘b&ﬁt des élémenﬁg de F, ou de F_ , une condition

T :
* - a® -
nécessaire et suffisam;e pour q;aa gz est qu’il

moins un ?fg Z 0 tel que g a-? W

Par contre, 1’addiiion dens P

] gt 1a multiplication

desg

: mmwgg, F‘ ggr les nombres réelg défir nissent dens By

?%gﬁﬂ @ﬁ @ é"&am; deg éléments de Pq;a (ou ge F

rx‘-w.afwa, 7!

i._ -I RS e

Ya«._@ *v(f,

conditione ?% £ wf g = g‘?ﬁi@ entrafnent {726 = [

)y les
A
{? I LG L5
§ e i}
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o

. Pour tout élément g) @F,,cna(?)” E {'g?%)w@.l%

ég le®, o ,
| @?%"és(f%f’?*(g@%}f

si g %et g#sant des éléments d Fl, on
= )T (PR =3]F" 4+
bome(§ 9 - F . (g7 phr

Si {D et @ sont des éléments de F. (ou de Fg Jaon B, 81 s en
ﬁ

% i > e
§§’ +9 545?5%’&95; |2 f”
' Une suite ( %@ ) composée d’éléments de B et conves

converge pas nécessairement vers un é1é e:n*a de 7 ;'il en est cepen

«da:*t a,i.asi 3i la guite est 4-rcvsse'a‘t,co Be méze, uns suite Géeroig-

I

“BaLte G'éliments Je 7 mmrezge vers un éiément de r

<

5i les suites ( g ’ ), (% ) compcsees G’ é1émenteide F_ conver-
-gent vers des élements de ﬁ*; et si &y b som, des ncmbfes réels
la suit@ (a @%’ + b %% ) comrerzfe, et on =z
: lm(a?%+b%ﬁ)=alm§ b. lim ’ﬁ’

5 % '\ ; : ‘ e A % 5
Cet‘be égal:ité reste vraie si ( ? )9 ( % sont des &u%’& 42418~

> 0,

=ments de Fl convergeant vers des élemems ée Fl" a et 13 }Jbuv ant alo

2tre des nombres réels guelconques.

'y

o

Considerons maintenant une suite ( ’j? } de fonctions e & -,

o

Soit g? la classe qui ccntient 3? (1< n{;& Do) 31 T'a suite

( ? ) est eonvergen‘te, on dit que la suite ( {9 ) conver _‘e_wreg ue

par og ,,AUne cozzd*tion nécessa ire et sufﬁsaﬂte pour qu’ il en goit ainsi
est qa’.‘.l existe un e“zbc.:'zble by co,.uemz dans les c‘"ﬁ ns de uéf‘i wition

ds toutes les fonctions w s Gont le ecomplémentaire seit négiigesble.

et en ‘@haqzze d1ément x duguel la suits ( %& {x}) converge.




A0
I

a9
De plus, si ‘f est la fonction dont le cma,m de définition est A,

et qui est définie sur cet en;emble par 5? (z} = 1im 5;” {x); on a

: # % => o2 %
K eam f°. - |
. %> “ A s
D’zutre part, on peut donner un cmtére pour qu’une suite ( gf )
AR

%

composée 4’ élem@nts de }?1 converge vers un élément de F.. Ce cri-

‘,m‘tére sers celui tie la veeau-. gﬁ dg Cauchva E-l_, exige, pour

tm‘(

notion pourrait se définir comme nous le venong de 1 faire pour

_celle de la limite d’une suite 3 un seeuo indi @:ec Qn . y"‘*@u aussl Jven \

déduire de la manzére suivante s la guiee ( ( . ?’ ("é o oo
; : ‘g‘% A«& Ao C 2

- est dite converger vers 1’élément gé (mk)l S «:&

2 °~<,-- \\,“

. (nk)l Sk <+30 étant deux suites quelconques extreaites “ de M;JL ite
des entiers, on 2

-
1im :
=240 %@ & .
Ceci posé, une suite g}*’f? ) composée df’éj éman&g_ By o3

%
)
3
&

dite comvergente au sens de Caucah;y' el
# % - b
Une condition néecessaire et suffisente pour qu’il

_est qu’il existe une suite ( f ) de Fonctions de @ . ; ne prensnt
# el

: que des valeurs finies, telle que % ? (Lgn £+ 99) et gue, pour
i Ady : o
tout % é E, la suite ( ‘f% {(x)) converge su sens de Cauchy. Il résuyl-
-te immédimtement de 1a que ¢
. z "
g suite  I© w2

converge vers un élément de F. est ow’eile

. cenverge gu sensg dg Lauchy. :
11 suffit d’ailleurs, pour que cette condition soit réaligée,

" qu’il existe une suite ( cf ) 'de fonctiions de. % et un ensemble A
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' y # :
tels que : 1) df% € ?W (L€nd+52 ) 3 2) A appartienne eux
chemps de définition de toutes les fonctions ‘?% s 3) ﬁ‘tou’@%g les
fonc‘t.wns ‘f goient partcau’c finies sur A 3 4) en

la- suite (%(x}) cgwevée ou sens de Cauchy. U

laq,ueila existe un ensemble A satisfaisant 3 ces

presgue partout convergente gu sens de Cauechy.

: é v. 1B SROLONGEMENT D?UNE FONCT IONNELLE
LINEATRE CROISSAWTE.

Ti résulie Ges propositiocns 3, 8 du q; TII que ke reietion

n = (mod. af )", dont on restreint le chemp de géfinition aux &lé-

amen‘hs de ﬁ,, p dev:.en‘t équivalente & la rel ation * ,gg &n, @, @{?‘ V4

Il résulte de 13 que tout élément Q € Ll( @?

classe d’éléments de J’f, s ©st conterm dans un alémez‘t ie |

&

 aésignerons per “@ ¢ E ), et que cetie fonctioc
L%% ) et & valeurs dams P, est une anplmatmr
sur une pertie de ¥, par@m que mous dégw gnerons par L. onal C
et 1l’application est une application 1inés irey cowme O 1@ voit tout
del suite. Elle réalise ‘done une momomhw &’ egpaces vector!
L]i(@‘g} et L. De plus; on & -

“@(g?g wﬁ‘@(ﬁg

_ce gui montre gue la cond’iman g: €& L @atra ne g -

f45N
g;:q

La correspamiance ‘@ &suome é is *mnmzzon ,Jf sur L { r;f: 3
une fonction llﬂé-&l‘f’e qu.e nous d—éazgaeroms encors -par &bus de

langage- par % sur L, définie per




8o ¥ .

§ étant un élém,ent de [, , on a %é ﬁ@ §)_ Z 0.
si .jl est l’ensemble des fon..,nio:cz _’7 ' qui en
leg classes de L, ;w’ensemb}.e i se compose des fonch

" de celles qui n’en di'f*é‘éremt que par des fonctions

La fonction @5 s&r L définit wne J.on ionnelle gﬁ sur i .

>
>

@g est un premier prolongement de @ff s mals éun im,e et médiocrs.

Par comtre, nous sevons gue ila fonction ~€ @w ”’4’ Xf) ) peut

BLre pmlongae par une oac‘twn @éf supr L ( f@ 1\@ 15 allons donc
: & e =3 /f)" -
chercher & prolengfer f ‘par pne ap‘p ¥ @:m Llon de L‘L{ '@x\;} dens F .

? € Ll(@f ) et élément ts ? (4’ ¥ "@g
Définition. Le prédicat }i CE, gg

de L,.l(@f ) telle gue 1'on ait 1im {*(‘ =
; B =S gy’ M 2
(La pmmlére de ces limites corre spond 3 le no Li

§
r::ﬁ
<0

‘....J

55

(”}

Llfég ) d8éfinie par le 3’tmcwre d’espece de Banach ; 1a ssconde

@@»?respend s 1la mtzoa de limite dé-‘ inie eu f% précédent} .

__ est fonetmnnelleg et gqu’elle définit uae a;gpliga‘bi@;ﬁ bi~univogue

d@ L (%@ ) dans P. Hous surons besoin du

Lemme. Soit \.‘&k) une siite de iar;_w;
5 u £< ok il<k<4‘$’@)g ?@wﬁ _ vm‘; .




" 1l’enpemble des x € B 'bels que u, (x} 2P , et posons Ag A

- oul WOP‘&?ML(@@M etsort? fc%u Sar o).

Nous poserons %{;’Zm E@% @% . % @%Qg %@3@ i, % I1 rés

D mp< 2t ZE gl oot oy ar sudte 1a suite (v (x2)) conve:

Loae

EB

21 X €& @ A o~ 1es condnlons s<m=<n entrainent gvr(x)»-v {x) ﬁ

ensaeﬁauchy on & xégﬁ ‘e‘)ezzx.cisT@,;ﬂ,.\;E Cn a

a1 S

b = borne 7, >, 9 .

¥~ 5 185 o0 Bep Sy a@@@ ‘i;i A 4
Dlautre part, il résulte de }.a aéfznitian Ges A ;i Que i’cn &
W 1 e
Jp &= 2'u .. Pogo w = 2 ¢ on w6 W30,
ZS@ Uy.q- Posons w % ui,ea . s Wy 20,
W Sw (1€p <+ oe) et

w © L‘j‘e‘g z_

1

Jr<d < e

e «Z T sé? 5
e Bl 4 -25=- ol-28 ~ ¢
& iw. ) = @~ | ag% 2 2 = &
Done N est négligesble, ce qu 3'. démontre le lemme.

Proposition 1. Soit (%? ) une_ smte d’éléments de Ll(%}

#*
seut extraire de la suite ( (g ) une suite psrt iella gul conver

sens de Cauchy. De plug, si 1lim gf = Q5 on peu‘t, extraire de iz
¥ h<pigs M ‘

-te (@ ) une suite gqui conmverge vers O.

a par hypothése 1lin §§ ? gé = 0. On peut done extrsire
o, R =>4

de la suite { = ) une spite partielle ( elle que
. ? ? f _’2& ‘W%@ ﬁ@é,%?@@
Eg e - E %a& é% fé@j .

%11

A
o P S

g 11 en est de m@me de la suite (

s )
ol

du “-n,szza @ue la suite %( *eg*ﬁ’) converge au sens de Cduchyo Commne on
& gs(% S % g%ﬁ W?‘%é 5 ¥

Si I”um " Oy onn & 1im gé@@ §§= O; et on ‘peutjex'traire: ce
) une suite partielle €§ ) telle que W @ég«&: ores

}Q I1 resul‘t,e alors tout de sulte du lemzm que 1l'on a

2
e s‘} "%”
1m (£ =0,
WL it
-4 oo | £,




- a7
; = =7 \ F
Proposition 2. Pour t.o;ye ? & Ll (@@ ¥y 11 existe un ? Er

’”“Lel tel gue 5“{’ ﬁf:g @ )

r ' o & 1 ".!4 \ f;%gf
Proposition 3. La condition jii( g s @ ) -;-m;muze' P EF,.

Ces propositions découlent immédietement de ia proposition 1.
'La D @posltmn 3 étant acquise, il :ﬁésul ] ta 1% de gu__b@ de la d47i-
“ﬂl“t’fﬁlﬁ de }{ que :
%opcasitien 2. 8, b étant @eg n@mbwe

,,vk%fi%?@a ?ﬁa), %ﬁ;(? )i@lﬂéﬁ@g&g%, L
2 KARL 1D & £ s g ) £ P
: ?r@;:osltion 5. Leg conditions }C{_’ {F c s é;fi_ ) ;’i QFJ 5 é{j)

entrainent é: : ﬁip% .
11 suffit en effeﬁ, en vertu de 1a prag@smm’z 4, Ge méntrer gue
1a condition % (0, §€@) entrzine @ C. Scizz a@ﬁm { {1 une guite
,éj éléments de Ll(% ) qui converge vers o dans L f @JQ ) et telle que

la suite ( ¢ g }) comverge vers ([’ Gaa ¥ On seut eni

lz suite ( @g (? )} une suite qui @@m?erge ver&z 0. Done: E 7

Jmpc;sitlon 6. Leg conditions %,( r @ s fi {(3,}
..:x‘ '1'6‘2‘_“}
entrainent i o :
AL ,
En vertu de la propesitlon 4, il suffit de montrer que la condi-
~tion %( (? s 0) entraine ? = 0. Soit done (‘tfv une Suiw@
: T : B W ., @ -
d’éwmemg de L {@f} 'telle que lim {f’ Qf et que 1lim o ( b )=0
: %vgm@,g; ; 5§ ; Lo 2 A

 Posons € g@( @ ) (1 =n £+ 39). On a lim Ik ’“éwgtg Cu

W, m. 2 ESs ¥
il est done p@ss:ﬂsle é’extrai?e de la suite { ‘\ mine suite partisl.
-le g ) telle gue ﬁﬁ Y)@ E% <‘2¢'k (1 < k <4 )
. Wp qu o ag || S L <+ 2o ).

+4

* e ¥
Posons tw.,g@ % @?% i gﬁ’f %;: el remarguons que 1°4galité
. 4 £ &, ; » X n 5=
1im = 0 en trawne P = J4m ¢ ) dlon
E Mw@a ® e - g‘%& e (C%@v . [r%& .
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1)

(i

o0
B

ga, : w4,
4

3 -
% D ) a\‘f)‘{/s
= s Z 4Ry
| = #2v0 Ta ¥

Choisissons dans une fonction £ & /.

Jiik'
une fonction u, £ A (1 £k L+ oo 3 1€ i <+

” \ 5 o ' agﬁ -,a; ke e
des x tels que E nk(?l} | //’%ﬂ%imcgn ) l(X} est 1

%‘% la fonction égale 3 g %k Q sur ¥ , & O sur

une fonction négligeable. £ étant un nombre =

suite ercissente (& o) Dicocie de fonctions 0 de /]

&ﬁlmfgksp e ) < <

“”‘&*‘E‘@@

On a 4
Ef | < lim ? ( Za ws + )
B g 5 >t oo &‘gﬁ - gksap
d’otr :

Cetle indgaiit é é‘tant m°a1e quel que soit £ > 0, o
$4

2 7
R !)2 g—% .9;? , i ] C
d’su ff | i; = 1im f‘%@ = 1im e,ff i gg = { e%
e : % > oo i?r > pgs  Thh o
Les propositions 2, 5, 6 montrent. mue ls relatio
1
ane &ppiwation bi-univoque de L {'@\ J sur une pax

Que nous désignerons par I, N . Nous ¢ @fsvz;mg!swfﬁg de

B x S ,
}{b ( ¥ ;7 l’tlément de % qul corrsspond & un élément

.8 propogition 3 monthre que Li@ ¥ 3 la proposition 4 montre que L

est un sous-espece vecioriel de F, et que 1’sp

(Z)u

définie per fd{ est une isomorphie d’-%paceg
et L ® . De plus, elle montrs que la eanditicﬁ

.F

| AR
f Q’ g € L , et que la mmcap&a&wae Biimive

(L‘

prolonge la @nrregp@mm@e 3?

Nous pouvons définir une ?uncii

£*C K (F) 20
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N S
% 5 (3 f’.é@ B i GO

Cette fonction est linéasire sur L st pmlcsz:ge la fonction o définte

% :
S‘szz*L,Devlum el &? € i, ona@fﬁ( gﬁ ;;};Z@:a et la

£ Ty

.l
[Fﬂ%) # O entraine ng C. En posent {,yfg
o |

?,“‘

nous déf‘?zziaesong dens L ” une structure d?espace

= % v
e 24 ), donc complet.

© VI. ETUDE DE Li& FONCTIONNELLE

' Comme nous n’surons plus & nous occuper

Zl€@§7\‘?)9 en tant que éistinc-ts e L et de L ©

les _:élementa de F.

La structure d7egpace de ﬁazfzac:b définie dans

elle une topologie; et par suite zussl une notion de

-duite au S1IV dans F. Quand

sera convergente au egens de la i

()]
p
5
)
Q
D&
.8
‘:5
Q
o
(€5
{_ﬁ
fouds
"
Q
o)
0y

d’egpace d

si, toujours su regsrd de cette

Ly s &
-ment- # , mous écrirons § =




boan o
Solt ji iz famllle des fmnctmrrg de é/i gui - sont Géfinies sur
: .

E tout ea*hler et ne pr’em*rezri, que des val«*a}“s fini%:;;}és@ Come L & F,,

@
iy
3\%&
Ck;
G
L34
=y
&
=
(&)
ot
flo
&
+
s\u
3
@¥
()
e
e
5
=
()
o
ot
&
o

il existe dans chague classe d

il résulte des v§rapriétés c}%e L que -.;e_' est azz@fa:.alze (W) . Soit
@g E lz restrietion & L de la f@z;;miamnelle
évi&emmezm une fonctionnelle

13;
sst comtinument 'croisawtea n sazhfi@ de @ém@mﬂ_,z?@f;g}{‘ 1:, '
)

?roposition i, 88 (
#

est ne suite g;w;:;;;

ge & M Qﬁ %@@ f‘fﬂ/ z&wggam‘ enne eneor:

% .
L de = PECL.
m ettet, on & | £ -6 |a3 -
# g :
@f QE ”? i 2 g g%(@fl@ |
Or la suite (@f ( ? 3} est croissente, et on &
A% £)y (1gn <+ 00) 318 Lt (L

~-vergente au gens de Cauchy, &”on lm

»' = 1im (zﬁ“)ga on a QZ” ? mé?

>k M .
"’(Z% = lim(( (,g Jo. Or on & ffﬁ},,lf
v s v.gg Ty

ety si P >ny ? ?‘4@ g 00 55

-z fa;) i
at, en passant é .La 1limite; {;ﬁ«»“?ﬁ#n; § ;

gue (? >} O

i ét ant vral guel que s<>1*i, n, on & au%**
;E el = f J(f L “
5,@@%09033 fggg’ﬁ Flr=o 5% ]
Or on & lim ﬂ"l)ﬁ ?ﬁ ) =0 ¢ onen aéduft

ce gui deme-ntre notre prapesz.tiaﬁa
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Noue pouvong donc opérer sur la fonctiomnelle of — ¢omme noucs
> - ‘,:%L_’, .;;fl e © = = 2 o e
1’svons fait sur g?f s et notemment définir la notion de Teneiion

ey

négligesble par rappcsrt a Qf} o Mai

2]
i3
@}
o
()
F
=3
%a!
o
=
()
o

notion coincide avec celle de fonction négligeabl
A . Tout d@’abord, la condition [ = 0 (mod.
37 ' 5
~demment @Qf} = 0 (mod. é\? }. Pour démontrer i& :
; 2]

aurons besoin de la proposition sulvante :

: . : e
Proposition 2. Si ? est un le ment, > O de |, 5 gL 81 &

2t un nombre > 0, il _existe une

-ments > 0 de L telle que [ < L

telle gue 1’om ait & la fois L
On a domc 1lim g{! @j@w @Wﬁé = Oz

Wf@% = F o . {
une suite pmme le ( @ wg ) telle que ﬁ

¢

Pt
tds
=

(lskd+r o2 ). Ona lim (.s.sl\@%

'L"v‘:

Choisissons un entier k tel que l’om &1 , simultené
L
%%mgg}*%g%%‘@ﬂ%a @f%%%%m ‘
% e 5, LS8 wed @ 1
d’0n %
P g g <+ Hm 2 % 9. =
J J«:@&,@ g%;;a@e s
S1 nous posous i %g : -9 o on
MW;&?%) Cod 0.
L) - L)< %ii% @ w‘< -

ce gui démontre notre pvopcsri.,.&om

Proposition 3. ﬁ é'?can“t. une fonction de @ , da condition

,:“)} el p'% ‘ ’,@" -— - \cﬁ &
L;\; Z 0 (mod. @29 } en‘wa:me S = 0 (mod. ci,_f Yo
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S@i‘h £ un nowbre > O. Il existe par Y"ﬁ)@"&hﬁﬁm une suite

croissante ( ? ) de fonctwna >0 de /L s telle que

P : 3

é g &W 5 § i/ @{‘{‘ VL ,a: s, (L

& =290 @f‘ :

Nous poserons de plus &?@ = 0. Pour ch.@fme n 20 exigteg

de la proposition 2, -ugzé suite croigsante (f

de fonctions 2 0 deﬁ; telle gue E.? = 1im |

: rﬁ«"é :
“ % : !
@’gﬁf gﬁf (f?i fj@ y + & 2772, poeons P
02}; gp 66@ v &y 2 b AL gp<gpﬁ, (i;% P <7 e 0
ot 2. Al P = > (¢ i -
Ceci étant vrai pour ’t.eu'%; n, on & f = Zi,"*ﬂ /?
De.’ zm.usg @g(gp} fé{( J%’ = <5 . QN; 2

Il résu'ite de 13 que la relation * £ (mod,

-

de A s &8 égmvgz._.ezzie 3 12 vrelation * 2
4 %

i 4 éléme-nts de JEE - L’espae@ Ll( f‘)&?‘? Ht 1801

=]

est eomplet. Il en fégul"tﬂ que si on appli ne &
peolongement qui a pe crmis de passer de "*‘J{L - &
liné

Définition. La fanctman%zle inésire econtimu

est eppelée compldte quend on & @{ = @\{6 T

Pour qu ’Lme fanetmmelle linéaire ce’ﬁ‘tmwmc&na cmzaev% Boit

P

“Em@léﬁeg 11 fam’c et suffit gue scient I‘é glisés les conditions

s11 fﬁ?a"’tf—"g e

A, 2EDEC ce ’i Banach &lég‘z‘% ) Pst c@mp at.
‘B, Toute fonction partout uaf’m‘ie at, Pinie négligesbie par
e§ .g X2 ‘\4-9
rapoort aggartg ent- au chamﬁ de avi.z‘%lw 1 de el -

EZn effet, @f@ gatisfait évidemment aux conditions A, B .




4%
‘ sppartensnt au @hamp de définition A @

et L'CL - De plus, les égalités ( g: ) = 1m (e y

_T%ve‘wsamentg suppeaong iqu@ @? sastisfasse & ces condi

@Ag on a LH( }9 Gon L=

«r‘
5

Nous avong donec démoniré le théoréme suivent, o

.. En veriy de B. on g slors

o0 -

1’cbjet principal de ce chapitre

Théoréme 1. Toute foncition:

Q“»
¢
i
&)
Rets

~truire, toute mn@ti@mell@ linésire mrmmm&n

¥ 3 Lo
s, qui prolonge vralang& aussi o . En effet
:

lzir que toute f‘@zzctian % O m@dc @53 ) est aussi =

(3
=

©

: 3%
Soit L l’eﬁgémble des. é;!.émeat» d@« P qui
d

1]

est la méme pour toutes les foncti ong PE /é,
méme classe de L%%g B@rs @i’ff%@fin '
'a‘ixleurss comme ﬁ o ©8t une Tamille
¢ 11 existe une euite

et'que lim @

=4 sor P :

o ) = 0 et par suite ls suite (‘ e

; 2u sens de la topologie défimi@ dans L” ¥ par

. =Te dlesy ace de Banach qu’y a',csp orite ls fonction
-Le de ce que llm e ? ;s et de 1z proposition L, & V, on wvoit
B o i e
e limite (en sens de la m*mleoj’. ““'éfi%-"e par la sta
i - p® =
de Banach) de la suite {JW) dsns L. est g’ - On & donc ';;,%

»‘?/3,‘ a“&—\ @@

P L : S ;
nontrent que @f '~ prolonge @ﬁ;@ . 51 maintenant ﬁg? est une i’:m




S o

4

de jL . 11 existe, d;?apwés ee gu’on vient de dire, une fonction

E:@f;é, telle que 9@' = ¥ &zzc:w «Y} | <
ila foncti@nnelleréég écanm compléte, on a ;fiw 5Jff A
et j?; € J@, . I1 en résulte que :%i - prolongs . ‘%5
5 - s
Déflmlti@na Le prolongewent €%9?»ng0n_v_
slsppelle le orolongement régulier i <

Nous svons donc démontré le ‘i;ézée'fem@' suivant @

”E’"ﬁéerémﬁ 2. @;\6 é‘tggib 13

croissante, toute fonctionnelle linésire ¢

prolonge sussi 1

Remarqvons pour f‘mi
t;‘f»pam*iﬂn 1 : B .

Proposition 3. .@L

wgg;fzte,d?élémemtg de v}? . et 81 3

g limite {& de 1a su*te e@t da

au_sens @,

P?ﬂ@z:@ns d’aaa.:vd le ces a’

@eﬁl@ la démoengtretion de ia prorogition

{:’ ) converge su sens ! L?“ . 51.1a
(- {I:ﬁ ) est croissenmte, et couverge au
- G E
mem@ de 1la sm‘t.e ( E ')a Soit Q’ = 13w
,;mp@s:s.tma 1é6u @ V? appliquée & @ =, on peut ext

(13

%;!‘

converge vere O. Gmu,e: cetie suite ¢

F‘;.“ {“? en il 6 s " 7
) =¥ s €& QUL Gm@m&@f@
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Chepitre III. L?INTEGRALE DEPINIE.

La théorie développée au chapitre II eg”& grosse

- ; -

1?intégration. Une fonction additive d’ensembles étant donnée

phratrie;, il nous suffira de prolonger

croissante é@ ) aés finfe am chapitre

faire que si @ﬁ est continument cr

..&a

~gition & j%, que nous ali.ons m&m‘,eﬁm‘; examiner.
§ I. FONCTICONS CONTINU&!EET CROISSANTES D’E,H&EMB&E&,

<P

Considérons un types; dont nous dégigner

-ments per E.Soit - une phratrie de parti

a e
Seng ol @"“m& itre

§a
5

fonetion sdditive croissante &’ensembles (&

dont le chemp de définition est g

7% Y %
JCOTICET

une, :’%&Lﬁ%&@ (¢: 8 } d"emmnlw de § & pour ;
Ede § ,0n8 JL (5 = lim {%;(Z ) '

o

?’fop@siﬁi@no A ét,amu ur .;_um:*&:?;ﬁr additive conbs

-8, || son champ, ai une suite décroissan nte (B ).d’ensembles de ¥

a w@r intersection un ensemble EZE ¥

En effet la suite (E ,~E ) est ume

= onals :
de 7 dgpas 1z réunion est ﬁimEg qui app&f‘ti%’? t a

j;//{, /aa{QE} ,/%QE g)m J’é”’o‘f = A(E)-

e %“v LT o v om

Eb“
Y
=
r;}?

Noug svons défini au. chepitre I une foniction additdi

R, gue mous avons appelés

&

sur la phratrie de Borel 5 dan

rons que cette fonction est comtimment croissante.
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Supposons qu’un engemble E € § goit la réunien d’une suite eroissante

“a

394,

pes

:;E'in} d’ensembles de § - Nous poserongs E = E . En veriu de la pro-
&7

-position 3, chap. I, g‘, I%,“'I9 chacun des ensembles E {0 g n <+ oo )

1z réunion d’une famisa.;,e f:‘mie { Vf? d?intervalles. Cond

n
l’ensemble A campasé des origines et des extremités de tous les

: &2

~valles de 1la famille 8 ﬁ g .3
LT

As o appartient au plus petit ems

bien & appartient 3 un ensemble E (lxn<teoe ), ou bien a

] ] e e A "- a 7 7 £
trémité d’un intervalle de |=_ . Entous ces a £ A : 4 est

(&

le dénombrable fermé. Rengeons ses éléments en
lsm<+*oe . & étant un nombre >0, désignons par

de centre @ , de 1@»@@@@ g 2%

tre reesuvert par 1& r&unwxz d’un noml

un eptier tel gue & < a\\_,/j)

\

al:‘
cuwbre de cette iﬁc:%‘,um on : U est un engemble ouvert ds S

~semble B N @U est dang S et ne mwm ent aucun point de 4
done la réunior ﬁsme familie Pinie dfrts_e:.@vwa} es dont ol

contenu dans 1°um des ensembles B . La suite (E) ¢tant

e - She \ soeh B
i1 existe un :méi@@ E’ tel que & Qﬁk ﬁ& Ug 8’00 ,{L(Es} s A B = A (U)]
= A (E Z g o £ 1lim j (mn} -+ & . Cew:’r. L’é;&j'"\, GEF&&:QA

% ‘r”“ toad %= ¢ 8

16l que e:mt ?z_;, >©9 on & }L (B) £ 1im j‘z (zz« %

,vu‘-@‘i% :'

révéle Gens le “thémﬂéme .f;mivw“* 2
Théortme 1. Jﬁ étant une fonction add:ci‘a’:iye
> _¢on d;;sti@g cesgai\wg ewt, @mfﬁa@;ﬁé pour que

-

contimment eroissante est cu’il en so0it zingi




= a7 o
- o | A e

- Désignons par % le chemp de géfinition de f , per JiL 1la femils
. -ﬂie des fonctions étagées attachées & § jfi est done le champ de

aérinition de @“? ) e
1) Supposons @? contimment croise

c*”@iasan e d?éléments de

A Moo b ¢ o
o .hmff% )
,}g( ) %jQ X> e ,ﬁéf ,/f%;

J?L est done continument @f‘@t@w&fﬁt@

2} Supposons )\, continument croigsaz

4

croissante de fonctionsg de L telle que

encore & JL . Posons g = f -f. Ona g < O,
A “ <c§. ﬂ) b

Désignons par & la plus petite des veleurs prises

Y. 1l’ensemble des x tels que g, (x) <0. P

désignons par Iv;;n 1’ensemble des x tels

de la proposition &, chap. I, §I, on 2

ﬁ}/ . L@ <, @
autre part, ona g > & Jy = < J Az
‘4%@’.}9 : 4 L
} or = i
sl (X)) - EAM) < o (g S0

Or, la suite (""’n} est une suite décroissante

dont 1?intersection est @ {parce que 1@&

G =2 om0
gque 1lim fé, (A, = 0 (proposition 1) et que 1lim
: By > SB 3 : P =57
. Cette inégalité dtant vraie guel ague s80iv g >
 1im @i&i (gn} = 0, d?0of1 linm Aéf )} = L)
& > T2 % = 88

~ment eroissente.
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§ 11 DEFIN“TIOZ\T BT PREMIERES PROPRIETES DE
 L’TNTEGRALE DEFINIE.

La théorie?développé@ dans ce é;camparte un type primitif, doil
nous désignerons l’ensemble des 4léments per B, et deux constantes
primitives, qui sont : une famille S de perties de E. et une
fonetion J% définie sur §% et & valeurs dane R. Les exiomes sont
les suivants : 1) § est uﬁe phratrie = 2) jﬁ eg‘&;.z‘fme fonction
zdditive contimument croissante. |

Soit ﬁ la famille' des fonctions étagles aitiachies 3 5

fonctionnelle linéaire croissante @f dont le @mm de définitio:

S A

ast /g&: (chep. 1T, §T)o 3% est continumen Q;;f@ig;;‘.

gl 0SS
» DAY BuITe

debut Su % 6
(s i é}: ¥ ) i
befinition. On appelle sowmsbles (par repport & L
)é‘ Qa ) »
pents de L s 2t fgaloment les f@ms dont les clssses aomn

v

¥

T1L zn régul

2

te immédiatement qwe :

Fhéoréme 1. é_d; a , sont sommsbles. gt si a;, b sont
£ P de T { L sy |
nombres réels, C ? 9 é; I s borae T = Uy
2 2% & £ g kot
e 1% »G ), e g: + b9  somt sommsbles.

ﬂ, nous sera eommcde de px*aaea@z* 4 un nouvesn prolongement de

ila fonction eﬁ\f Paur ce:.a,z;osmns d’a’berd la ﬁé.i. inition suivante

£

S ——
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. Défirition. On désipnera per M 1’ensemble des limites de suites
o Les éléments d M, ainsi cue les
fonctisns dont les clesses sout dang {g geront
{(par rapport & jﬁ, )
Proposition 1. 51 ? » G sogt demg ¥, oL sl & £ B,
*;?‘ : > B 2 ﬂj ey S i .
? & M, @@ M, %g@?}iﬁ g & M, Dorne ([ , @)@' ¥ et
borne (g‘gg}é'mp ‘
Bn effet, il existe des suites ( k
“yan% p@ur limites ? s §
16] = 1m H@ | = -
! m@?w B
borne ( £ , = 1im borne
2 # =p e . i
wii@ﬂ en tenant compte du th. 1).
T1 convient de remarquer que l’on o’z p el
Qdkte les opérations linéaires ne sont pes définies dans M.
» 2 fi e % et T Smthan
%Op@gi 10«&3 éa §i§% @ @ E&;&g J@ ;gm; g \%@!i”.: R,Eﬁﬁ_uzlz_,
croissantes d’éléments de L . :
Y ,5‘/"
/ it %
Soit {%%y} une
On & @ = 1im Iy
P Ty =2 w R
= 1im . L&
Zeﬁ 4@@*”% 4
~-gante dsclémeﬁts =2 0 de
(ef. chap. II, & VI, prop. 3 et la %em&%qa gui 1a suit j. On
& i
P Cle e :
> = 1im et 1z suite { est croissente
a %‘94}@@@% ; 9 - : ‘j
2 ~tre l’assertion relative 3 (a . Leiﬁe relative & @ s’en déduit
Lo B ~‘
% en remarguant que %= = («s:g@ Yoo
5
, o

: Définition. Hous dégzgmercmg nar g

de sultes crezssanz@@ a”élé&eﬁ%s de L s €t ]

s

de auiies déeroigsantes d’éléments @@ aﬁ_

&
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¢

. - e
Proposition 4. ? & L > ? € 3;9%? entrainent

e
En effei, soient (g ), { @ ) dea suites Cf@ib&%uﬂ'@@%

1616~

&

-ments de L%ﬁ s &yant pour limites f’b et @ l\,@&g elloms montrer

72
que L = 11 F - & ). Nous pouvons en effet
ay g{' %3:‘%}2%@3( Ty 9%; [ P % %
suites de fonctions (£ ) et -(gf) défini
n v'}' 2
~tier telles que £ € ? z
Tt G = ' 1 B

#
¢

<=n <L+ & ) : solent T les limites
L s o ; £

L fa“%‘ = = e
EEr ge ‘a@ s i1 en résulte

151

x) et glx) saien‘éz tous deux infiz
X &N, on & f(x) - glz) = 1im (¢

asgertion.

Proposition 5. Le condit Eg@

@ﬁsm(; €19 ;

€ m}ﬁ({ﬁ@ 0

# ' -
gﬁ & L}f {[ est lﬁLl‘t"‘ d?une suit

.'iﬁ'éléments de 1L* '+ la suite ?Zé@ ) est w

‘i'

‘1:.

EN

léments =0 de I. , de limite [~
Inversement, si g Mg (? €L ,ona
zst une suite c::z*mss&nt@ d?éléments cua"

'f X

a’ot “=> é L y ce qui démonmtre la a«

)

wa@@ o’en Aéduit £y remarguant ‘m&
@ ik
= 0 % L"’ sont é uival@ﬁtwo
o & :
Proposition 6. 51 f € i
825713 gé 9 3 @ (5 3»* 8

@ € L tel gg;@ (@ '“"‘;

nent

e o9
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3% e
Se déauit immédiztement des défini‘t:‘mns de 3{, ; de L 5 de

la proposrmcn 3, ch. IK, g VI et de la E‘M&*f”a@ qui la suit.
On remerquera gu’il résuite tout de suite de la ymywﬁzwn 5

#
que L = Li N Lf s ce gui nous permet de p@
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©  De plus; ls démonstration nous
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mesureble et sl & > 0, lz fonctions carsctéristigue de 1’ensemble

Ses x gu champ de définition de £ tels que £(x) >a ezt sommeble
2u _sens large.

On remarque en effet que 1’ensemble en question ne cheange pas
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(Chev.Phrat#ries)., Prop.3 = Tout ensemble d'une phratrie
engendrée par une famille s'obtient & partir d'un nombre

fini d'ensembles de la famille par un nombre fini dtopéra-

. tions élémentaires..

Chevalley propose:

Phratries et fonctions additiwes

Familles W , fonctionnelles linémires croissantés
Compléter Ll(;j) : pseudo-fonctions

Fonctions lipschitziennes de pseudo-fonctions
Convexité

Théoréme de Lebsggue-Fubini.

Cabtan propose:

Phratries et fonctions additivegs ) passage de
) 1tune &

Familles ¥ et fonctionnelles linéaires ) 1'autre

fonctions additives & varistion bornée

= différence de deux fonctions positives
Fonctionnelles linéaires 2 varistion bornée

= différence de deux fonctionn.lin.croissantes

Tribus et mesures.

Tribus de fonctions et fonctionnelles 1linéaires continu-
ment croissantes,

Déduire d'une mesure une fonctelle continument croissante
(intégrale). Fonctions mesurables.

La suite ad 1libitum,
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