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g THEORIE DE LA MESURK ET DE L!'INTEGRATION.

INTRODUCTION -

Grandeurs, Mesurs, Intégrale.

g1. La notion de grandeur.

Les notions de gualitéd, de quantité, de grepndeur, et la notion
de mesure, qui les relie & celle de nombre, sont apparues irds tot
dans l'histoire de la pensée humaine. Elles sont & la base de la
vie civilisée et de ls science expérimentale actuelle ; quant auvx
mathématiques, elles doivent leur origine et leurs outils luw plus

essentiels (comme le pombre réel ou l'intéerale) aux problémes quo

pose lg mesure des grandeurs. Le but de cetie introduction est de
montrer comment, par une analyse de ces notions concrétes, on peul
en dégager les problémes malhématiques abstraits qui seront &tudiés

dens les chapiires suivants..

Lz définitior des longueurs. Nous commencerons par exsniner comment

ur.

Lv

on peut tirer, des données expérimentales, la notiop de longuc

L)
O]

Le qualité "éiendue" et ls notion de déplacenent sont & la ba

méme de notre conception de l'univers.: Quant & la notion (expéri-
-mentale) de droite, elle nous egt fournie par les phénoménes
classiques du £il fin tendu et du rayon lumineux. Enfin, la

coincidence de deux points dang le champ visuel (en donnant au mot

"point® le sens expérimental d'objet ol on ne peut distinguer ds
parties), est une donnée fondamentale du sens de la vue, qui,
complétée par les impressions tactiles, nous permet de reconnaitre

1s ccincidence de deux "points" dans 1'@6Da@e : on peut ajouter

que cette operathon nous donﬁe un txes fort sentiment de certitude,

qui n?est dépassé pour aucune autre 1mpreSSﬂon sensorialiea 1

e 3 & 6 9
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Ces seules données nous permettent déja de réaliser 1'expérience‘
élémentaire consigtant & juxtaposer, par déplacement, deux file fins
tendus, en faisant coincider leur origine, leur direction et leur
sens, et & comparer les positions de leurs extrémités. 5i ces
extrémités colncident, on dira que les deux segments de droite
(représentée par lss fils tendus) peuvent 8tre mis en coincidence.
Liexpérience montrs alors gue cette relation, qui est évidemment

réflexive et gymétrigue de par sa définition, est aussl trangitive :

elle permet donc {Ensembles. ch. 2 ) un partasze en classes de

l'ensemble des segments de droite, en rangeant dans une méme classe
deux segments pouvant 8ire mis en coincidence. Ce sonﬁ ces classes
vu?ca appall@ g_,&aeurs. 4 | - | |

Lorsque, dans l'expérience précedence, les extrénités de deux
?ile A ot B ne coincident pas, on constate que l'une dleiles, par
example celle de A, cbincide gvec un point de liautre fil B, 4iffé~

snt de son extrémité ; de plus, cetie propriéié subsiste iorsgu!

remplace A et B par des fils ayant respectivement méme lomgueur.

o~

On est ainsi amené & dire que la longueur de 4 est infericure

celle de B ; et l'expérience montre qué cette relation ordonne
lfensemble des longueurs, les sxiomes d'ordre (Ensembles, ch. 8 )
&tant setisfaits. | ‘

Une seconds expérience élémenfaire sur deux fils A et B consiste
& les juxtaposer bout & bout : la longueur obtenue ne déﬁend, commne

on le constate expérimentalement, gue des lopgueurs a, D de A et B ;

antrement dit, cette expérience définit uvue (aé stion de composition,

L'eddition des CGeux longueurs &, b, qu'on nots a + b. On étend
smmédiatement cette opération & un nombre quelcongue de longueurs,
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et llexpérience montre que clest une opération commutative et

agsociative. On vérifie de plus que a+ b > a ; inversement,

supposons qu'une longueur a soit inférieure & une longueur b ; dans
l'expérience qui permet de comparer ces longueurs, si on sectionne

le £il B au point coincidant avec l'extrfmité du il A, en maintemant
Juxtaposés les deux brins de fil obtenus, on voit gue b est la somme
de la longueur a et d'une autre longueur ¢ ; 1'erpérience montre

gue ¢ ne dépenc gus de g et b,

= e v B S B
Goi1na

o

En résumé, les données expérimentales nous permettent de
un ensemble L zyani les propriéiés suivantss
1) L est ordo&né ‘
2} Il existe une oppratlon de ccﬂpo sition cow mutavive et essociative
deps L, faisant correspondre 5 deux éléments 2, b de L, un troisiéne
¢lément bien déterminé ¢ = s + b, 2l que cya et C5D .,

3) 81 b >a, il existe un &lémen nt ¢ et vn seul o L tel gue b = ate.

Critigue de cetta définition : Il importe de signaler, avant dlaller

plus loin, que cs processus d'sbstraction est snjist & de graves
critiques de principe, du point de vue expérirentsl. Sans méme parler
du principe philosophique d'induction, sur lecuel on s'appuie &
chague pas, il est clair que les expériences purement schématique

ot grossiéres décrites ci-dessus, soulévent de nombreuses difficultés
lorsquion passe & leur réalisation,ggggggig, D'upe part, la notion

de colncidence est relative, pon seulement & 1'ohservateur, msis

aussl aux moyens d'cbservation : des verres groscissants sépsrent

5 o : N6 s s ',,‘.;. 10 o ns 33 ‘/’
deux points confondus & l'oeil nu. D'autre pari, la possibilits

méme des expériences déerites ssl limitée au cas ol les i@bguexrs

envisagéss ne sont, ni trop grandes, ni trop petites : ﬁy&l queg s0lt




le mode opératoire employé, il existera toujours deux longueurs ).

et @ telles gu'il soit impossible, par ce mode operatoirs, de

constater gu'une longueur est plus grande qua.JQW, ou plus petite
que @.

On serait ainsi conduwit & admeiire 1l'existence d'un premier
élément o et d'un dermier élément .fL pour 1l'ensesble des longueurs ;

mais l'existence de £i est en contradiction aves la propriéié 2),

et d'autre part, ¢ et () éénendent du mode opbratoirs emplové.

%

4 €@ point jnvervient alors vis teudance nalurelle & 1llesprit
humain, la tendance & 1'extrspolation. 9i oz convient de 8ire qu'un

procédé expérimental de comparaison des longusurs P est plug précis
quéun autre procédé P! lorsguo toube éga 1;%@ conatatée par P regis
égalité quand on la constate par 2!, eetue tendénce consisis ici £
concevolir un proeédé expérimental idéal, plus priécis qus toudt procéddd

-

réel imaginable, qui permetirait de définir des classes “lopgusurst®
dont i'ensemble satisferait aux conditions 1), 2}, 3) et n'aurait ni
premier, ni dernier élément. Il apperait ainsi que la notion de

ongueur ns résulie passeu;emaﬂt d”*&a mlm la in;e:pré@aﬁiea des

t
¢

domnges experimentules, nmals ausesi Q9uﬁe concaption g priczi de
l'mnivers, con*orme "en gros" & l’eynprﬁanceg mels transcendant
celze o; : an lieu do suivre servi wmeﬁu les données de l'expériencs

b |

ilegprit humaim géopte la démarche consistant 8 ‘mposer su réel une

structure logique eimple, quitte & vérifier & posteriori les

censéquences qu'il en tire par voie déductive.

e cetie congepiion & prio-

L..‘
©
‘?DJ

Autres propriéiés des longueurs. Le rdlc

-7 apparalt plus pettement encore dans les sutres propridtés gu'en

i

g s , 40 g ot o 3 Iy T 2
attribue aux longueurs. Tout d'abeord;, la non-exlstence d'un premier




-5 -

¢lément est une conséquence de la propriété besucoup précise
4) Etant donnés une longueur quelconque a, il existe une longueur
b tellsgue 2b=b+b=g

C'est un fait d'expérience pour certaines longueurs (pliage
d'un £il, construction géométrique), gufon extrapols encore a
tout 1l'ensemble,

I1 en est do méme de la propriété fondawenizle suivante {princi-
-pe d!'Archimdds).
5) Quelles que soient les deux longueurs a, b, il existe un entler
n tel gue ng > b.

Enfin, une derniére p?opriété g, un c'°ae»3?3 encore bier plus

abgtrait que les précédentes : c'est le principe des intervalles

enboités.

S - -

B Sb \  telles
n ;o |

e Y,

6} Etant donndes deux enites de longueurs

T g ‘ e
3 5 é’ ‘/ e oing 310} o r
que &, an+@~§ n+1‘~h 11 existe au moins une lon veur a telle
ue a Lagh, quel que soit . :

Cette proprisdté est ume conséguence de 1z définition des suites

{ % L .
/ = = oy g i
‘é%ﬁ ’ %bn} _55- 8, = 8p.4 00 by bx‘r’t & partir d'un certain

rang ; ot elle est invérifiable expérimentalement s'il n'en egt pas

ailpsi, aucun procédé cxpérimental réei ne permettant lg perception
simultanée d'mne infinité d'objaﬁs.
On est donc nerﬁaln de n'arriver & sucune contradiction avec

l’expérlence en n'admettant pas cette derniere propriété des lon-

-gueurs ; il en est de méme si on admet 1l'exisience d'un premier
6lément (ce qui entrafne la disparition de la propriété 4) sous
sa forme générale). On a dfailleurs trés lopgtenps fait usage ds la

il : 5 ST oo ) b
notion de longueur sane lui stiribuer les propristés 4 et 6)




]

s h -

ce n'est qu'afin de pouvoir construire vne géometrie parfaitement

rigoureuse, c'est-a-dire pour des rasisons d'ordre exclusivement

mathématigue, qu'on a été amené & les introduire (ce qui n'a
d'silleurs pas 816 sans soulever de vives coniroverses).

Lg définition des poids : Le processus d'abstraction gul vient

d'etre exposé pour obtenir la notion de longuevr s!étend & de
nombreuses autres qualités physiques ; nous indiguerons seulement
un second exemple, relatif 4 la notion de poids.

La qualité de "pesanteur” nous apparait commune & tous les
objets matériels, en liaison avec 1l'effort musculaire fourni pour
les soulever, et le phénoméne de la chute des corpe. Mais on ne
?ait Dae Cg mﬁgen de comparaiscn des objets sous le rapport de
cette qualité, aussi 1mmedlat gue pour les longueurs ; Lous n!gvons
qu'un aanflman, assez imprécis du ®plus lourd®, sn raison du
caractére vague'dés impréssidns cinesthésiqaesz ot ce sentiment

est tout & fait insuffisant pour définir une relation d'équivalence,

car celle-ci me serait pss tramsitive. Clest seulement gréce &

l‘existence d'un phénoméne aaxiliaire (comme 1z tension dfun

ressort, dont la longueur varie suivant le corrs suspendn), gufon

)

peut arriver & une notion préciaéﬁ'en vtilisant les moyens déja
acquis gui perumettent de comparer lesllgngugufgc On renge alors
dens une mdme classe tous les objets qui donnent le méme allonge-
-ment & un ressort déterminé : il est facile de constater gue cetls

définition ne dépend pas du phémeméae suxiliaire particulier choilgsi,

Ny i ol oavie

oA

ce gui conduit & admettre qu'e elle correspond hien & upe qualité

Ape

intrinséque des corps. On ordomne cet ensemble de classes, appelées

AR AR BT

naa g, de le méme menidre que 1'ensemble des longueurs anzgue lles

6 5 ¢ &
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elles correspondent, ce qu'on constate &tre bien conforme & notre
sentiment vegue da "plus lourd®.

S1 on a ainsl eu quelque difficulté pour définir 1'épalité ot
1'inéealité des poids, on n'en a par contre sucune en ce qui con-
-cerne l'addition, la définition naturelle de la somme des poids
de deux objetls étant le poids de leur réunion, considérée comme
nouvel objet. 1l faut évidemment vérifier expérimentalement gue
cettq définition ne dépend gue des poids des objete considérism, st
non de leurs autres qualités : ls commutativité et 1'associstivité
gont alors évidentes.

On obtient finalement un nouvel snsemb
-tés 1), 2), 3). Les critiques qu'on ﬁeut adresser & la notion de
longueur s'a?pliquent également ici. Elles soni encore plug sérieusss
envers les prépfiétés 4), 5), 6), qu'on attribue aussi générslement
& la notion de poids : nom séulemeat 1a bage expsrimentale de ceg

propriétés est-elle inguffisante, mais toute lsa physique moderne

condvit & admettre l'existence d'un premier élément de 1l'ensembls
deg poids, ce qui entraine l'inexzactitude de 4) et &) sous leur
forme générals.

2. Axiomatigue et mesure des grandeurs.

Lo

Axiomatigue Les deux exemples que nougs venons de développer
des grggdeur ,« noug mcntfen% que la science expérimentale est
anenée & attacher & certaines qualités sensivles un ensemble de
classes possédant les propriétée 1) & é} (lea trois premidres
résultant de vérificstions axpérimé nteles, les autres étent en

cénéral sdmises sans contrGle et un peu & la légdre). Sulvant

llesprit de la méthode axiomatigue, nous allons faire lfétude
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nathématique des ensembles possédant ces propriéiés, en faisant
abstraction de leur origine concréte. Nous dirons qu'un ensemble G

est 1l'ensemble des grandeurs d'unme méme espéee, ou plus bridvement

un ensemble de grandeurs lorsgu'il satisfait aux axiomes suivants :

GL . & est ordonné.

G-I1. On a dé6fini dans G une loi de composition, appelée addition

gul est commutative et agsociative.

Le résultel de l'addition de 2 et b est appelé comme d'habitude
leur gomme et se note a + b ; on note par n.a lz somme de n éléments
de G ézaux 4 a {n entier positif quelcongue).

G-IIT - Quels gue soient a et b danu {, cn a atbra ; inversement,

8i, ¢ >a, il 1.2.un element b et e seal de & tel gue ¢ = atb ;

on éerit D = c-a.

G-IV . Qael que so£t g Gans G, il ex1 te an &lément b de G tel quse

~y

b = a.

7

G-¥. GQuels gue solent a et b dans &, il ¥ a vn entier positif n

tel gue ns >b .

o

iy o L
G-VI . 81 on a, dans G, deux suites . a g s qufg tallas qua
| .

/

s

P
.

‘\4

o 4

=

.. /.. 4]ex t
8,88, & <b S <bzf quel que aeit v, il sxiste un‘ elemen &
de G tel que a?f £ v.a < b{» qum, que ﬁo:w w‘

Nous ccnnalasons dega un enaemn}@ ga i;fal ant & ces axiomes,

1'engemble des nombres reels positife (o, + gﬁ} (Topologle, ch. % )

cels n'a rien gui domve surprendru, les QQ&UI%& réels positife prove-

-nant de la notion de longueur et n'ayant 6té définis pendant

longtemps qu'é 1l'aide de cette motion, considérée comme notion
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Leg théorémes 6tablis dans la théorie des nombres réels vont
nous montrer de plus gu'il n'y a pss essentisllement dlautre ensenm-
-ble vérifiant les axiomes G-I & G-VI, et différent du précédent.

De facon précise, on a le théoréme suivant :

Théoréme. Or peut, d'une maniére et d'une secule, établir une

-

correspondance biunivogue entre les siémente de § et les nombres

o

réols positifs, de telle sorte qu's ls gomme de deux éléments de

G corresponde la somme des nombres homologues, et gu'é un &lément

denné U de G gorresponde le mombre 1.

En effet, adjoignons & G un nguvel élémeni, gue novs démsigne-
-rong par @, ot soit G' = 6 + e. Ordonnons Gf en comservant llozdre
relatif dES elémenta de G et en pogant © < a guel gue solil

1!6lément a de G ; prolongeonﬁ de méme l?adﬁi;::ﬁ définie davs G

en posant © + g5 =8+ ® =a quelgue gelt s ﬁags G'. Un vérifie

233

immédiatenent que G' satisfail gux & axiomes des demi-groupes
sbéliens (Topologie, ch. & ), donc est iscmorphe d'une menldrs

et ¢'une seule & l'ensemble des nombres réele pep-péegatifs, ©

rd

correspondant &4 0 et U a 1, cs gui démontre le thécrdme.

L'élément U de G qui corrsspond au nombre | est appelé unité
de_grandeur de ifeapéce de pgrandeurs epvisagée ; le nombre X cor-
-regpondant 4 la grandeur xU de G est le wégarc, de cette grandeur
lorggue U est pris pour unité. ?etéa mesure est donc un nombre
etiaehé d'une mapiére unigue & tom*& grandeur ¢o G lorsguion a

Chﬁlﬁl 1lunité de grandeur ; si on prend vne svire unité U' = al,

le nonvelle mesure x' est liée & 1llancienne par la formule
. x ] g
x! = = (Topologis, eho 5 ).

!

&

£
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Les problémes physigues de ls mesure des grandeurs.

La notion de grandeur étent ainsi établie de fagon précise,
einsl que ses relations avec ltensemble des nomhres réele, il devient
possible de se représenter de fagon plus claire les méthodes de la

science expérimentele gquantitative. La premiére tiche de llobserva-

-teur, devant un complexze de phénoménes, est d'y débrouiller les
diverses qualités distinctes qui czraciérisent l'aspect de ces

phénoménes : ce travail, qui appartient & la partie gualitative

de la science expérimentale, présente ¢6jd dane certains ca-s de

gérieuses difficultés (par exemple la digtinction des gualiiés

npotentiel® et "charge électrique” dans les phénoménes élsciriques).

\(Z‘r

Lg partie quantitative commence lorsgus 1lion cherche & abischer

vne grapdeur & une qaalité déteraminée ; d'aprés ce gque nous avous

2

vii, celé nécessite l'lnvention de trols procddés expérimentenx :

le premier permettant un partape en clagses des objets possédant lg

qualité étudiée (ou encors de regonnui tre 1'ggslité de denx gran-
-deurs) ; le second permettant d*ar&onaem l’enammﬁie dog classes
obtenu (ou encore de reconnaitre 1liinégalité de deux gra ndenrs :
lo méme procédsd expérimental permet sauvant_&; reconnaitre sussi

le

a0

bien 1'6galité que 1'inégalité des grandeurs considérées
troisiéne enfin permettant d'y @éfiﬁir 1'gddition de maniére &

e e

sebisfaire aux axiomes Gefl et G-1I1. Un agppareil avec legusal on

peut réaliser ces trois opérations est Git sppereil de mesure de

la grandeur étudide.
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Comme nous l1l'avons déja falt remarguer, on admet en général gue
lfensemble des classes ainsi mises en évidence sstisfait sussi aux
axiomes G-IV, G-V, et G-VI ; en fait, et de méme que pour les
longueurs, il eximte, relativement & tout appareil de mesure, un
premier élément © et un dernier élément £\ de 1'ecnsemble des gran-
-deurs qu'il permet de mesurer (par exemple, pour une balance, @
est la gensibilité, () ls forge de la balance). Comme il est possible
de discerner le sens (e 1'inégalilé de dsux grandsurs dds gue leur
ﬁifférance est au moins égale & @, il existers toujours au plus deux
mueltiples consécutifs de w dont on ne pourrs dire s'iis sent

ou inférieurs & une grandeur donnée : ces muliiples sant dits velours

'l ~

approchées & o prés, par défaut ot par execds de 1o vrinwe“" mesurie :
: 3

=
® et l'erreur systématigue de 1l'appareil.

La définition et la mesure des diverses p?afu, ura physigues
S0 uié ent des difficultés a augsi nombreuses qun veriées. 11 n'lentre
pag dang notre objet de les énumerer : qaelqaes ezemples suffiront

8 en dnnner ung idés.

La notion de tamgg : Lorsgue 1l'on veut par exzemple définir et

mesurer le temps, les notions d'événements gimuitenés, anlérieurg

ou postgrieurs, fournies par noire conscience, pous permetient de

ranger les événements, ep un lieu détermingé, en classes 4'cvénements

simultenés, dont 1'ensemble I se trouve n awtvrp lemont oxd@rné et
qu'on appelle des ipstants ; mals nous n'avons aucun moyen de définir,
dans cet ensemble, une loi de composition Qui'&i@ an’ e eng physigus.
Aussl ce ne sont pas les éléments de I qui. vont e*w&tfu%n; un

engenble de grandeurs, mele les intervalles de 1. On rangers daus

e ¢ & @
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une méme classe deux intervalles pendent lesguels se sont déroulés
deux phénoménes d'spparence identigue ; la nature nous fournit ainsl

un certain nombre de phénomdnes qui se reproduisent, ou que llon

peut reproduire (trajectoire d'une étoile, clepsydre, oscillation
dfun pendule), et on vérifie bien gque le partage en classes des
intervalles de I ne dépend pas du phénoméne choisi pour le définir.
11 n'y a ensuite aucune difficulié & définir 1tipégalité et la
somme de deux intervalles de I, ot on arrive aimsi & la notion de
la grandeur "temps®. On remarquersa qa on établit alpel une lsomor-

< >7 ou

&

-phie entre I et une droite orientée (TOPQlC“le ch.
encore une iscmorphie enire I ot 1'ensemble des nombr@a réelg, qui
ast unigue lorsqu'on 2 choisi les deux éléments de I qui carres?
-poncent gux ﬂombraa 0 et 3, |

Les uemaa clrocnstances 59 produlsant dape la définition du

oote;tiel é;gctr; dont on ne peut aas&; mesurer gne les .

,gééﬁﬁﬁgaces_: le temps et le potentlel aonb deur grandeurs dirig

& or.wlne arbibr re (11 existe aussi des grandeurs dlrlgées )

8 origine fize, par exemple les quaﬁbltés alélectricité).

Lg notion de température : La définition de la iLsmpéralure prs Gﬁt@

une pouvelle difficulté. Notre notion du "plus chaud® et du
_Wplus froid“véuant insuffisante pour Géfinir une grandenr aﬁtaﬁhé&
8 aéﬁte poticn, on & recourz {comme pour le poiﬁa)'é uﬁ_phéﬂ@mén@
uxiliaire, Lla dilatation linéaire des eorps, qai'perm@t'aiaémemt
de raenger les corps en classes ﬁzcﬁ;éﬁeéuﬁﬁaﬁ et dlordonner
1lensemble de ces classes, conformément & notre notion grosglidre

d& "piug ehsud®. Mais ici, svcune experience ne nous pernet (e

2

définir la somne de deux températures, ni sventage de comparer

¥ 6 & @
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deux intervalles de 1'ensemble des températures. Les phénoménes de
dilatation montrent seulement que cet ensemble est topologiguement
igomorphe & la droite : toute fonction continue monotone de ls
dilatation peut donc définir la température. En pratique, on preﬁd
une fonction linéaire, non seulement par raison de simplicitsé,
mais aussi parce que l'on constate que les dilatations de corps
d'espéces différenies sont, pour la plupart, fonctions linéaires

-

de l'ume d'elles. Toutefois, 11 y aurait sbus de langage & pavler

de la température comme d'une grandsur, si on s'en tenait & ce qui
préceéde : seules des considérations thermodynamicues assez profondes

rermettent de délinir correctement ure grandeur "température®.

a

On a donc 14 un exemple de guelité physigue & laguelle on n'est

A

- I

ros délournés ;

2
oF

parvenm 2} attacher une grandeur gue par des moyers
un gutre exempia est la qualité ”Pﬂuleuw“; ov. plusieurs siecles
d*efforts ont 646 nécessaires, d'ao ard pour lul sssocier unm ensemble
ordonné é, puis pour lui attacher tne grandeur.

Enfin, i1l v a des qualltéﬁ4qui @ﬁt tonjoure résisté Jjusgu'ici
& tonte tentative ﬁe'mesura ou méme @’érd@nmam@a : les odeurs en

gont uvn exemple.

Y

'é 2. lLe probléme mathématigue de nesure.

=2
o

'Parmi touies les grandaaﬁs physiques, ii faut distingper deux
gspéces, dont la mesure a condnit trds t6t & de rouveaux et impor-
wﬁan?s nrablémea mqthématiques : ¢a gout ?aa_gggg;)@t lﬁﬁ yolumeg.
Dens la pluw grande partie de ce qui sult, nous re parlerons gue ds
la mepure des aires le problswa de ls mesure des volumes étant

tout & falt analogue.
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Le probléme physigue de la mesure des airss :

Liintuition novs fournit & peu prés simuliandment la notion de

klan, et la notion de la qualité "Stendue plave®, que possddent

certaines figures planes "simples® (par exemple, un domaine 1imité
par un ou plusisurs contours "suffisamment réguliers®).Cette qualité
est d'allleurs liéde & des représentations trés concrétes : par
exemple, l'étendue d'une plague est 1iée &4 la “quantité de matidre®
contepue dans la plague, lfétendue dfun champ 2 la fguantité® de
terre retournée lorsquion le labours

Comme pour les autres cualités physigues, il s'agit d'attacher

g cetie qualité une grandeur, 2 laguelle on dommera le nom &'fairef

'La liaison avec la notion de "guantité de malidre’ impose tout de
suite deux conditions au partage su classes qui Colt définir cetlte
grandsur :
1) Ieux figures planes déduites lfune de ltautre par Géplavemsnt

deiveni aveir une méne aire.

: : B e
2} La réun;og de deux f&gurwh planes A, 8, sepg point lnlgrienr

compun, doit avoir p@ar aire la somue des agires de A et de B
s . St Lo ; 3
Hols, contra lvement 3 ce gui s pacse pour lee longneurs, il

i

2¢ trouve gu'il existe des figures ﬁi enes, ne ge dédulsant gaa
l'une de 1'autze parvaeplaeemeﬁtg at anzquelles pourtant, en vertu
des conditions 1) et 2), doit étrs at%rmhméa la méme aire. La giffi-

<

~culté consiste danc 8 trouver un yrocé & de conparsison des aires.

%,

Fn fait, au point de vue physique, cetle difficnlté n'est pas

Ltrés grande ; il suffit de faire intervenir lis notlc &Q poids, gui

t
est, elle sussi, lide & 1'idée vasgue de Pgusntite de aatiere¥.
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Un prendra, par exemple, pour mesuré de llaire d'une figure, un
nombre proportionnel au poids d'une figure égsie découpde dans une
feuille de métal pur d'épaisseur uniforme (procédé dfi & Archimdde)

la condition 2) est alors vérifiée d'elle-méme, et on constate
expérimentalement gue la condition 1) est aussi vérifide. Pour les
figures irop étendues, on peut, su moins théoriquement, les recouvrir
au moyen de figures toutes égales & une certsine figure simple

donnée F (par ezemple un carré, ou un triangle éguilatéral, ou un

| hezagone régulisr), sans que deux de ces figwres zient un point
.j intérieur commun ; toul revient slors & mesurer un nombre fini d'rires,

toutes contenues dans 7.
Le probléms de la définxtion et de ia mesure aos alrag peut denc

&ire considéré comme résolu, au_point de vue physique, pour les

"figures simples® . Mais, ce faisan ant, nous evone totalement négligé
un fait eqsentlel reconnu dég les p%un rs essals d'arpentage on

Mg,pze en Chal&ae 8t en Chine : o’esz qne les Tigures "les plus

y

ol&@i%ﬂ” sont eﬂtlerement ééterminreﬁ (& un déplacenment pros) par la

dn

donnée d°un poubre fini de longueara.‘?ar puite, =i op peut leur
e B

attacher vn nombre qui mesurs leur asire, ce nonbrs est une fonction

o
D
£
o

bien déte m;ﬂée dss mesures de ces $QﬁgU8de5 at la connaligsanes
ces fonctions, pour les igures gimples usvelles, présente le grand
intérét pratigue de ramener une mesure d'sire & ume mesure de lon-

-gueurs ; c'est ce qul explique les efforts Faits trés t6L pour les

s
Lol
o)
L4y
o
L30T
[
=
g-Jo
D

déterminer, et qui ont, comme cn sait, douné nsisssnce

3 B ¥t &




S 18

Le probléme mathémetigue de is mesure des aires.

Pour arriver au probldme purement mathématiqus correspondant, il
suffit 4tintroduire la notion mathémetique de plan (e'est-a-dire
1t'ensemble R® ) et d'éliminer tout d'abord,faute de définition préciss,
1s notion intuitive de "figure simple® : nous allons ainsl dlun seul
coup av plus grand degré de gépéralité gue puisse présenter le probléme,

en 1'énongant sous la forme initiale sulvente :

Provliéme o . Trouver une fonction diengemble it E, dite mesure da

M
1'airs do E (ou plus bridvement agire de E), jg“i ie pour toute partie

£ ! .;F’
g3 “ o 7 B ;
o =l gy

«d

- = : g
m de B, prepant ses Valeurs dans l'intervalle

e
G

vérifiant en outre les conditlons suxvamtas -

Lo ~

I. 8i T est up déplacement quelcongue dans ﬁ* ot B! = 7(E), on &

b1}

{1) ;AE‘ = E«E;E.

II. i Ey et Eo sopth deux engenbles saps poipl commun

S
baar

KLiGy }«E egt fini pour tout anmembl borné, et positif pour D

s

ensembis borné an E01ns..

{Cette derniére cordition a p@uz bu« d'6liminer les solutioms trivia-

-1os ?»E = 0 povr toat-ens@mhlei &t ?aE = + 3¢ pour touh

ensemble ).
On ne salt pas azcore & 1'hoeurs actuslle si le probléme a a ou

e

non des solutiocns. Mais des raisonnements trés simples {gui ne sont

}-—&-
‘3)
S’

autres gue ceux (e la fthéorie des aires” en géombtrie élementalr

permettent d'établir que, s'il exisle une solution, elle a nécessal-

-rement, pour ceorteins ensembles, une valeur bien déterminée lorsgue

¢ 6 2 b O
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ga valeur est domnde (arbitrairement) pour un ensemble choisi mne

. g = 29
fois pour toutes, par exemple le carvé K : (7 7% ),
0 y< 1

L'sire des polvgones. Rappelons rapidement comment on procéde.
Tout d'abord, d'aprés II, sl E, CF,, KHE « e,
gue EUK >0, sans quoi, comme on peut recouvrir toul ensemble bornd
par un nombre Tinl d'ensembles déduits de K par déplacement, on
anrait §&E = O pour toul ensemble borné, conirsirement & Iil.

Digutre part, si %iE est une sciution du probléme ¢, c. ME, cu e

™
e

u peut dong

£

est un nombre positif quelcongue, en est une autre.
supposer MK = 1, Dlaprés I, l'aire deo toubt point 4u plan est la
nméme ; comme X contient une-infir‘ﬁé de poinie, cetie mesure o8t

aulle. Pour la méme raigon, llaire Q! ur segment de droite de longuenr

53351

< 1 aﬁt»nullap at par suite gussi, d'aprée 11, 1l'aire de tout
aagmené de dreite ée longueur finle.

Connaissant 1?diu« de X, on en ucdz;z, digprds 1 ot II, 1llaire
d'un rectangle 3 cdtés rationmela, gt par suite celle d'un recltangle
guelconque R, sn consliddrant dovx : &”uaﬁgl@ 8 cotés rationnels Ri
et Ry, tels que Biqi,ﬁ C;Bg'et gue ;ﬁﬁgw g&ﬁ% solt awssl petit que
lion ?auto On passe dse lé, corme on sait, & l'aire d'un triangle ;
épimﬁ, tout pelygone (en prensnt comme ééf;ﬂiﬁiam d'un polygone la
réunlan d'un nombre finl de points, de segmenis ouverts et de trlan-
uglea ouveris, sans p01nt commun deux & deux) pouvant &trs ééca&n@m@
en t;xangles, on ne deauit 1lgire d'up polygone, et on monire

£

{voir, par exen Qla Dad ard, £é;mbgz s élémentaire) que le nombre

obtenu est 1nd@gendag§ de la décomposition du polveone ep trisngles
('emarauons que, s'il n'en @t%iﬁ pas ainsgi, on surzit montré

ﬂ"‘(mxﬁébiléﬁ&é du 1 'mblﬂme Cé,( s
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{n peut interpreter ces raiscnnenents d'une manidre différente.

£1 on conpidére la famille 5? des polygones, on remargue que
l'ensenble déduit d'un polygonme par déplacement sst un polygone,
ainsi gue la réunion de deux polygones sane poini commun. Il en
régultes que, si dans 1'énoncé du probléme a, on prend pour chaemp de
définition de riE ia FPamille épzmal¢eu de ls famille de tous les

2
sous-ensembles Ge R, le roste de 1'énoncéd gards un sens, et on

obtient alnsi un nouveau probléme le probléms Gy s Diautre part,
ai Boet Pn sont deux polygones tels gue Pq‘&s?g, la différence

H < :
?.-P, =8t un polygone ; par suite, les raisonnsements fails cl-dessus

204
montrent l'exislencae el l?unéw é ﬁa 1la solution du probléne Gy

{avec la condition supplémenﬁaira ;%K - ﬁ‘.

&

Remarquens encore, relativement & la famille @ , que l!ligier-
-gggtion (et psr suite auesi la gggglan} de deux polygones quelcon-
-ques st encore un polygome.

Les opsembles guarrables. ILa notion mathématigue de polygens est

loin do correspendre 8 la notionliatuitive de "figure simple®, puls-~

-gu'elle ne comprend pas le cercls, guion p@utvs@nsidére$ COnme
: : ' b ' e

: ; x e Ly

"lg plus simple® de toutes les figures planes ; la famille U esb

donc un champ de définition trop restrelnl pour ggﬁ@ Hals on eait

o
o

gu'en supposant 1'existence de l'airs d'un cercle I', on peut

Y N S e ) 3
trouver Sa mesure en moptrant qu'il existe deux polygones P, F! tels

to
tf’

s

que P C. [ € P et que WP'- WP golf arbiirsliemen t petit : le

=
£
e.‘,.

L re - N
procéde est en ﬂr1n4¢p@ le méme gue pour le rectengle ; s ¢els preg

gue la forme des polygomes ¥, P! varie.

tout ongenble B

Plus généralement, appelons egngenbl

3. b, Y o~ 2\ - o 2 F 3 % 7, e B ki 3 "
pour leguel, & bout nombre € > G on peut Teire corre epondrs 4evx

¢ 08




polygones P, P! tels que P Ec. P! ot [ (P'-P) < &. Si on prend
pour € les termes d'une suite gaﬂ % tendant vers zéro, on a ainsi
deux suites i?}l} ; i?rtzi’ de polygones tels gus ?&Pﬂ at &Pﬁ
tendent vers la méme limite , qui est nécessairement égale & ;& E
(en supposant 1l'existence de ce nombre) ; et on voit trés aisément
gus cette limite ne dépend pas des suites iPnj ; é P'j . De plus,
la réumon de deux ensembles quarrsbles saps point commun Ei,, By
est encore un ensemble quarrable, ainsi gue le transformé E! dlun
ensemble quarrsble B par un déplacement, b les égalités (1) et (2)
sont bien vérifiées iorsqua §~‘&E est défini par le passage & la
limite précédente. Il en résulte 1l'ezigtence oF i'noieitsd de la
solution du prebléme 6., consistant & trouver vne fonction ?*?}

gui vérifie los propriétés I, 1L, III, mais dont lo chemp de aéfini-~

-tion est la fapille Q,» c‘,@s ensembles gusrrables {qui u.}mpmm?-;
évidemment la famille (.ZF) -

ici encore, 8l Q et E, scmt deux ensembles gusrrables tels
nue Q,, &Qz, la O.ifferance ,2-’(2,2 aat un sngemblie guarrable : en
effa‘b ament 24480 ,P,g 5 P qu“tre polygones tels gue

1@ Q C.P ; P c,Qr, Q}“ ‘ F’P’ P Yle, -.§*4-{P*~}?m)«::’fa

On peut 1 oajburs supposer P,é @ E (11 guffit de rampla,@ar

éventueliemgm*g ?, par Py ng) ; on a alors (fig. 1)
5,2 .»’%P; C 4,9 CP-Fy

or  (B)-P,)-(P,-R, [IP}) = (P}-B)) Uiz, Mey-2,))




Plus aisément encore, on montre que ll'intersection de deux
snsembles quarrables est un ensemble quarrable, et par suite il en
ot de méme de lg réunion de deux emsembles querrsbles.

On peut remarquer sussi que la frontidre d'un ensemble guarrable
est un ensemble quarrsble d'gire pulle. Enfin, on ne sort pas de la
femille des ensembles quarrables lorsque, dans la définition de ces
eusembles, on remplace les polygones P, P! par deux ensembles guar-

-rables quelcongues Q, Q'.

Nouvelle position du probldme de ls mesuve des anires.

i : :
Avec la famille o, , on a une classe d'ensembles gqui contient

ﬁ@ug ceux pour lesquels nous avens une notion intuitive de ilmirs.

o]

Hals elle est leoin de comprendre tous les ensenbles plans ; si noug

A

considérons, par exemple, l'enseabls B des pazp g de X & coordonnéss
rationnelles, tout polygone fermé F' contenant B contient K, sans quol
un point M de ¥ au noins appertiendrait au complémentaire de P!, et

: i . : : =z
par sulie aussi un ensemble ouvert Ll contenant ¥ et contenu dans k.

bpd

ce qul est i impossible, puisque B est partout dezmse dans X. D'autre

part, les seuls ne»vga,ea P contenus dans B sont formés d'un nombre

fini de points : & n'est donc pas gquerrsbis.

: 4 . F )
Hangeons les points de E an une suits p@m.g 2% considérons
Y i ‘,:_,'7
+'engenmble E. forné par la réunion des ecarrés cuverts 5ﬁ_ﬁﬁ gantre
~ P
B et de cbté iﬁ (0O« B <1). I1 est clair gue tout pelygone formé
A Q b

contenant E contient E ; d'autve part, si un polygone fermé P est

contenu dans B, 11 esl contenu, d'aprés lo i@?ﬂg.aw Borel u@b@mg&@
P
S e [ " D e E
dang on nombre fini de carvés Lﬁs done UP < = %5 alest pes
7 : )

guarrable




T
&

Ce dernier ezemple est particuliérement imstructif, car il montre

gu'il existe des engembles ouveris non guarrables ; et pourtant, tout

engemble ouvert, quarrable ou non, est réunion d'une suite croissenie

de polygonee ouverts.

Aussi cette remargue nous améne-t-elle au tournant essentiel

qui caractérise ls théorie moderne de la mesurs : 1l apparalt douteux,

& la lumidre des exemlles précédents, qu'on puisse établir l'existence,

et a fortiori 1l'unicité, d'vne fonction K E satisfaisant aux condl-
~-tione du probléme o, si on n'impose pas & cetie fonction une condition

supplénentaire de continuité. On est ainsi conduit & remplacer le

e

probléne B, oh on agoute, aux conditions que doit vérifier % H, 1a
eondltzon

V. Bi un ensemble E a8t la rpunion d'une suite croissante 4'onsem-
-bles ”‘ Mﬁ-«Jm?%%l

Malhaurausement nous montre?ons plus loin (ch. 1) que co problé-

=8 n'admet pas 4o soluticn - il nlexiste pas de fonection gf définie

pour tous les ensembles plans, et noa&ﬂdaﬂt les P*Op?lfi I, i3 i1,
1v.
On peut alors chercher & restreindre le champ de définition de

WE, comme pous l'avons fait pour le probléme a. Il est clair quiune
i o

'llw dfensemnbles é% ne peut &tre un chemp de définition gonvenable

mour E&E gue si elle verzfle gu_moins les trois aandztion& suivantas:

a) S1 B est un ensemble de ggrg et T un déplscemont gueleongue,
g
&

]

% = T(B) est un ensenble de

7

3

b} 84 B, et B, soui deux ensembles de F paps point commun, B, |

gst un ensemble @§_~§?i

¢ ¥ 8 &0
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%jE 1 est upe suilte croissante d'ensembles de ﬂf , B = Lj E
; =4
g

g5t un ensembls e

o

Remarquons Géj8 qu'il résulite de ces conditions que si 3zﬁcantisnt
tous les carrée du plan, elle contient aussi tous les ensembles ouverts.
Par snalogie avee les propriétés de la fanille éZ» , on imposs

angore deux autres conditions & la famille iﬁf&:

d) 81 B4 et B, gont deuz ensembles de gngﬁgnggg EQ%L“EZ’ i

est yn ensemble de 5;'.

o) §i B, et E, sont deux ensembles de -/ , , '1E, egt up opserbly

Pre=—s fi [s-<29r=)
de ggdg
Lo condition 4) est dlsillsare nécessalrs pour jton puisse
- .
comrarer les alres de deux engenbles ds ] lorsgue i'un esi contemm

dans lfautre. Ls nécessité de o) est moins évidents : en Tai%, on

n'introduit cette condition que pdur des ralscus de commedits, alin

: : . . ﬁé
de pouvoir ralsonuner sur i?f aussl aisédment gue sur oy .

&

Le probléme qui remplace Lﬁ probléme B est alors le suivant

'.

Probléme 8,. Irouver uno femille F d'ensembles de R° ; posgbdant

les propriétés =), bl, ¢}, d), e), et une fonction ME, définie pour
9"’" ; . gy s v Gaepes
tout ensemble deg ?f : et'posaéﬁanﬁ las Dropr jﬁ,ém.ﬁ,,IE, 31, W,

Un probléme plus générel consisterait & trouver lLoutdh les

Pamilles u% et tovtes 195 fonctions fiﬁ aysnt ¢es propridétés ; ce

probléme ne présente guére gu'un intérét théorigue, Par contre, i1
e

sst important de comnaitre la pius grendo famiiﬁ&s St contenant la

fanille égi 5 fovrnissent wne solution dn ﬁi~bium& B,

o € D & O
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Généralisation & des eneembles guelconguses.

Le probléme fondsmental de la mesure.

Tous ces problémes se posent de la méme manidre pour les ensem-

-bles de R, pour ceux de Hﬁ, et plus généralement pour ceux de B

Gens avcune modification dang 1'énoncé des conditions que doivent

vérifier { et ;u(E
is, dans de nombreuses branches de lianslyse, le bescin se
a & des ensembles

TN

gsentir d'étendre encore lo théoric de ls mesur
conditions

o
L83 n

ne faisent pas psrtie d'un R, dr, si on examine les

portant sur b% et rﬁﬁ on s'apergoit gue pevles la condition a)
21l pour LE,

o~

l
, la condition carrespondante I et la condition
73 -
8 UnR It 2

:S‘

impliguent qu'il g'agit d'ensembles dan
intervenir que des relations gul gardent un seuns

absiraits quelcongues,
Le probléme fondamental ds la mesure des epsembles, dégagé de
Cinalement sous iz forme

toute hypothese spécisle, se pose done f
suivanie :
Probléme Yy, Etaﬁt donné un ensemble fondsmentel ¢ , bLrouver ulie
amille % de parties do B wvérifiant les e b) e} 4} 9)
a;/.' oo oo e B8 © 7 Ao o By s Cholnd 80 £ [ ) ) .49 G g
4 . & 3 rM LAPIE I o W SRR
une fonction |4 B, définis pour tout % st vérifiant

.
o
0
Q
3
C
3ok
0

e

3&

gl
les @om@;&;ong;il et IV.
Une famille ﬁﬁlver;flant b}, ¢, d}g g}, sera Gésignée sous le
ng%ﬁﬁgi

nom de tribu j une fo&ctlon ﬁﬁw, prenant ses valeurs dang

e pour tout ensemble d'ume tribu, et possédant les propriéiés
egure attachée 4 lg tribu.

7 Yo

»

36Linie
L ot IV est, par définition, une m




o

I1 importe de bien insister sur 1'intéré&t du probléme y. Tout
d'abord, il met parfaitement en lumiére les bases de la notion de
mesure (et de celle d'intégrale, dont nous allone parier ci-decoous)

en les dégageent netiement de toutes lse notions topologiques qui

&

parsissent inextricsblement liédes & la motlon intuitive d’@égg ou
de yolume. Mais 13 ne réside pas exclusivement son utilité methéma-
-tique, et de récents et trés importants progrés en Théorie des
Groupes n'ont 6té possibles gue grice & cette extension ds la noticn

de nesurs.

§,4, Lg potion dti atogfaieg

Lo notion de mesure est & 1la bame de toute la Théoris gue nous

e B '-ﬂ o
R

ailong gmﬁcser . meis elle nien constitue pes Llloutll methimsticus

sssentiol, ce rHle &tant dévoln & ums snire nction, étroltement liée
5 celle Ge mesure, la motion 4'intéarsle.

Bour montrer comment on peut arrviver & cette notion, reprencns
1s méthode expérimentale d'Archimdde pour la mesure des aires.
Une feville de métal pur d'épsisseur upiforme a, comes noug 1'avons

ropriésé que deux Tigzures égales découpées dans cotte feuille

=5
&
“a
ot
£o
3

ont des poids égaux, ce quion exprime en diaaﬁt gue la feullle eat
bomogére. 11 en résulte que le poids d'un ensemble quarrsble découpé
dane cotte Penille, est proporticmnel & son aire ; le coefficlient

de proportiomnnalité d est apreléd depneilé superficielle (ov plus

briévement densité) de la Peuille métalligue.

Gonsidérons maintepant une feuille waétailique B Fformée 4
plugieurs moreeaux quarrables B, Ey,..., Eﬁ» homogene et 0z donsité
ctives d,, dpgeecq dﬁf 11 agtuaiaiw que Lo p@iﬁ@ total de la

T S e s TR L i A 14 i LA i B
a pouy % alour & = éi/ s Ml o0 s x”:“,? (5l e (8 y’w,zﬁ
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A tout point H du plan, falsone alors correspondre le nombre 0
2l i n'eet pas dans E:,.la densité d:i, du morcesn E} dans lequel se
trouve M, si M est dens E. On a ainsi défini une Ponmction £(M) dans
tout le plan, et la donnée de cette fonction déternine complétement
la position dans lse platz, la composition, et le poids de la feuille

néballique. Le nombre P est donc une fonctionselle de £(H), au'on

déoigne sous le nom d'intdgrale de £(M) relstive & la mesure B
La transposition en termes ahstraits de cette définition esnt
immédiate, & condition qu'on 2it ume solution du problédme v pour
i'ensemble fondamental 5 que l'on congidére. Un obiient ainsi une
fonctionnelle Zi“) dent le champ de f}ufﬁ.m tion egt la famille des

ons § aefzmea sur é et qui ne preanent qu'uvn nombre fini de

-1
valeurs 32 0, &y, 8550005 8, les ensembles £{a -:.:' étant des ensem-

,. . " : L
-hles de la tribu 7 gi l‘}@ Ues fonctlong pont dites fonciions
Gla éeﬁ par rappo"‘; & ;(/ e pl‘z& cette foncuor‘mljne gt telle

.... RTINS

que, 83 T

1 et f‘? 3ont deux fonc-ticns &tagées, G, €% Cs deu_x constantes

2 0, on ait
(a¢ cqf =G :
comme o0 le vozt alﬂanent en vertu des propriéiés b),d),e), de F.
Autrement dit, I(F) est une ionaL jonpelle lindaire sur ls
fonetions élagéss.

L'intérdt de cetbe dsfinition semble sesez mince, étent domnée
'lavmature tréeg particulidre des forctions suxguelles elle s'appligque.
Pourtant, l'exempie concret donné plus hsut montre gu'il doit y avoir
Une @wta sion possible de ce eLmau de définiticn. %i O BUDPOEE Que
+a feuille meoaljucte esl compoge Se du méme métel, mais a une épaisseur

¢ & 2 ¢




P

variable, le cas considéré cifdessus est celui ofi 1'épaisseur de la
Zeuille ne prend qu’un nombre fini de valeurs, proportionnelles &
dg,a.g, dn ; 11 est naturel ds congidérer encore que le poide de
is feullle est une Tonctionnelle de son épaisseur, lorsgue celle-ci
reut prendre une infinité de valeurs.
¥ais on n’a}plus alors d'expression mathémaetigne immédiate donnant
c¢e polds en fonction de l'épaisseur : pour obilenir une telle expres-
-sion, 11 faut avoir recours & la potiom de limite. On congeit en
effet quse la limite £ d'une suite ?f “}da fonctions Stagées puisee

étre une fonction beaucoup plus gérara¢e ; ot i1 semble nsturel de

nite de 1'intégrale

Sm\

prencre pour definivion de 1'intégrale de £ 1a 1
te fr’ pourve guse cetis llmzto eﬁa te 8l ne dépende que de £, et non
de la svite particulidre de fonciione étagéss Tendant vers ©. (es

lj\

restrictions IDW”SPQﬁSmblGS amen ent & pe défipnip lfintégraie qu'a

o

‘'elde de sultes ds fonctions étagdes tendsnt vers f de fagon parti-

culidre, & savoir les suites croiceantes. be famille ? des To: @tlﬁﬂe
iimites de ces suites a alors, comme nous le verrens, la propfiﬂgg

guivpe suite croigsante de fonclions de {} & pour limiﬁa une fonction

de zf » 8t que l'integrale de la limite est égele 2 la limite de
l'intégrals

n résu?%y une 1n+é rwle apparait eszentiellement comme la

ek a g 2 5 ; > = [k .
Limite d'une svite (e nombres rée els 2% &, dont chacun est la somms

i

, . o ,
dfun mombre Fini de »arman N, % angpentant indéfiniment avec n.

&’A\f‘

Partout on s‘xr;fadmir une telle suite, ausel bien en mathématiques
pures gue dans 1@7 tpplic&tiana, clest 1z notion ¢! %nfp gle gud
jovers wn rdle prépondérant. Il ne nous est pas possible d'en domner
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une idée plus précise ici ; au fur et & mesure du développement
de la théorie, le lecteur sa.familiarisera avaec cet outil mathénma-
-tigue aussi souple que puissant, et dont on peut dire que clest
véritablement la clé de ltAnalyse.

Insistons cependant, en terminant, sur un second aspect Fonda-
-mental de 1'intégrale. Jusgu'ici, nous ltavons considérée oomme.
une fonctionnelle lindaire et continue pour la limite croissante,
définie sur la famille § (intégrale définie). Meis olle fait

sussi correspondre & une fonction de point quelcomgue T de &/

g

une fonction A'ensemble F(E) définie pour tout ensemble de 1a

tribu ;%7,, & savoir l'intégrale du preduit f.o , ot & esl un
S il

engenble quelconque de F » 9. aa fonction caractéristigue

{intégrale ¢ndeflnia} Cetbe fonction posséds toutes les propriéiés

dfune mesure (povr £ = 1, elle ge réduit d'ar?i@urq 3, fkﬁ) .
18 9tnd9 de smes ralations avec f constitue une des branches les

plus 1mportantes de la théoris de l'Intagze,Lon.

g 5 ;l general,
bes dsux premiars chapitres gont copsacrés & 1! ‘étude prél i~

-naire des Lribus d'ensemblea, dlune n&rt ot des familles de

fonetions llmitas de fonctioas étagées, d'autre part {ces fonetions
eerent d’ailleurs definies de fagon dif érente et plus générale).
Bu chapitre 111 sont groupées toutes les propriétés d@
TQinuégvale (considérée comme fonctionnells linéaire), qui ne
endent pas da la propria bé de contlnvlte pour lg limite crois-
-gante, et appartiennent par suite & une c?asua plus étendue de

fonctionnelles qui nous seront utiles par la guite.

o3 e &
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Le chapitre IV dé6finit de facon précise les notions de mesure
et dlintégrale, montre l'existence et l'unicité d'upe intégrale
relative & une mesure et 4 une tribu données, et expose ses proprié-

-t6s fondamenialies en tant que foncticmnelle. Le chapltre V au

contreire, est consscré & 1'étude de l'intégrale en tant que

fonetion dl'ensenbls.

Jusqu'é ce point, les tribus et mesures sur lesquelles on a
ralsonné sont supposées données. Pour les gpplicatioms, 1l faut
nstursllement pouvoir construire tribu et mesure daps 1'ensemble
gue llon comsidére. les chapitres qui suivent sont consacrés & co
probléne et & i?étudé'apprcfomdie deg tribus et mesures GéFfinies

dans ceritains @a&emblea parii li'rc

Au chapitre VI est développé un proeédé général qui, & pariir
dﬂune fonc@ionnelle du type étudié au chapitre 1?1, permet afobtenir
g ta fois une tribu, une mesurs et 1'intégrale attachée 8 cette
mesurs. Ce procéde asi applingué anq les chapitres s VIl é'X 4 1'étude
de mesureg par ticulidres dans certaine types 4'ensembles d’une
importance fandamentale dens les appllaatlsms : les proau;tg
dfaﬁa@mblee, les espaces topolog 10&@5, et en particulier les

s;acms R®, Enfin ls chapiﬁr XL est consacré & 1tétude approfondie
de la mesure de Lebssgue (et de 1'intégrale cui lul est attachée),
mesure gui résout la prablém@lﬁélpagé pius neut.

Le darniez chapitre contient les spplications élémentalras 4s

) hnarla at Unicul des Prabuullxcekn
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