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Construction de nombres transcendants, grice aux théoremes de

Liouville, Thue, Siegel et Roth

Maurice MIGNOTTE
(orsay 20 mars 1973)

Introduction

Cet exposé consistera d'abord en un énoncé assez bref de résultats sur l'approxi-
mation diophantienne des nombres algébriques qui, vu leur difficulté, ne seront géné-
ralement pas démontrés, Ces résultats seront utilisés pour construire certaines fa~-
milles de nombres transcendants,

11 apparaftra & 1'évidence que la théorie est encore & un stade peu satisfaisant,
Bn particulier, les nombres transcendants que 1l'on construit par cetite méthode sont
souvent trés spéciaux et Je ne connais aucune démonstration de transcendance dfun

nombre "usuel® par cette méthode,

tiong ¢ Scit x un réel

[x] désigne la partie entidre de x ,
fx} = x = [x] est la partie fractionnaire de x

9

on notera ”Xll la distance de x & l'entier le plus proche,
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1 = Approximation des nombres réels par des rationnels

i, Approximation des nombres rationnels par des rationnels

(ommencons par un résultat évident,

Thécreme 1 ¢ Soit g = un rationnel, avec b ) 1 et soit P un nombre rationnel
E SIS A Bndicioira = $ 4 ?

Sl

distinet de o , ¢ > 0 , alors on a

py 1
loc—al >Fc'l o
Démonstration
-2 = 22 o laepb] o1
q' " 'b g T bg T bq °

CquFo:Do
Donnons une conséquence triviale de ce résultat, mais qui indique le principe de la
construction future de nombres transcendants & partir d'un théoréme sur 1l'approxima-

ticn des nombres algébriques,

Corollaire 1 ¢ Soit o wun nombre réel tel que pouf tout A > 0 , 1'équation

L

o<|o¢--13|<Aq

q

admette une solution slors o est irrationnel,

BExemple : On obitient ainsi 1l'irrationnalité de e,xch

>l

1 1
, X 8in =, cos = , ¢ch , avec
X b C

M-

*
¥ ¢ N, On peut méme obtenir un résultat plus fort, a savoir :

o s . 2 * . ‘
Goroliaire 2 ¢ Scit x , avec x € N , Solent a1 , 8 ,a_,a €Z non tous nuls,

4

Alors le nombre

1 1.
a=8a chx+a =shx+a_ co8 X 4+a = sin
1 2 X 3 n

ke
l—

ezt irrationnel,
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2. Approximation des nombres irrationnels par des rationnels

Théoreme 2 (Dirichlet 1842) : Soit @ un nombre irrationnel, Il existe une infinité

de nombres rationnels g tels que
1
(1) lcx—-cl-;! <5
a
Démonstration :
goit Q wun entier P 1 , Considérons les nombres a, = {ka} , kK = 0y60.,Q , de

k

1*intervalle [091]o Partageons cet intervalle en @ segments égaux de longueur % o
Ies Q+1 points o sont répartis dans @ dintervalles, 1l'un deux contiendra donc

deux points (principe des tiroirs), D'oll llexistence de deux entiers m et n dis-

tincts %tels que
| ) = ([ma] - [ma])] <3 -

Sion pose q =n-m et p = [ma] ~ [na] , on a alors

oL A
o= ‘<qQ‘<q2

Le Tait que @ =soit arbitraire permet de montrer que (1) admet une infinité de
selutions,

Ce résultat peut &tre amélioré,
Théordme 3 (Hurwitz, 1891) 3

(1) Pour tout irrationnel o , il existe une infinité de rationnels 5 , avec

{p,q) =1 , qui vérifient

(2) la-2 « == .
oS
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(ii) Ce résultat n'est plus vrali si on remplace la constante V5 par un nombre

pius grand,

Démonstration ¢ Velr par exemple Hardy et Wright Chap, XI.

Pour une généralisation aux nombres gquadratiques imaginaires, voir Poitou (1953),
Ie travail ds Markov a beaucoup précisé ce théoréme, ncus nous contentons de donner

une btoute petite partie de ses résultats (voir Cassels, Chap,II),

Théoréme 4 (Markov, 1879) 3
I1 v a uvne infinité non dénombrable de nombres irrationnels (non équivalents,

au sens des fractions continues) ftels que

1n q flaell = 1 .

Corollaire s Il existe une infinité non dénombrable de nombres transcendants g
pour lesquels 11 existe une constante c = c(a) > 0 avec

=
2

(3) [oc-—;EI > ;

ponr tout g .

Remargue 1 ¢ Un nombre o vérifie (3), pour une certaine constante ¢ , si, et
senlement si, les quotients partiels du développement en fraction continue de «
sons bornés, Je ne connals pas d'exemple de nombre usuel dont on ait démontré qu'il
vérifie (3) en dehors des nombres irrationnels quadratiques, Par contre, cn sait que
beaucoup de nombres usuels n'appartiennent pas & cette classe, par exemple c'est le

1/p

cas de e pour t entier (on connait le développement en fraction continue de

ce nombre, voir par exemple les ouvrages de Penon (1913) ou lLang (1966))o I1 semble
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bien que tout nombre algébrique de degré ) 3 a des quotients partiels non bornés ;
en tout cas le calcul d'un grand nombre de réduit de nombreux nombres algébriques
semble confirmer cette conjecture, voir par exemple Neumann et Tuckerman (1955)9
Richtunyer, Devany et Metropolis (1962), Bryuno (1964),

La plupart des irrationnels ne vérifient pas (3)

Théordme 5 (Khintchine 1926)

soit ¢(q) wune fonction positive, Considérons les inégalités

pi , o)
- { S o
(4) | ql -
Alors
(o]
(i) S8i la série 2:: ¢(q) converge alors (4) nfa gqutiun nombre fini de solu-
=1

ticns g s 4 > 0 , pour presque tout o« (au sens de la mesure de Lebesgue)o
(ii) si ¢ est décroissante (au sens large) et la série ci-dessus diverge,

cette indgalité s une infinité de solutions pour presque tout o .

Démonstration

(1) Cconsidérons d'abord le cas oh « € I = [0,1[ . Soit g fixé, L'ensemble
des « € I qui vérifient (4) est contenu dans 1l'union de g+1 intervalles (centrés

aux points O,

, sa mesure est donc au plus égale

1 2 >
3°q 1) de longueur ¢éq)

) 4¢(q>° Ainsi, llensemble des « € I pour lesquels (4) admet une sclution avec

g » Q@ a une mesure au plus égale &

4—2 q)(Cl) 9

a2Q

quantité qui tend vers 0 avec Q ! . La conclusion est alors évidente,
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(ii) Voir par exemple Khintchine (1964) ou Cassels ch,VII, Pour des résuliats
semblables voir aussi Borél (1909) et Bernstein (1912) ol Hardy et wright Th,196,

Th,.197 chap,XI.

Exemples ¢

1, L'ensemble des nombres ¢ dirrationnels gqui pour un g = s(a) > 0 sont

tels que 1'inégalité

2|

la- 2] < =1
2+¢

4 q

admette une infinité de solutions est de mesure nulle,

2, La conclusion précédente a encore lieu si on remplace 1'inégalité ci-dessus

paxr

1

]a-=£l <
4 42(10g g

)1+€

ITI — Approximation des nombres algébrigues

1. Le fthéoréme de Liouville

Théordme 6 (Liouville 1844) 3
S0it o un nombre algébrigue de degré n ) 2 ., Il existe une constante

¢ =c(a) >0 telle que, pour tout rationnel g s 4 > 1, on ait 1'inégalité

iy c
!a—f—il > Zl'-i .

Démonstration

soit P 1le polyndme minimal de o , i.e., le polyndme de degré n , & coeffi~

cients entiers, primitif et de terme principal positif tel que P(a) =0,



soit dtabord tel que

2 I

la-gl 1.

On a alors

1l

"’15 < |P@)]

5 3 [P(%)-P(a)l

lOC“?‘P;IP?(C) , avec (¢ ]059%[ 9

d'ou

il

—lzg la-Z] avee M = max( sup [Pt(x)],1) .
Mg 4 o=1<X<a+

gette dernidre indgalité a encore lien si la-ﬁl >1 . D'oh le résultat,
Remarque 2 : Le théoréme de Dirichlet montre que ce résultat est essentiellement le

meilleur possible dans le cas des irrationnels quadratiques,

2, les nombres de Liouville

On dira qu'un nombre o est de Licuville si, pour tout A& > 0, il existe un

nombre rationnel

L
i

0 < lcxwgl <
q

Le théordme 6 montre qu'un tel nombre est transcendant, Il est bon de rappeler

utavant Liouville 1lexistence de nombres transcendants n'était pas démontrée,
q

Exemple : L*application

- =71 ¥
Soe ey e 2, e € {01

n31 n31

34finit une injection de 1'ensemble des nombres irrationnels de l'intervalle Jo,1(

dans 1'ensemble des nombres de Liouville,
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Llensemble Jf des nombres de Liouwville a donc la puissance du continu (il est
&tomnant de lire dans 1'article de Fel'dman et Shidlovski (1967) qu'on ne sait pas
si ¥ est ddnombravle)., Tl est aussi facile de voir que £ est partout dense dans
R ., Par contre le théordme 5, exemple {1, montre que & est de mesure nulle, Ce
n'est pas un fait isold, tous les ensembles de nombres transcendants quton définira
plus loin seront aussi de mesure nulle, ce qul montre le faiblesse des méthodes
d'approximation diophantienne pour la construction de nombres transcendants,

On peut aussi facilement caractériser les nombres de Liouville par les pro-

priétés de leur développement en fraction continue, Soit o = [aoga 8 ’°°°’an’°°°]

17 2

un nombre irrationnel, On sait que

D
1
5 < JoamoZ] (s

(an+1+2)qn 4 20.1%

on voit donc que o est un nombre de Liouville si, et seulement si,

! avec ““EL = [a03a1,oooyan] °

1o
98 g
11m mee—ce— = 00 ’
log a
fal
il suffit de se souvenir en plus que si g vérifie
a-2| < _13
°f 2q
. . P
alors il existe n tel que i [ac;al',o”,an]°

Pour des exemples de nombres transcendants, mis sous forme de fractions continues,
obtenu gréce au théoréme de Liouville ou & sa généralisation & l'approximation par
les irratiomnels quadratiques voir Maillet (1904, 1906a,, 1907 a.b.c), Perrcn(1913),

perna (191%,1914), Gigli (1923).,
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3, Une généralisation du théoreme de Liouvills

Théordme 7 3 Soit o un nombre algébrique de degré n 3y 1 et soit P(x) wun poly-
nfme & coefficients entiers de degré d et de haubteur H donc ¢« n'est pas racine,

Aiors on a

c
lP(a)l > _z:T , avec ¢ = c(a) >0 .,
H
Pour n =1 , on retrouve le théoréme de Liocuville,

Démonstration :

. . d ‘ .
Seit g un dénominateur de ¢ , alors ¢ est un dénominateur de P(qg) et

1< lNOIm(qu(a))l < lqu(a)i (¢4 (110) %)

ou a désigne la hauteur de ¢« , D'ou la conclusion,

On en déduit facilement 1'énoncé suivant (voir Schuneider (1957) chp, I, §3)o

Corollgire ¢ Si o est algébrique de degré n et & algébrique de degré d et

de hauteur H , alors, pour £ £ a , On a

d

[#]
[a-g]| > ~% » oh o = 01(m) S0 .
H

Bibliographie : Brauer (1929a, 1929b), Bombieri (1958) et guting (1961).

De ce corollaire on peut déduire le résultat suivant,

Proposition 1 s Toute racine réelle positive de la fonction

a une valeur transcendante si les a  sont des entiers naturels tels que
v

V A I3
0 < av <{B , ou B est une constante > O .
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Démonstration : Voir Schneider (1957) Th.5, ¢h.I, $4.

Bibliceraphie : cohn (1946).

4, Le théoréme de Roth

Toéordme 7 {(Roth 1955) :
scit o algébrique de degré n > 1 , Pour tout ¢ > O donné, 1'inégalité

P

’a'wq q2+€

n'a qu'un nombre fini de solutions,
Pour des résultats antérieurs plus faibles voir Thue (1908, 1909), Siegel (1921),

pyson (1947), Gefond (1952) chap.i.

Démonstration

Veir par exemple Cassels ch,VI.

Remargue 3 (W, schmidt 1971, page 12) : In view of Dirichlet's theorem, the expo-
nent 2 is best possible here, But it is conceivable that the factor q€ could be
replaced by a smaller factor, But nothing is known in this direction, The metrical

result (exemple 2, Th.,5 suggests that

[0 [y ———
T P(10e o) 1*E

has only finitely many solutions for every positive & , The first written account

of this conjecture appears to be in lang (1965)°

Conségquence s Soit o« un nombre et soit g > 0 tels que 1'inégalité

(5) ]a-—%’ < ;%:E
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admette une infinité de sclutions % distinctes, Alors o est transcendant,
) n

Exemple s o = 2 5 est transcendant,

LESUPLE
n=1

Remarque 4 3 D'apres llexemple 1 du th,5, 1'ensemblie R des nombres transcendants
construits par cetite méthode est de mesure nulle, 1La encore, je ne connais pas
d'exemple de nombre transcendant usuel dont on sache qu'il appartient & R, Par

) (x Ve > - N
contre, par exemple, le nombre e , o algébrique non nul, ntappartient pas a cette

classe 3 voir Mahler (1932), (1967), Baker (1965), Kappe (1966)...

b
pavenport et Roth (1955) ont montré que, si - désigne la n-iéme réduite

d'un nombre algébrique irrgtionnel o , on a

e, ()

log log gn < VT3§SE
Baker (1962) a repris les travaux de Maillet (1906 chap,VII) et les a améliords en

utilisant les travaux de Davenport et Roth e% démontre sn particulier 3

Propesition 2 3 Solt o = [ao;a1,°oo9am9°oo] o S%il existe une infinité de n tels

gue

n+n(n)=1

et a1 le développement n'est pas péricdique et que % a lieu pour n = n, avec

roj=

log A, (log n.)
lim —— = , ob A, = An,) , alors « est transcendant,
3 ol cha

" n,
A0 2

De méme que Maillet, il obtient des résultats plus généraux en considérant des

bloecs de a; consulter le papier cité a ce sujet,

Maillet construit aussi des nombres décimaux quasi=péricdiques qul sont des nombres
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transcendants (de Liouville), gréce au théortme de Roth, ces résultats peuvent &tre
améliorés,

Le théoréme de Roth avait été précédé par un théortme de Schneider (1936) qui

améliorait un résultat antérieur de Siegel (1921 b),

Théoreme 8 (schneider 19%6) 3

P P
gcit a algébrique, Pour g > 0 fixé, si 2 s -2 se0as 0 < 4, €4, Kooo
q q2 1 2
1
(P19q1) = (Pz,q2) =...= 1 , sont des solutions de
P 1
]a q[ ?+e
alors
1og qk+1
lim — = .
log qk

Ce résultat était presque aussi utile que le théoréme de Roth pour la cons—

truction de nombres transcendants, Par exemple, il suffit pour démontrer la trans-—

n

ny1

e théordme de Schneider a été amélioré par Cuglani, grfce au lemme de Roth,

Théordme 9 (Cugiani 1959) :
Soit o algébrique de degré 4 ., Si

-1
~2-20d(1lcg log log q) 2

by .
a==1 <
la-2] <
P1 P2
admet une infinité de solubtions == , — ,.005 0 € 4, < 4. <oooy
q1 q2 1 2
(P19q1> = (p29q2) =...= 1 , alors

log qk+1
1im e = 400,
log Gy
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Pour une généralisation voir Mahler (1961 appendice), Ce théordme a été quelque

peu renforcé depuis,

Théortme 10 (Migrotte 1971) :
Soit « algébrique de degré d , Si 1'inégalité

1
q==(2+6(10g log log q) 2)

D
oa—=1 <
-2 ,
avec 6 = f%'V1og(f+2)log 2 , 0<a<b,
P1 P2
admet une infinité de solutions =— , == .00y 0 < A, < A <ooes (D,50,) Zoee= 1,
q1 q2 1 2 1771
alors on a
log q
Tim k”P -
1
‘- (1og q,)

pour tout p € [1,2 [ .

Remargue 5 ¢ En utilisant des méthodes probabilistes, on peut améliorer un peu la

valeur de @,

5, Généralisations du théoréme de Roth

Soit B un nombre algébrique, on pose n(g) =u(p), oh P désigne le poly-

ndme minimal de B ,

Théoreme 11 (Lev8aue 1955, vol.2, chap.4) 3
soit o algébrique, Soit K un corps de nombres, On fixe ¢ > O . Alors, il
v a seulement un nombre fini d'éléments B de K tels que

la-p| < B(B)™Z7E .

8i. o et XK sont réels 1l'exposant 2 est le meilleur possible,
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Signalons seulement que ce résultat a été amélioré par Mahler (1963), Pour une dis-

cussion détaillée, voir W, Schmidt pages 22-23,

6, Conditions arithmétigues

Le premier & reconnaftre 1'importance d*aprroximations diophatiennes p-adigues
fut K, Mahler,

Parmi les nombreux et importants travaux sur cette question, on peut citer :
Mahler (1953 a.b.c), (1936) ; Parry (1940), (1950) ; Schneider (1950), (1957, Th.6
ch.I) & midout (1957), (1958) ; mehler (1961) ; Lang (1962) ; Mahler (1963) ;
st panov (1967), Walliser (1969) ; Sprindzuck (1970), (1971);°f, .

Comme exemple nous ne citerons que le résultat suivant :

Théoreme 12 (Ridout 1957)
Soit ¢ algébrique réel non nul et soient p1,,oo,pr%q1,°,°9qs des nomwbres

premiers distincts fixés, Supposons g > 0 , Alors il y a seulement un nombre fini

iy

de ncmbres rationnels avec

a a b b

—p | T =g 8
*% P =D, ocoP Py 4 =05 ccad

1 1

oll les a, et bﬁ sont des entiers 3 0 et o p' et g' sont des entiers non

2

nuls et tels que

B 1
|ptar)|pa
e n
Conséquence s Le nombre o = Z:: 27 est transcendant,
1

Remarque 6 ¢ Soit 5%_ 1'ensemble des nombres non nuls tels que 1'inégalité (6)

admette une infinité de solutions de la forme xx, le théoreme de Ridout montre
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que ces nombres sont transcendants, Fraenkel (1962) a démontré que fRi est de
mesure nulle, Pour 1llexistence et la construction de certains nombres transcendants

obtenus de cette manidre voir Fraenkel (1964)e

Pour des exemples de nombres transcendants obtenus par des théorémes dlappro—
ximation, voir Kempmer (1916 a.b.c) ; Blumberg (1916), (1926) ; Tschkaloff (1921

aob) s Tzumi (1927)9 (1928) s Itihara et Odishi (1933) ; Schneider (1950)o

Voici quelques exemples dont on trouvera les démonstrations dans le livre de
Schneider,

Proposition 3 : Pour x rationnel non nul, la série entiere

(x:E a dX
\Y

v20
prend des valeurs transcendantes quand a, ¢ et les d sont entiers, a 32 , ¢ » 2 ,

ld | ¢ DY o D estun nombre > 0 , une infinité de dy étant de plus supposés
v

non nuls,

o v
Propogition 4 : lLa série de Fredholm g = E x2 prend des valeurs transcendantes
v=0
P ~(L+e)
PouUr X = a % 0 avec ]X[ <q '? ;, €2 0

Proposition 5 (Mahler 1937 a,b) :

i f(k) est un polyndme non constant, & valeurs enti®res, positif pour
ky1 et si on désigne par a le nombre dont le développement décimal est obtenu
en placant, 1'un aprés 1l'autre, & droite de la virgule, les entiers £(1),£(2), 000

édcrits en base dix, alors o est transcendant sans &tre un nombre de Liouville,

Bxemple : a =0, 1234567891011 .. &
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Baker (1964) a montré que les nombres obtenus par la proposition 5 ne sont pas des
U-nombres, Il a montré aussi qulen général la connaissance de la mesure d'irration-
nalité dtun nombre ne permet pas de dire si c'est un S-nombre un T-nombre ou

un U=nombre,

Le théoreme (10) admet des généralisations "arithmétiques" qui permettent

dtaméliorer certains des résultats précédents, Signalons une de ses conséquences 3

Propogition 6 : Soit g » 2 un entier fixé, Soit (9n) une suite de réels de
l'intervalle ]0,1[ . Soit W, ~oune sulte de réels positifs qui tendent vers 1'in-

fini, Soit v, une suite d'entiers qui vérifient

w
¥, » 3 v > v (1 + - )
17210 iy 7 n Wlog log v, °

Soit a  une suite infinie dfentiers positifs, premiers avec g , qui véri-

fient

Fngq
Si on suppose que la suite (1»0h)wn tend vers 1tinfini et qutil existe

P> 1 %el que (1=9n)v£ tende vers 1'infini alors le nombre

est transcendant,

Terminons ce paragraphe par un résultat concernant 1'approximation des nombres
algébriques par des nombres rationnels dont le dénominateur sont de la forme wul! .
Kasch (1953) a obtenu un résultat sur cette question, J'ai aussi obtenu, sans con-

naftre l'exitence du travail de Kasch, un énoncé un peu différent & ce sujet, A
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1'intersection des deux, on trouve le résultat suivant
Théoreme 13 (Kasch 1953) @
Scit o algébrique., Supposons g > 0 fixé, Si les inégalités

A
1+¢
q

-2
ocql

admettent vne infinité de solutions de la forme q = (uk>! ’ (pkqu) =1 , alors

on a

log qk+1
JIE T
log qk

Kasch obtient par exemple la transcendance du nombre

ITT — Approximations simultanéeg des nombres irrationnels

1, Théordme 14 (Dirichlet 1842) :

Soient @, ,...,0, des nombres réels non tous ratiomnels, Alors, il y a une

1 £

p iy
infinité de Jf=uples (7% saecos Tf) avec q > 0 et pugocad(q,pq,oocgpﬂ) =1

a =-E§l < !
i aq 1?% °
q

Pour une discussion trés intéressante et de nombreux détails voir la monographie

de W, Schmidt, $6,
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2. Approximations simultanées des nombres algébriques par des rationnels

Théordme 15 (Wo Schmidt 1970)

Soient a1y°°°,a des nombres algébriques réels tels que 1,&1,o°°9a£ soient

£
lindairement indépendants sur @ , et supposons g > 0 . Alors, il n'y a qufun

nowbre £ini d'entiers g tels que

)
Yyl gl 1
Voir aussi Schmidt (1965), (1967), wirsing (1971).

Corollaire ¢ Les hypothéses étant celles du théoréme ci-dessus, le systeme

1
e
loﬂi_"g.l <q le ? i=19000,/€9

n'a quun nombre fini de solutions,

Exemple : Le théoréme de Schmidt m'a permis de démontrer en particulier le résultat

gulvant : si Fn désigne le n—i&me nombre de Fibonaccl alors

est transcendant,

Conclusion :

Nous nous contenterons de recopier la conclusion du chapitre I du livre de
achneider, "Nous avons tenté dans ce chapitre, de tracer une voix méthodique pour
reconnaltre des nombres transcendants, qui sont définis par certains processus de
passages & la limite convergeant bien, I1 va de sol que, nous limitant aux théo-
rémes dfapproximations généraux, nous ne pouvions d'aucune fagon prétendre a un

apercu complet des résultats connus, I1 semble pourtant raisonnable de pousser



pius avant 1'édification d'une telle méihode, d'abord en essayant dlaméliorer

enccre les théorémes dlapproximation, puis en considérant des processus de conver—

gence moins bons et en procédant & toute généralisation qui semble féconde pour

les applications",
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