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INTRODUCTION.

L'étude du groupe des automorphismes analytiques d'un

domaine borné d'un espace vectoriel complexe de dimension finie
a été faite par H. Cartan [7], (8], [9] et [10] (1) ses résul-
tats permirent & E. Cartan [6] de donner une classification
coﬁpléte des domaines bornés symétrigues d'un espace vectoriel

complexe de dimension finie.

Le but de notre travail est de généraliser aux domaines
bornés d'un espace de Banach complexe les résultats démontrés
en dimension finie. Nous commencgons par définir sur le groupe
G(D) des automorphismes analytiques d'un domaine borné D d'un
espace de Banach la topologie de la convergence uniforme locale,
qui est la généralisation naturelle & la dimension infinie de
la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Une
partie des résultats démontrés par H., Cartan s'étend & la dimen-
sion infinie. Pour certains, la démonstration se recopie sans
modifications : il en est ainsi, par exemple, pour le théoréme
- sur les automorphismes analytiques d'un produit de deux domai-
nes_bornés [ld]} Pour d'autres, au contraire, le résuitat reste
exact en dimension infinie, mais la démonstration doit étre

plus ou moins profondément modifiée. En particulier, tous les

l o rd rd ’ ’ d 3
(1) Le lecteur intéressé trouvera un exposé élémentaire

de ces résultats dans Narashiman [23].



arguments sur les familles normales ne peuvent plus étre uti-
lisés et doivent étre remplacés par des calculs directs. Il en
est ainsi, par exemple, pour la démonstration du fait que le
groupe topologique G(D) est complet (paragraphe 1.1), pour la
construction de l'algébre de Lie G(D) des transformations infi-
nitésimales de D (paragraphe 2.1), et pour la construction du
plus grand groupuscule de Lie G contenu dans G(D) (paragraphe
2.%). Enfin, un certain nombre de résultats démontrés en dimen—
sion finie sont inexdcts en dimension infinie. Ainsi, le groupe
G(D) des automorphismes analytiques d'un domaine borné D d'un
espace de Banach complexe n'est pas, en général, un groupe de

Lie (voir paragraphe 2.4 ou [31]).

Les difficultéds rencontrées au paragraphe 2.4 proviennent
sans doute du fait que les domaines considérés n'ont que peu
d'automorphismes analytiques. Pour continuer notre étude; nous
sommes amenés & considérer des dohaines ayant suffisamment
d'automorphismes analytiques. Aussi, le chapitre 3 de cette
thése est consacré & 1'étude des domaines bornés symétriques
d'un espace de Banach complexe. Ainsi que ndus l'avons déja
dit, les domaines bornés symétriques en dimension finie ont
été étudiés par E., Cartan [6], et c'est encore aujourd'hui un
sujet de recherches fructueuses (voir par exemple [22] et [30]).
On dit qu'un domaine borné D d'un espace de Banach complexe est
symétrique, si, pour tout point a de D, il existe un automor-
phisme 'Gé de D, tel que U,(a) =a, U, '(a) = -id, et on vé-
rifie qu'un tel automorphisme, s'il existe, est unique et involu-
tif. Ia principale difficulté de notre étude est qu'a priori, on ne

sait que peu de choses sur CTé : tout ce qui est connu est la



valeur de G; en a, et la valeur de sa dérivée en a. Nous som-
mes donc amenés & établir, pour un domaine borné non nécessai-
rement symétrique D, des théoreéemes précis surcie groupe G(D)
et sur l'algebre de Lie G(D) des transformations infinitésima-
les de D (voir paragraphes 1.3 et 2.2), En particulier, nous
montrons un théoréme qui, étant donné un point a de D et une
boule B complétement intérieure & D, nous permet de comparer,
pour deux automorphismes f et g de D,nf~gHB et sup(J|£(a)=g(a)],
£t (a)-g*(a)]]). ces résultats qui n'étaient pas connus, méme
en dimension finie, permettent de mieux comprendre la struc-

ture du groupe G(D).

Sur les domaines bornés symétriques, nous montrons d'abord
que, si D est un domaine borné symétrique, alors D est homo-
géne (paragraphe 3.1). Au paragraphe 3.2, nous commengons
‘1'étude de l'algébre de Lie G(D) des transformations infinité-
simales d'un domaine borné symétriéue D. Nous montrons que, si
a est un point de D, l'application ofbitale f(a) qui envoie
dans D le plus grand groupuscule de Lie G contenu dans G(D)
est, au voisinage de l'identifé, une submersion directe. Ceci

entraine que l'application

DxD———3D

(8, £)—> T, (x)

est analytique lorsque le premier facteur est muni de sa struc-
ture analytique réelle sous-jacente, et le deuxieme facteur de
sa structure analytique complexe. Nous poursuivons notre étude
de l'algebre de Lie G(D) aux paragraphes 3.3 et 3.4, et ceci

nous permet de montrer que tout domaine borné symétrique est



0.4.

isomorphe & un domaine borné cercldé étoilé. Ceci entraine en
particulier que le groupe d'isotropie de 1l'origine est un sous-
groupe du groupe linéaire. Les résultats de Greenfield et Wal-
lach [18] nous avaient amené & conjecturer que le groupe des
automorphismes analytigues d'un domaine borné symétrique est

un groupe de Lie. Bien que nous ayons montré que l'algéebre de
Lie G(D) contient beaucoup de transformations infinitésimales,
nous ne sommes pas encore arrivé & démontrer cette conjecture.
Peut~&tre, faut-il trouver des arguments nouveaux. Aussi, en
guise de conclusion, nous donnons un certain nombre d'applica-

tions et d'exemples,
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I.1.

CHAPITRE I

Le groupe des automorphismes analytiques d'un
domaine borné d'un espace de Banach complexe ;

la topoiogie de la convergence uniforme locale.

Dans ce chapitré, nous commengons l1l!étude du groupe G(D)
des automorphismes analytiques d'un domaine borné D d'un espa-
ce de Banach complexe E. Nous définissons d'abord sﬁr G(D) une
topologie qui fait de G(D) un groupe topologique., Lorsque E est
de dimension finie, G(D) est classiquement muni de la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact (voir[é]), Cette
topologie n'est pas intéressante en dimension infinie, car elle
est beaucoup trop faible. Nous utilisons ici la topologie de 1la
convergence uniforme locale gui redonne la topologie classique
en dimension finie. Dans la premiére partie de ce ehapitfe;
nous donnons les définitions et les premiéres propriétés de
cette topologie. Nous montrons en pérticulier que G(D) est un
groupe topologique, et que, muni de sa structure uniforme gau-
che (resp. droite), G(D) est complet. Dans la deuxiéme partie,
nous étudions l'application qui, & un automorphisme f€G(D),
associe la valeur de £ en un point a de Dy, et 1la dérivée de £
en ce point a. Nous montrons que cetté application est injec-
tive et est un homéomorphisme sur son image. Dans ia troisieme
partie, nous démontrons un certain nombre d'inégalités et de

résultats qui nous seront utiles dans la suite de ce travail.



1.,1. - Ta topologie de la convergence uniforme locale

premiers résultats.

Définition 1.1.1. ~ Soit-{l un ouvert d'un espace de Banach

complexe E. On dit qu'un filtre F formé de fonctions analyti-
ques surJﬁ-COnverge vers une fonction analytique f au sens de‘
la ccnvergenee'uniforme locale si, pour tout x&JM), il existe
un voisinage V de x tel que

EIV’"“mﬁf}V uniformément sur V.

Définition 1,1.2, -~ Soit_(Lun ouvert d'un espace de Banach

B, distinct de E. On dit qu'un ensemble borné A contenu dans {L
est complétement intérieur 3 {2, (et on note ACcC ) si
(g = amt ]
est strictement positif.
Dire qu'une boule B de centre Xy et de rayon r, est com-
plétement intérieure &L revient & dire qu'il existe rpr_, tel

gue la boule de centre x. et de rayon r soit contenue dans-{),

o

Proposition 1.1.3. = Soit D un domaine d'un espace de Ba-~

nach E, et soit M un nombre réel) 0. Soit EM(D,F) l'ensemble

des applications holomorphes de D dans l'espace de Banach Fy
telles que Hf(xyfé;m pour tout x€ D. Soient B, et By deux bou-
les fermdes complétement intérieures & D ; & chaque€ 7 0, on

peut associer 1> 0 tel que £E€H,(D,F) et [}f(x)}),g'q pour xé' 30
entraine{ﬁ(xXKE pour X€B,. Ceci permet d'introduire sur QM(D,F)
la topologie et la structure uniforme de la convergence unifor-
me sur B, qui sont indépendantes du choix de la boule Bé complé-

tement intérieure aD. Les filtres F sur gM(D,F) gui convergent



1.3,

au sens de la convergence uniforme locale sont exactement les
filtres convergents pour cette topologie. Nous appellerons cette
topologie (resp. structure uniforme) topologie (resp. structure

uniforme) de la convergence uniforme locale.

Ia proposition 1.1.3% découle des deux lemmes suivants :

Lemme 1.1.4. - Soient ByCCB,<B; trois boules concentri-
ques,fermées contenues dans D, de rayons respectifs rl, Toy Tas
avec O <:c'1 \<r2 <r3. Soit donné M) O ; alors. VEPO,B’Q}O, tel
que, quelle que soit £ holomorphe D—>F, les relations ”f(x)“
\<M pour xéB3, .”f(x)H\i 77 pour ::céVB:L entrainent ]ff(x)[{ég pour
xé{Bz.

Le "théoreme des trois cercles" d'Hadamard (voir par exem-
ple [12], exercice 8, p. 111) dit que, pour toute fonction holo-
morphe £, la fonction

¥ (r) = 1og ﬂs?g £ ()|

est une fonction convexe de Log r. Le lemme 1.1.4 s'en déduit
immédiatement. Pour achever la démonstration de la proposition

1.1.3, il suffit alors du lemme de connexité suivant.

Lemme 1.1.5, - Soit U un ouvert connexe d'un eéspace de Bae-
nach E. Soient x et y deux points de U. On peut trouver uneV
suite finie de points (xl,..;,xn) de U, avec X3 X X =Y
une suite By (i = 1,...,n-1) de boules fermées de centre xj,
complétement intérieures & U, telles que, pour tout i, x; appar-

. 1 :

o]
tienne & B, . (intéri :
i1 (intérieur de Bi~l)°

Nous aurons également besoin des lemmes suivants,

Lemme 1‘1,6.‘~ S0it B une boule de centre O et de rayon r
dans‘un espace de Banach complexe E. Soit f une application

analytique bornée de B dans un espace de Banach F, Alors, pour
tout n€W,-on a :

//f(n)m)/(\( n2 E{{_}i ,

rn



:[1\45

et par suite,

1L f(n)(o)!/ {on lell5

rn

- swpllz(x)], et e
X¢B

(f(n) désigne la dérivée niéme de £, ”fﬁg

est la base des logarithmes népériens).

Démonstration. - Soit

f(x) = E Pn(x)
n=0

le développement de f en série de polyndmes homogeénes dans

B(O,r). On a :

T
P (x) = (1/2™) f £(x 1) =010 4¢
(o]

et par suite,

ll£ll 5
({Pn”\<\< P *
On sait d'aprés [16], p. 8, que
Ik <ol < Bl
On a donc : :
n. ”f”B

Iz ™ol <& =

En considérant le développement en série de e®, on trouve que

n?/n! £ e, ce qui montre finalement que

1% ™o £ o “fﬁB

B

Lemme 1,1.7. — Soit D un domaine borné d'un espace de Ba-

nach complexe E. Soit A un sous-ensemble complétement intérieur

a D, et soit r = d(A,C D). Soit f une application analytique
) I J
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bornée -de D dans un espace de Banach F. Alors, pour tout n€EW,

pour tout x€ A,
' ”fHD

[ ()] 2

‘ r

.

n

De plus, si A est convexe, pour tout néW, la dérivée niéme

Il

_;E:T] ~-lipschitzienne sur A.

f(n) de f est[§n+l)(n+l)
Le lemme 1.1.7 est une conséquence du lemme 1,1.6 et du

théoréme des accroissements finis.,

5i D est un domaine borné d'un espace de Banach cdmplexe
E, nous considérerons l'ensemble H(D,D) des applications holo-
morphes de D dans lui-méme, muni de la topologie de la conver=
gence uniforme locale, topologie qui est bien définie dans ce
cas, car D est borné. Le groupe G(D) des automorphismes analy=-
tiques de D, qui est un sous-ensemble de g(D,D) sera muni de la
topologie induite. (Remarquons que; si E est de dimension_finie;
la topologie de la convergence uniforme locale est bien égale
34 la topologie de la convergence uniforme sur tout compact).
Montrons la

Proposition 1.1.8., ~ Soit D un domaine borné d'un espace -

de Banach complexe E. Le groupe G(D) des automorphismes analy-
tiques de D, muni de la topologie de la convergence uniforme
locale, est un groupe topologique.

Démonstration, -~ a) Il nous faut d'abord montrer éue l'ap-

plication

G(D)XG(D) ——>6(D)
(gyf) ——" gof
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est continue. Soit F (resp. G) un filtre sur G(D) convergeant
vers fo (resp. go) pour la topologie de la convergence unifor-
me locale. Il suffit de montrer que GoF converge V@rs'goofo.
Soit a € D. On peut trouver un nombre réel r)’O, et un
élément F,€E, tels que, pour tout féEFa, l'image par £ de la
boule B(a,r) de centre a et de rayon r soit contenue dans une

boule By complétement intérieure & D. On a

gof“goofo”B(a,r)\§”5°f“go°f”3(a,r) + “gCOf"go°f6ﬁB(a,r) *

Supposons Que fe‘Fo. On sait qu'il existe une constante Kl
telle que tout é1ément hé& H(D,D) soit K,~lipschitzien sur By .

Par suite,

“go°f - goafoHB(a,r)~< K “f - chB(a,r)'

Dtautre part, comme f(B(a,r)) est contenu dans By, On a:

Hgaf - goof

IB.(a,r) < Ug "gonfsl .

On trouve finalement

[leot-g0° %o ll5(a, ) € EallE=2oll5(a,x) * Hg"’goﬂﬁl ’

ce qui prouve gue lim geof = goofo.
EXG

b) I1 nous reste 3 montrer que l'application
G(D)——>G(D)
f ——— 1
est continue. Ce sera une coﬁséquence de la proposition

1.1.9 que nous allons maintenant démontrer.

Proposition 1.1.¢, - Soit D un domaine borné d'un espace
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de Banach complexe E, et soit F un filtre de Cauchy sur G(D)
pour la structure uniforme de la convergence uniforme locale.
Supposons de plus qu'il existe un point a de D, tel que

b = lim f(a) appartienne & D. Alors, le filtre F converge vers
7

—

un élément £ € G(D), et G = gfl converge vers g, = fo"l.

(Pour tout FE F, on note F"l~=2;f"l,féfgk. Alors, G = Efl‘

h.

est le filtre engendré par les F

Démonstration. (Comparer avec [1] et [8]). - Soit

f, = lim F. Il nous faut montrer que f  appartient & G(D).
Comme F converge vers fc au sens de la convergence unifofm

me locale, on peut trouver une boule B de centre b, éomplétement

intérieure 3 D, et un élément F, de E, tels que, pour tout f

EFys f(a) appartienne & B. De la relation
(£™H ' (£(x))es* (x) = id ,

) ’ - 1 . .
et des majorations de Cauchy de (f l) aux points y de B, ‘on
déduit 1l'existence d'une constante m ) 0, telle ques, pour tout

féFo, on ait

e @)eu] 7 mefuf

Par passage 3 la limite, on déduit que fé(a)‘vérifie la méme
inégalité. Montrons que celé entraine que fé(a)éE_Iﬁom(E), Pour
cela, il suffit de vérifier que f!(a) (E) = E. Soit donc yEE,
montrons qu'il existe z €E, tel que fé(a).zo = y.

Pour tout féG(D), il existe un unique élément z,&EE, tel

que f'(a).z, = y. Montrons que z_ = lim 2z, existe et que
£ 579 £

F

0o

£i(a).z = y. Pour cela, il suffit de démontrer que les
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(i?f‘fé E})FéF forment un filtre de Cauchy sur E. On a :
leszgll = [(£ @N™ ey - (' @)y |l
Llleer@n™ = g @™yl .

On sait (voir par exemple [13], p. 23) Qué
- £ (a)=g* (a)]
1-l[£' (a)~g' (a)fl

D'apreés les calculs précédents, on a, pour tout féEFO :

lceran = (g (an)H] e @Y

e an~Y <2 .

m

Done,

| e a)-g' ()| ,,
1 ;
{(Zf"zg” \<~ m l-»”f‘ (3)-g‘ {a)” ” y” 9

ce qui prouve, compte tenu des majorations de Cauchy, que les

(izflféfF})FéEF forment un filtre de Cauchy, et il est clair

que, si on pose z_ = lim Zpy ON 8 3

0 F

—as

fé(a).zo = ¥,

Comme fé(a)é?lsom(E), on peut appliquer lé théoréme d'in-

version locale : il existe un inverse h de fog défini sur un

voisinage V de b, Montrons maintenant que G = Efl converge vers

h sur une boule B de centre b, et de rayon T complétement

intérieure & V., Nous savons déja que :

i) 1%m f(a) = fo(a) =b ,

—

i1) 1im (£-13' (£(a)) = n'(b) ,

iii) lim f(n)(a) = fo(n)(a).



Le calcul de la dérivée nidéme (f”l)(n) de (f"l) au point f(a)
ne fait intervenir que des sommes de produits des f(P)(a) (p&n)

et (f"l)‘(f(a)). Donc, pour tout nem,

1in (1) (™) (g(a)) = n(®)(z_(a)).

En écrivant les développements en série‘de 1 ay point f£(a)

et de h au point b = fo(a), et en majorant les restes des séries,
on montre que G converge vers h uniformément sur une boule de
centre b, et de rayon r suffisamment petit. Il en résulte que

G est un filtre de Cauchy pour la structure uniforme de la con-
vergence uniforme locale. Soit g, sa limite.

Montrons maintenant que les filtres GoF et FoG soni de
Cauchy. Faisons la démonstration pour G:F. On peut trouver deux
boules B(a,f) et B(b,r) complétement intérieures & D, un é1lé-~
ment FOGFE, tels que

- fO(B(asf)) C B(b,r) ,

~ pour tout fE&F, £(B{a,0))cB(b,r) .

Soient fl et f2 appartenant a Fos» 8, et g, quelcongues.,

191822 Falln(a,p ) <[B1of181°a]ln(a,0) * [[B10F2B20% |5 (a0 ) -

D'apres le lemme 1.1.7., il existe une constante K telie que
tout automorphisme hé& G(D) soit K-lipschitzien sur B(b,r). On

a donc :

leroty = &1o%alln(a,e) < K|l - £oll5(a,p )

Comme fz(B(a,f)) est contenu dans B(b,r), on a :

ferets - g2°f2”B(a,€) < e - gzﬂg(b,r)kr

On trouve finalement
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qglOfl“gZOfﬁqB(a,(’) N K“fl"f;z”B(a,e) + “ gl"gZHB(b,r) .

Compte tenu du fait que F et G sont des filties de Cauchy, on
déduit de la formule que nous venons de montrer gque GoF est un
filtre de Cauchy. On montrerait de méme gue FoG est un filtre
de.Céuchy. Ceia entraine que GoF et Fol convergent vers la
transformation identique.

Pour montrer que f et g/ appartiennent & G(D), et que

"l, i1 suffit maintenant de démontrer que fO(D) et go(D)

8, = T
sont contenus dans D. Faisdns la démonstration pour fo : Soit.
c€D. Il existe FEF, GEG, tels que, pour tout £&F, pour tout
g€G, g(f(c)) appartienne é B(c,r), ou B{c,r) est une boule
fermée de centre ¢ et de rayon r, complétement intérieure. & D,
Choisissons ngG. Montrons que gl(g) est un filtre de Cauchy
sur G(D) : en effet, B(a,P), B(b,r) et F, €L étant choisis com-
me précédemment,‘le fait que g; est K-lipschitzien sur B(b,r)
entraine que gl(g) est un filtre de Cauchy sur G(D). Par suité,‘
gl(g(c)) est un filtre de Cauchy sur B(c,r). Il converge donc
vers un point d qui appartient & D. On déduit alors de la con-
tinuité de gl-l que E(c) = gl—l(gl(E(c))) converge vers gl“l(d)

qui appartient & D. La proposition est démontrée.

Remarque. - En dimension finie, on sait pour des raisons
de compacité que 1'image paf un automorphisme analytique d'un
ensemble complétement intérieur & D est complétement intérieur
% D. Si 1'on savait démontrer un résultat analogue en dimension
infinie, la fin de la démonstration de la proposition précéden~

te pourrait &tre un peu simplifide.

On peut alors montrer le théoréme 1,1.10.
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Théordme 1.1.10, - Soit D un domaine borné d'un espace de

Banach complexe E. Alors le groupe G(D), muni de sa structure
uniforme gauche (resp. droite), est complet.

Démonstration. - Nous allons démontrer gue tout filtre de

Cauchy F pour la structure uniforme gauche (resp. droite) est

un filtre de Cauchy pour la structure uniforme de la convergence
uniforme locale et qu'il existe un point a de D, tel que

b = 1im F(a) appartienne & D. Le théoréme sera alors une consd-
quence de la proposition 1.1.9.

l. D'aprés la définition de la structure uni-

Soit ¢ = F~
forme gauche (resp. droite), un filtre F sur G(D) est de Cauchy
pour la structure uniforme gauche (resp. droite) si . et seulement
si GoF (resp. Fol) converge vers la transformation identigue.

| Faisons la démonstration pour la structure uniforme gauche
(par exemple). Soit F un filtre de Cauchy pour la structure
uniforme gauche, Montrons d'abord que F est un filtre de Cauchy
pour la structure uniforme de la convergence uniforme locale,

Soient Bl et‘Bz‘deux boules fermées concentrigues de centre
c €D, de rayons respectifs ry et r, (0ry {r,), compldtement
intérieures & D. Alors, puisque GoF converge vers la transfor»
mafion identique, il existe F&F et G&G, tels que, pour tout
f&EF, pour tout g&G, gof(ﬁl) soit contenu dans B,. On sait
d'autre part qu'il existe une constante K telle que tout é1lé-

ment h de H(D,D) soit K-lipschitzien sur Bg. On a donc :
Vv fer, VgEG,

e - s, =l oner - 6l
< Klig°f - iﬁ“gl .

On en déduit que pour tout € > 0, il existe FEF, tel que, pour
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tout £&¥F, pour tout he¥, on ait :

It - nfy, ¢ xfwder - el <

1

Nous avons donc montrd que F est un filtre de Cauchy pour la

structure uniforme de la convergence uniforme locale.
Montrons maintenant qu'il existe un point a de D tel que

b = 1lim f(a) appartienne & D. Soit a un point de D, et soit

g

B(a,r) une boule fermée de céﬂtre a et de rayon r, complétement
intérieure & D. Il existe alors FE€F, et GEG, tels que, pour
tout £ETF, pour tout g& G, g(f(a)) appartienne & B(a,r).
Choisissons gléiG. Par définition de la structure uniforme
gauche, gl(g) est un filtre de Cauchy pour la structure uni-
forme gauche. En effet, la structure uniforme‘gauche est défi=
nie par un systéme fondamental d’entourages stébles par trans-
lation & gauche, D'aprés ce que nous venons de voir, gl(g) est
aussi un filtre de Cauchy pour la structure uniforme de la con=-
vergence uniforme locale. On en déduit que gl(g(a)) est un fil=-
tre de Cauchy sur B(a,r). I1 converge donc vers un point ¢ qui
éppartient & B(a,r), et par suite & D. On en déduit que F(a)
converge vers b % gl"l(c), qui appartient & D, et ceci achéve

la démonstration du théoreme.

Remargue 1.1.11. - Le groupe G(D) peut étre muni de trois

structures uniformes : la structure uniforme de la convergence
uniforme locale, la structure uniforme gauche et la structure
uniforme droite. Ces trois structures uniformes sont distinctes
deux & deux en général, comme le montre 1'exemple du disque-

unité ouvgrt D= {géEC f{zb{;}‘
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On sait que les automorphismes analytiques du disque=
‘unité D sont de la forme

jo 2 ta

% b @ e ’ e R, ga(<1.
1 + az

I1 apparait tout de suite que G(D) n'est pas complet pour la
structure uniforme de la convergence uniforme locale, ce qui
prouve déja que la structure uniforme de la convergence unifor-
me locale est distincte des deux autres. Montrons que les struc-
tures uniformes gauche et drocite ne coincident pas. D'apres
Bourbaki [3](chapitre %, groupes topologigues, exercice 2 du
pargraphe 3, p. 72), pour gue les structures uniformes gauche
et droite soient égales, il faut et il suffit que, pour tout
voisinage V de 1l'identité dans G{(D), il existe un voisinage W

1w,

de 1*'identité, tel que, pour tout fE&G(D), on ait f.W.f

Pour montrer que les structures uniformes gauche et droite
sont distinctes, il nous faut démontrer :
3 vey(id), VWev(ia), Jgcw, FLEG(D), fogor i v.
Soit V.= {£€6(D)[ |t - idll5(g,9/p) <1/2} . Soit W un voisi-
nage de 1l'identité dans G(D). Choisissons un élément PER,
G%O(m@,tﬂ.mm‘ |

gz ~—>g(z) ='eie.z

appsrtienne & W. Soit

g 4+ a
fzg) = ——— la]<1, a€R,
1l + az
“Alors,
| ‘ 7 - a
£ 1(z) =
l -~ ag

On a :
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i6
1 - e
£(g(£71(0))) = a

1 . 22,1©

Quand a tend vers +1, f(g(f“l(O))) tend vers +1., On peut donc
trouver a €R, l|a] <1, tel que }f(g(f"l(o))ﬂ > 1/2. Alors

fogof"l n'appartient pas a4 V, et ceci démontre la propridté,.

Remarque 1.1.12. = 5i £ ¢ D——> D' est un isomorphisme ana-

lytique entre deux domaines Bornés, on en déduit un isomorphisme
Y du groupe G(D) sur le groupe G(D'). Les majorations de Cau-
chy pour les dérivées de f et de g1 montrent que ¥ est un
homéomorphisme de G(D) sur G(D'), lorsque G(D) et G(D') sont
tous deux munis de la topologie de la convergence uniforme
locale. On en déduit que ? induit un isoﬁorphisme d'espaces
uniformes de G(D) muni de la structure uniforme gauche (reép.
droite) sur G(D') muni de la structure uniforme gauche (resp.
droite).

Cependant, ¥ n'induit pas en général un isomorphisme d4'es-
paces uniformes de G(D) muni de la structure uniforme de la
convergence uniforme locale sur G(D') muni de la structure
uniforme de la convergence uniforme locale. (On peut construire
D'C € isomorphe au disque»unité ouvert D, tel que Y n'induise
pas un isomorphisme de structures uniformes de G(D) muni‘de la
structure uniforme de la convergence uniforme locale sur G(D')

muni de la structure uniforme de la convergence uniforme locale)
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1.2, —- Etude de l'application de G(D) dans DxGL(E) définie

par f——(f(a), L' (a)).

Dans tout ce paragraphe, D désigne un domaine borné d'un
espace de Banach complexe E.

Proposition 1.2.1. = Soit a un point de D. Soit f une appli-

cation holomorphe de D dans D, telle que f(a) = a, f'(a) = id.
Alors f = id.

Démonstration (d'aprés [7], p. 30). - Nous allons faire

la démonstration par l'absurde. Supposons que f ne soit pas

égale & 1l'identité. Alors soit

f(x) = a + (x=-a) + E P (x-a)

| ny2 |
le développement de f en série de polyndmes homogeénes au voisi-

nage de a, et soit k le plus petit entier supérieur ou égal a
Z,telquePkﬁo.

Calculons le développement de f% = f....0of en série de
polyndmes homogénes au voisinage de a. On montre facilement paxr

récurrence sur n que
2 (x) = a + (x~a) + nP, (x-a) + ... .

Soit B une boule de centre a et de rayon r contenue dans D.

D'aprés le lemme 1.1.6., on a :
Jlen
le21l,

”n Pk” < Lk

et comme fn(D) est contenu dans D, il existe une constante M

telle que ”fn”B.g M. Par suite,

n-”PkI/S J?E .
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En faisant tendre n vers 1'infini; on trouve que HP&U = 0, ce
gui est en contradiction avec 1'hypothése., La proposition est

démontriée,

Proposition 1.2.2. - Soit a un point de D. Soit E un filtre
formé d'applications analytiques de D dans D, tel que

lim f(a) = a,
¥

—-—"

1im f£'{a) = id .
¥
Alors F converge vers la transformation identique pour la topo=
logie de la convergence uniforme locale.

Démonstration. - Remarquons d'abord gue pour tout entier

q’>/3., on a

1im £¥a) = lim (fo...cf(a)) = a.
F F

Ceci se démontre par récurrence sur gy 1, en utilisant le fait
qu'il existe une constante K telle gque toute application 5

€ H(D,D) soit K-lipschitziemne sur une boule B de centre a et
de rayon r compldtement intérieure & D.

Pour ﬁémcntrer la proposition, compte tenu des majorations
de Cauchy des dérivées successives d'une fonction bornde et des
majorations des restes des développements en séries de polyndmes
homogénes, il suffit de démontrer ques pour tout pp 2,

1im £P)(a) = o,

Faisons la §émonstration par‘réeurrence sur p» 2. Supposons le

résultat démontré & l'ordre (p-l), montrons-le & 1l'ordre p.
Montrons alors par récuirence sur. q » 1 que, pour tout

ay 1, pour tout £ ) 0, i1 existe FEF, tel qv;e', ;}aur‘toﬁt fer,

on ait :
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£ (P)a) - q £(P)a)] < €.

C'est vrai pour q = 1, car (fl)(9)(a) - l.f(p)(a) = 0., Suppo~
sons le résultat démontré & 1l'ordre (g-1), montrons-le & ltor-
dre g. On a :

£9 = £,£97L,

Soit b = fq"l(a), et soit

(=4

fq“l(a+x) = b + E “%T (fq"l)(n)(a).(x,...,x)
n=1
le développement de £971 on série de polyndmes homogenes au

voisinage de a. Nous adopterons les notations de [l?], p. 93

et 94, et nous noterons

\Pn = i (fQ“l)(n)(a)

nt

et ?n le polyndme homogéne associé. De méme,
(&2}

toay) = 2(0) + ) 2 ™) (mhy)
n=1
Nous noterons
~n
W; = "%T (™) (v)

et *; le polyndme homogene associé.

En composant les deux développements en série, on trouve :

. oo oo oo '
fq(a-}-x) = fq(a) '*'Z \ljn( Z \f)p(x)s cey 2: \fp(x)) o
1 p=1

n=1 p=
Si on écrit o
f9a+x) = £9a) + E P.(x)
i=1

on a @
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U

—
Rx) =y Y Falhp s § )

n=1 Py*ee P, =P

On sait d'aprés l'hypoth&se de récurrence que lim f(i)(a) = Q

——-

pour tout i, 2-§i€§~1. On a déja remarqué que, pour tout gq€WN,

1im £9(a) = a. Compte tenu du fait que, pour tout i, il existe
F

—

une constante Ki telle que, pour toute application holomorphe
h de D dans D, n(1) goit K;-lipschitzien sur une boule B de
centre a et de rayon r compleétement intérieure & D, on montre

que, pour tout i, 2<i {p-1, pour tout g &N, limkf(i)(fq(a)) = 0,

—

Un nombre réel £ 0 étant donnéd, on peut donc trouver F,eF

tel que, pour tout fEEFl, on ait :

p=-1L N~ V

Py*eeetD =P

Dans Pp(x), il nous reste deux termes & étudier :

S E ACIN
- VP,
Etudions d'abord ‘f;( VE(X)). On sait que

Y, = (29 (@) = 21 (237%(a)) et (£977(a) )ou . nof! (a)

On montre facilement que, pour tout i, lim f'(fi(a)) = id . On

——

en déduit que lim Pl = id. Dtautre part,
F

ey
V= (P)e8ha)).

Du fait que f(p) est Kp~lipschitzien sur B{a,r), on déduit

finalement gu'il existe FéEE tel que, pour tout fé§F2

s Vo) - Lty (x . 0[ < £/

L
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Etudions maintenant \Pl(sap(}:)). On a déjia vu que

lim \{/l = 1lim f'(fq”l(a)) = id. On peut donc trouver FBE_E_‘tel
F F

que, pour tout féFa,
sup_ ¥, (%, (x)) - ¥ (xNI<E/4 .
fmigy 1P P
D'aprés l'hypothése de récurrence, il existe F,C€E tel que, pour

tout fEF4) on ait :
f/“%‘? (£ (P)(a) - (q-1) - f(p)(a)ﬁ< € /4.

En regroupant ces deux résultats, on trouve que, pour tout £
EF3QF4, on a :
sup [, (¥ 000 = (1) 2 £Pa).(xuum)[KE /2
[xjs 3 ‘
soit ¥ = F, [1F, NF;MNF,. Pour tout £€F, ona :

L ay(p) _ (p)
2P 7 (=1 (a). (hreeer) = =7 £P(@). (. x| <

Nous avons donc démontré finalement que, pour tout £ 7@, pour

tout q>/1, il existe FEF tel que , pour tout f&F, on ait
”(fQ)(P)(a) -q f(p)(a)” LE

Nous pouvons maintenant terminer la récurrence sur p.
D'aprés les majorations de Cauchy (lemme 1.1.6.), il existe ure
constante Mp telle que, pour toute application holomorphé h de

D dans D, “h(P)(a)”g M. On a donc

[(£2)®)(a)]| < u

.

p

On sait d‘aprés le résultat pr‘écédent appliqué & F avec &=

(par exemple) qu'il existe FEF, tel que, pour tout £&€F, on
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(2P (a) - o 2P)@)[ ¢ 1.
On en déduit que, pour tout f ¢F,

[a 2l €f§p+3. ,
et par suite, |

@) < 2=
Ceci montre que 1§m f(p)(é) = 0, et ceci achéve la démonstra-
tion de la~pr0pos;;ian.

On déduit des propositions 1.2.1 et 1.2.2 le

Théoréme 1.2.3. - Soit a un point de D. L'application

Pa : G(D)—— DxGL(E) qui & f associe (f(a),f'(a)) est injec-
tive et induit un homéomorphisme de G{(D) sur 1'image de G(D)

par fa.
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structures uniformes,

Le résultat de la proposition 1.2.2 peut s'énoncer de la
facon suivante :

Soit D un domaine borné. Soit a un point de D et soit B
une boule complétement intérieure a D. Alors, pour tout £70,
il existe 97 0, tel que, pour tout f €14(D,D),
sup("f(a)-aﬁ,”f‘(a)-idﬁ) <7 =3 Uf-idHB < €,

Nous aurons besoin dans la suite de formes plus fortes
de ce résultat, nous disant en particulier qu'il existe une

constante K telle que, pour tout f£€ H(D,D), on ait :
”f—-id!{B $k sup(“f(a)waﬁ;{lf' (a)-1id] ).

Les énoncés précis seront donnds dans les propositions qui

vont suivre. Pour commencer, nous avons besoin d'un certain nom-

bre de lemmes.

Lemme 1.3,1. - Soit D un domaine borné d'un espace de Ba-

nach complexe E, et soient Bl.et 32 deux boules concentriques
complétement intérieures & D de rayons respectifs r, et Ty
avec Ol<rl <r2. Alors; il existe une constante K telle que,
pour tout f€ H(D,D), pour tout g&€N”, pour tout x €By, on ait

I(£%(x)-x) - a(£(x)-x)l € Keao( _ sup _ [er-idfy ) l(x)-x] .
izlg...QQ"'l 2 ‘

Démonstration., - Choisissons une autre boule B' concentri-

que & B, et B,, de rayon r', avec 04<r1 {r* {r,. Soit h une

fonction holomorphe sur B,. On sait d'aprés le lemme 1.1.7 que

(h~id) est —~ ~lipschitzien sur B'.
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Soit maintenant fe H(D,D), et soit
h = -—1&— (1d + £ + £94. ..+ £9-1) |

On a alors

g-X .
[n-iall, {2~ ) et -1a]|
| 2 T 4 2
L eiosdll, .
\<i=l,?‘f}3;q~l -1 uBz

Soit xé?Bl. I1 nous faut distinguer deux cas :
a) f(x)€ B',
En appliquant le théoréme des accroissements finis & (h-id)

pour les points x et y = £(x), on trouve :

I(n(£(x))-£(x)) - (h(X)~X)ﬂ§:;;%;T(i:l’???’Q~lnfi~idugz)ﬁf(x)~XH.

Or, on a

h(£(x))-h(x) = ~§- (£%(x)-x).

On trouve finalement

q

ll(£9(x)-x) = q(£(x)-x)< ( _ sup f/fi-idllgz) [[£(x)-x]-

1‘2—1"' i:l’oobsq"l
b) f(x)gﬁB'.
Alors ”f(x)-x”}yr‘-rl s
et par suite
a(,_ s elesafy ) [£00-x] Yatztory)?.
i.—_l,ooo,q"’l 2
Comme D est borné, il existe une constante M telle que, pour

tout g€ H(D,D), ”g-id”Bl< M. Par suite,

[(£9(x)=x) - a(£(x)-x) < (gq+1)u.



1.23,

I1 nous faut trouver une constante Kl telle que, pour tout
entier qZ&, on ait
(g+1 )M { Klq(r'~rl)2 .
I1 suffit pour cela de prendre Ky = 2M/(r'-r1)2.
1 2M

Soit K = sup( > ). On a alors, pour tout

r,-r' " (r‘—rl)

fe H(D,D), pour tout qé I} pour tout x€ B,

[(£%x)-x)-a(£(x)-x)|< K.q.( _ sup _Jlet-sally ) fe(x)-x],
i=lyecesqg=-1l 2

et le lemme est démontré.

Ia proposition 1.3%.2 que nous allons démontrer maintenant
est un corollaire du lemme 1.3.1,.

Proposition 1.3.2. (Comparer avec fg],p. 43)., = Soit D un

domaine borné, et soient Bl et 32 deux boules concentriques
completement intérieures & D, de rayons respectifs ry et r,,
avee O (rl <r2. Soient deux nombres réels u et v tels que
0<{ud1{v. Alors il existe un nombre réel X >0 qui jouit de la
propriété suivante :‘si une application holomorphe fé& H(D,D)
est telle que

It - id“Bz <«

|22 - all, < « ,
2,
R R

fled-t- idﬂB2< Xy

alors, pour tout x€By, on a
u£(x)~x|| < afle(x)-x[ v[£2x)-x] .

Démonstration. - D'aprés le lemme précédent, il existe

une constante K telle que, pour tout fEEg(D,D), pour tout qEEQ*
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pour tout XEBJ_, on ait

iqu(x)-x)—q(f(X)~xﬂI< K.q.( sup “fi~idUB Mg (x)-x] .
i=l’oot9q"'1 2
u et v étant choisis, soit X tel que
KA £ang(l - =, 1o o gy

Soit £E€H(D,D) vérifiant les hypothdses de la proposition. On a
” £9(x)ex H \< q(1+K0()(/f(x)-X[l

X q —%—‘Hf(x)~xﬂ

De méme,
e8] 3 a1-k20 [l2()=x]|
o - llex)=]| .
Q.E.D,

Proposition 1.3.3. (Comparer avec [9], p. 44). - Soit D un

domaine borné, et soit B une boule complétement intérieure a D.
Alors il existe un nombre réel B0 qui jouit de la propriété
suivante : si une appliéation f€H4(D,D) est telle que, pour
tout q €N, |
[£¢-1a], < B,

alors £ = id.

De fagon précise, si on choisit une boule By concentrique
a B, de rayon ry strictement inférieur au rayon r de B, et deux
nombres réels u et v,tels que 0{u<1{ v, on peut prendre P =x,

ot ® est le nombre réel strictement positif dont l'existence
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est assurée par la proposition 1.3.2.
On en déduit que G(D) ne contient pas de sous-groupes
arbitrairement petits.

Démonstration. - Soient Bysy u et v comme dans 1'énoncé de

la proposition. Soit X le nombre réel strictement positif dont
l'existence est assurée par la proposition 1.3.2, et soit f
€ H(D,D) tel que, pour tout g eN*,
¢ B
led-safjy <.

Alors, d'aprés la proposition 1.3%.2, on a, pour tout gelN¥* :

q Uf-.m{[Bl L v [[fq-ia/jsl\{ vl .

Donc, pour tout gq,

) v &
”f“ldUBl < —
ce qui entraine que ﬂfuidﬁ =0, et £ = 1id .

By
Q.E.D.

Proposition 1.%3.4. -~ Soit D un domaine borné d'un espace

de Banach complexe E. Soit a un point de D, et soit B une boule
de centré a complétement‘intérieure & D. Alors il existe une
constante K, telle que pour toute application fE€H(D,D), on

ait

l£-1df5 £ & sup([l£(a)-a]l, [[£* (a)-1q]).

Démonstration. - On peut supposer que a est llorigine O

de E. Nous allons faire la démonstration par l'absurde. Pour
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chaque entier n >0, on choisit f,€ H(DyD) telle que

[£,-1d]5 > n sup(i£ (0)],]l£," (0)-1a]).

Soit M = sup  [[x-y|/. On a donc :
xeD,yeD ”f d” W
. -1 4
sup([|£, (N[, [ £, (0)-ia ) =B & —
n n

ce qui prouve que
sup(fl£ (0], [l£, ' (0)~id[)~— 0,quand n — 3+,
et d'aprés la proposition 1.2.2, ceci entraine gue
fn;mwﬁid, quand n—-—3 +o0

Choisissons maintenant une boule 32 complétement intérieure
a D, concentrique & B, de rayon r, strictement supérieur au
rayon r de B, Choisissons de plus deux nombres réels u et v tels
que O<:u<:l<(v, comme dans la proposition 1.3.2. Soit « le nom-
bre réel strictement positif dont l'existence est assurée par
la proposition 1.3.2. Comme pour tout entier n) 0O, fn est dif-
férent de la transformation identiqﬁe, i1 existe d'aprés la pro-
position 1.%.%, un plus petit entier qn)>0, tel que

% :
e, ™ - 1d[{B2><><.
n

q.
Soit g, = f o, Du fait que ”gn-id”B2”> X , on déduit que la

suite g, De converge pas vers la transformation identique.

¢}
Montrons maintenant que g, (0) = £ B(0) tend vers 0 guand
n tend vers +oo ,

Dtapres la proposition 1.3.2, nous avons

ulffnqn - idfy < qlf-1ally < v|[t T idfly .

n

On en tire :
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[ty el

En appliquant une deuxiéme fois la proposition 1.3.2, on trouve

q, < v : (1)

u{ffnqn(o);{ g Qn“fn(ko)‘“< Vﬂfnqn(())]/ )

donc le, )l <=2 lle 0]

En reportant dans cette inégalité la majoration de a, donnée

par (1), on trouve

a, vii ”fn(o)ﬁ
Hf.'ﬂ (O)H ‘<\ u an-id”B *
or, figy(0)]] < & il -

On trouve donc finalement
Ag
lea(l¢ B2 = (2)
ce qui prouve que gn(o) tend vers O quand n tend vers +%,

Montrons maintenant que “gn'(o) - id]| tend vers 0 quand n

tend vers +* , On a :

it

g, (0) = (£, ™)' (0)

q,.-1 q, -2
£, T (0))et (2, ™ (0))eanof, ' (0)

H]

Soit B! une boule de centre O, de rayon r'*(r. On sait d'apreés
le lemme 1.1.7 qu'il existe une constante H telle que, pour

tout x&B'y, on ait
| 20! ()=, (O] = [Jt£,m1a) " (x)=(£,-18) (0|

& 8 lg,-dllp |k



D'aprés ce que nous avons déja démontré, on sait que, pour tout
2 V qn“l . N

n assez . grand, fn(o), fn“(o), cees fn (0) appartiennent & B'.

On a donc, pour tout n assez grand, pour tout entier r ,

O \<r éqn"l $

ey e, Fonsall ey @ Fon-2, @+l 2,7 ©)-a]

N

leasally (55 5=+ )

. k : la T ' vii 1
(car on sait que, pour tout r,()gx'gqn*l, “fn.(o)“g = ==,

et quef '(0)-1df<(1/n) JJr_-1ally).

Donc, pour tout r, O\érqéqn~l,

2, (£ 7001 e -tall(EE + 1) L

Pour achever la démonstration, nous avons besoin du lemme

suivant

Lemme 1.%.5., -~ Soit E un espace de Banach, soit L(E,E)

lt'espace vectoriel des endomorphismes lindaires continues de E
muni de sa norme habituelle. Soient n éléments,fl,...,fn‘&e

L(E,E). Alors on a
-~ n

}[flo‘...afn - ia][g[ﬂ (1+Nfi-idﬂ)] -1.

i=1
Ce lemme se démontre facilement en écrivant, pour chague
indice i,
fi = id + (fi»ld) 5
en développant le produit flc.«.ofn, et en majorant chacun des

termes du développement ainsi obtenu.



Fin de la démonstration de la proposition 1.%.4. - On

déduit du lemme 1.3.5 que

t . j t . q
“gn (0)-1a][  (1+ r=o,?l.u.),qn—1 H £ (£, 7(0))-1af) ® - 1
< (l+ufn-idUB(H$‘§ /1) i )qn -1 .

flontrons que

‘ . q
1im  (1+]f -iall (B¥ay Ly o g
B 400 n BY u n

Prenons le logarithme

y, = togl(1slle -ial,(Ehia) 2y

o v agltgmialy (a)

On sait que
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< vil
qn\ ﬂ fn"id“

B
par suite, yn«~7>0, ce qui prouve gue

1 )qn

(1+f£ 1) (L) 4 —_—1,

et on en déduit que ”gn'(o)uidﬁ~m-? 0, guand n—3+c0 , On a
déja vu que gn(O) tend vers 0, quand n-——»+w , D'apreés la
prdposition 1.2.2, cela entraine que g,converge vers 1'identité
quand n-— +o0 ., Nous avons trouvé une contradiction, la propo=-

sition est démontrée.

Théoréme 1.3.6, - Soit D un domaine borné d'un espace de

Banach complexe E. Soit a un point de D et soit B une boule
complétement intérieure & D. Alors il existe un voisinage
ouvert U du point a dans D et une constante K> O tels que, pour

tout point b de U, pour tout £& H(D,D), on ait
[£-1dfl € K sup(lf£(b)=b|l,[l£* (b)-ia]) .

Démonstration., - Nous allons commencer par démontrer le

théoréme dans le cas ol B est une boule de centre a. Soit done
B une boule de centre a et de¢ rayon r, complétement intérieure
4 D, On sait d'aprés la proposition 1.%.4 qu'il existe une

constante K, telle gue, pour tout f€ H(D,D), on ait

le-ia] 4 € ¥, sup(Hf(a)~aH,8f’(a)¥idﬂ) »

I1 suffit donc de démontrer qu'il existe une constante k:) 0

et un voisinage ouvert U de a tels que, pour tout bec U, pouf

tout £&€H(D,D), on ait
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~sup([[£(v)-bfl,[|£ (b)-1d]) > X sup([£(a)-alf,[l£' (2)-1a]))

Soit By une boule de centre a et de rayon ry {r. D'aprés

I£-1dall,

0F, :imlipschitzien sur By. On

le lemme 1.1.7, (f-id) est [

déduit de la proposition 1.3.4 que (f-id) est

K ¢
[r-gl 8uP(Hf(a)“*aHfﬁf'(a)—idﬁi]- lipschitzien sur B;. Par sui-

te, on &, pour tout b€ 3By, pour tout f€ H(D,D) :

[[£(0)-b|[ Z[I£(a)-a|/- rfgl sup(| £(a)-al, [|£'@)-1al) o-all.  (3)

A 1'aide du lemme 1.1.7 et de 1la proposition 1.3%.4, on
montre de méme que (f-id)' est
4K, ,
z--7§ sup(”f(a)»a“,”f'(a)-id”i}wlipschitzien sur By. On
r-r
1

en déduit que, pour tout bEB,, pour tout fc H(D,D), on a :

£ (6)~ia[ Y (a)~ia] - -i§9—§ sup(]|£(a)-al[,][£* (a)-1a) o-af. (4)

(r—r1
En regroupant (3) et (4), on trouve que, pour tout bE By,
pour tout fé&€ H(D,D), on a :

sup ({[£(0)=bll, [[£* (b)~1dl[) >

K

‘ 4K
> sup(flz(a)-af,li£* (a)-idlf) (1 - (=2 + —2=)liv-5) .
r-14 (r-rl)

soit un nombre réel strictement positif, inférieur & rys
et tel que
K 4K 1

( —2 4 0 3 y P < e .
r-ry (r-rl)“ 2

Seit U la boule de centre a et de rayon(3. On a, pour tout b
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€ U, pour tout f&H(D,D) :

I\g}l»-'

sup([[£(v)-bff, |le* (v)-iaf}) sup(l[f(a)=-al,|£* (a)-idf]).

On en déduit que, pour tout b&7U, pour tout f& H(D,D), on a :
{{f.-ia{jB L2k sup([[£(b)=b[, [[£* (b)=3a[) ,

ce qui démontre le théoréme dans le cas particulier ol B est

une boule de centre a complétement intérieure a D.

Soit maintenant B une boule complétement intérieure & D,
de centre c. D'aprés'le lemme 1.1.5,; on peut trouver une suite
finie Bl,...,Bn‘de boules complétement intérieures & D, de cen-

= ¢, B, = B,et que, pour

tres al,‘..,an, telles que a; = a, a n

n
. . . . 0
tout i, 2<£i¢n, a, appartienne & B; ;.
D'aprés le résultat que nous venons de démontrer, il exis-
te un voisinage U de a dans D et un constante Kl> 0 tels que,

pour tout b& U, pour tout f€&H(D,D), on ait
“fwid”Bl < Ky sup(f|£(b)-b[[, [[£* (b)-1d] ).

Comme a, appartient & gl’ dtaprés le lemme 1.1.6,1i1 existe une

constante k, telle que, pour tout f£€H(D,D), on ait
sup([[£(a;)-a, [l [1£' (a5)-1all) < X || £-iafly

D'aprés la proposition 1.%.4, il existe une constante K2 telle

que, pour tout f£¢€ H(D,D), on ait :
HfuidﬂBz < K, sup({if(ag)-az{(,uf*(ag).-id[[).

et CO G...l'.‘.......0“0..‘..'.0..."..._.D..O“.'.‘..ﬁ..l. *

On trbuve finalement que, pour tout b€ U, pour tout f
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& H(D,D), on a :
(ff-—idﬁB £ L sup({{f(b)-b};,[{f*(b)-id{/) R

et le théoréme est démontré.

On déduit du théoréme 1.%.6 les corollaires suivants .

Corollaire 1.3.7. ~ Soit D un domaine borné d'un espace

de Banach complexe E. Soient B, et B, deux boules compléetement

1 2
intérieures 3 D. Alors il existe une constante K telle que, pour
tout £€H(D,D), on ait

waiﬁntg K”f-»id”Bl .

Corollaire 1.3.8, - Soit D un domaine borné d'un espace

complexe E. Pour tout élément (a,b) du produit DxD, il existe

une constante K(a,b) telle que, pour tout £& H(D,D), on ait
sup([[£(v)-bl,[£' (b)-id][) { K(a,D) sup( [If(a)-all,l[f* (a)=-id]).
De plus, K(a,b) est localement borné sur DxD .

Nous aurons également besoin d'un théoréme qui nous permet-
te de comparer, pour deux automorphismes f et g de D,Hf-gHB
et sup(||£(a)-g(a)l, ]| (a)-g'(a)l]). Pour cela, il nous faudra
supposer que f(a) et g(a) ne se rapprochent pas trop du bord
de D. Donnons d'abord une définition.

Définition., - Soit D un domaine borné d'un espace de Ba=-

nach complexe E. Soit a un point de D et soit A un sous-ensemble

de D. On définit

6a,4(D) ={ T €G(D)] 2(a)€ 4}.
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Proposition 1.3%3.9, ~ Soit D un domaine borné d'un espace

de Banach complexe E. Soit a un point de D et soit A un sous-

ensemble convexe complétement intérieur & D. Enfin, soit B une
boule compleéetement intérieure & D. Alors il existe un voisinage
U de a dans D et une constante K tels gque, pour tout b&U, pour

tout feGa,A(D)’ pour tout géi}a’A(D), on ait :

et - 1ally € K sup(f£(v)-g(®l,[I£* (0)-g" (I .

Démonstration., -~ Compte tenu du théoréme 1.%.6, il suffit

de démontrer qu'il existe un voisinage Uy de a dans D et une
constante K, tels que, pour tout beU,, pour tout fe;Ga’A(D),
pour tout gé&G, A(D)’ on ait :

b 4

sup([lg™ Yo £(b)=b ||, [(g™e £) ' (v)-ial])
< 1y sup(lie(e)-g(o), lig* (0)=g* (W) .

On sait que tout automorphisme h&€G(D) est k-lipschitzien
sur un vqisinage V du point a ; on peut donc choisir un voisie.
nage U; de a et un sous-ensemble convexe A', complétement inté-
rieur &4 D et contenant A, tels que, pour tout béEUl, pour tout
féiGa’A(D), f(b) appartienne & A'.

Soit bEU,, et soient f et g deux é1léments de Ga,A(D)‘
Etudions d'abord Hg'l(f(b)) - bf = N gnl(f(bj)~8"l(8(b))”‘

f(v) et g(v) appartiennent & A'. D'autre part, d'aprés le lemme
1.1.7, tout automorphisme h&€G(D) est k,-lipschitzien sur A'.

On a donc :

fle™(2(0))-b]| ¢ Xy || £(0)=g(D)]] -



10350

Etudions maintenant ||(g™% £) (b)-id|f .
(s7tof) (0) = (g71)' (£(b))etr (b) .
lg™e )" (0)-1a ] = |[ (1) (£(0) ot (b)-14]
CED (et ()= (5(b))ot ()]
+ ﬂ(g‘15'<g<b>)of'<b> - ia .
< e - o] e @)l
(g™ (g(0))orr ()-(g™H)  (g(0))egt (W)
car on sait que
(67 (g(0)) = [g" (g7 (s()))] ™ = [& (v]] 7 .
Donc,
(el )" (m)-1a(] <™ (£e))-(a™1) (go)] [I£* (v)]]
+ 1™ (sl fl£5 (v)-g* (0)]f

D'aprés le lemme 1.1.7, il existe une constante M telle
que, pour tout h€G(D), pour tout x&A', “h'(x)ug M. Dtautre
part, d'aprés le lemme 1,1.7, il existe une constante k2 telle
que, pour tout h&G(D), h' soit k,~lipschitzien sur A'. On trou~

ve finalement :
(e £)" (b)-1a]|  mi, || £(0)-g(v)]| + 2 [[£* (b)-g* (0)]]
M+ sup(f[£(0)-g (), [[£ (b)-g" (0)]]).

Soit K; = sup(ky,li(k,+1). Ona : Vbeu,, Vreg, ,(D),
Vgea, ,(D),
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sup(f[(g™ e £) () =bf, [[(g™% £) ' (0)-1al])

£ &y sup(le(0)-g(0)f, l1£ (0)=g* (B)]])

et ceci démontre la proposition.

Proposition 1,3.10. - Soit D un domaine borné d'un espace

de Banach complexe E. Soit B une boule compléetement intérieure
a D, Alors il existe une constante X telle que, pour tout f &€

G(D), pour tout g&G(D), on ait

Iz - el < K|lg%o £ - idlly

Démonstration, ~ Soit r le rayon de B. Soit B; une boule
complétement intérieure & D, concentrique & B, de rayon rlj>r,
I1 nous faut distingﬁer deux cas :

a) Pour tout x€B, (g“%:f)(x)éEBl. Dtaprés le lemme 1.1.7,
il existe une conétante'kl telle que tout élément he H(D,D)

soit k;-lipschitzien sur B;. On en déduit

le-tll5 = [ s-go(c7% )|z < Xy |[s™ o 21l

b) Il existe xE3B, tel que (g™% £)(x)4B;. I1 suffit de
choisir une‘constante k2 assez grande pour que
e o5l €32 270
| Soit K = sup(kl,k2). On a, pour tout feG(D), pour tout
g €G(D)

Hfug”B <K Ug o f - 1d”

On déduit des propositions 1.3.9 et 1.3.10 le théoréme

suivant.
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Théoréme 1.%,11, - Soit D un domaine borné d'un espace de
Banach complexe E. Soit}a un point de D, et soit A un sous~ensem-
ble convexe de D complétement intérieur & D. Enfin, soit B une
boule complétement intérieure & D. Alors il existe un voisinage
ouvert U de a dans D et une constante K tels que, pour tout b&E

U, pour tout féEGa’A(D), pour tout gEEGa’A(D), on ait :

ie-elly < & suClieo)-g)] [ £ (0)-g" (W)

Corollaire 1.3.12, - Soit D un domaine borné d'un espace

de Banach complexe. Soit & un point de D, et soit A un sous-
ensemble convexe complétement intérieur & D. Alors les trois
structures uniformes suivantes coincident sur Ga,A(D) :
- la structure uniforme de la convergenéé uniforme locale,
- la structure uniforme définie par la distance |
a,(£,8) = sup([[£(a)-g(a), £ (a)-g' (a)]) »
- la structure uniforme gauche.

Démonstration. - Le fait que la structure uniforme gauche

est plus fine que la structure uniforme de la convergence uni-
forme locale découle de la proposition 1.3.10, le fait que la
structure uniforme de la convergence uniforme locale est plus
fine que la structure uniforme définie par 4, résulﬁe des majo-
rations de Cauchy. Enfin, la proposition 1.3.9 montre que, sur‘
Ga,A(D)’ la structure uniforme définie par d, est plus fine que

la structure uniforme gauche. Le corollaire est démontré.

Corollaire 1.3.13%, ~ Soit a un point de D. L'image de G(D)

par \fa :
¢(D)———>DxGL(E)

f—  5(£(a),f'(a))
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est un fermé de DxL(E,E).

Démonstration. - Si fn(a)-;9b€ED,_fn'(a)~—~7>géEL(E;E):

on en déduit Que f, est une suite de Cauchy pour d,, et comme
il existe un sous-cnsemble convexe A compléetement intérieur 2
D, tel que les fn’ pour n assez grand, appartiennent & Ga,A(D)’
on déduit du corollaire 1.3.12 et de la proposition 1.1.9 qu'il

existe fEG(D) tel que lim fn = £, Le corollaire est démontré,

La comparaison de la structure uniforme de la convergence
uniforme locale et de la structure uniforme droite est plus
délicate. Nous n'aurons pas besoin dans la suite d'un tel théo-
réme de comparaison. Signalons toutefois la

Proposition 1.%3.14. — Soit D un domaine borné d'un espace

de Banach complexe E. Soit a un point de D, et soit A la réu-
nion d'un nombre fini de boules complétement intérieures & D.
Alors, la structure uniforme droite et la structure uniforme -

de la convergence uniforme locale coIncident sur

fr€e() | £(a)€a, t7H(a)E AL,
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CHAPITRE II

L'algébre de Lie des transformations

infinitésimales d'un domaine borné D.

Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E.
A tout groupe & un parametre réel d'automorphismes analytiques
de D, est associé un champ holomorphe Yj de vecteurs tangents
a D, et on dit que Y est la transformation infinitdsimale
associée au groupe & un paramétre considéré. Soit G(D) 1l'ensem=-
ble de ces transformations infinitésimales. Nous montrerons que
G(D) est muni d'une fagon naturelle d'une structure d'algébre
de Lie normable réelle.

Dans la deuxieme partie, nous montrerons gque toute trans-
formation infinitésimale W/éEQ(D) est caractérisde par sa va-
leur en un point a de D, et sa dérivée en ce point., Enfin, nous
donnerons une condition (nécessaire et) suffisante pour gue,
étant donnés un point a&D,bsE, et g&L(E,E), il existe une
transformation infinitésimale ‘VéEQ(D) telle que Y(a) = b,
VYi(a) = g.

Dans la troisiéme partie, nous considérerons le groupus—
cule de Lie G associé & G(D). Nous montrerons gue G est le plus
grand groupuscule de Lie contenu dans le groupe G(D) des auto-

morphismes analytiques de D,et que l'application

GxD———>D
(gyx)—— g.x
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est analytique par rapport & l'ensemble des variables.

Enfin, dans la quatriéme partie, nous étudierons des exem=
ples. Ces exemples montreront en particulier que, si D est un
domaine borné d'un espace de Banach complexe, G(D) n'est pas
en général un groupe de Lie ; le théoréme démontré par H. Cartan
([9], p. 50, thdordéme 13) en dimension finie ne se généralise

pas en dimension infinie.

2,1, -~ Construction de 1l'algébre de Lie des transformations

infinitédsimales de D.

Commencgons par montrer le

Lemme 2.1.1. ~ Soit D un domaine borné d'un espace de Ba-

nach complexe E. Soit I un ensemble d'indices, muni d'un filtre

F. Soient <fi)ié€I des éléments de G(D), tels que lim fi = id.

Soient (ki) des nombres réels, et soit

ield

Supposons qu'il existe une boule B complétement intérieure &
D, et une fonction holomorphe Y sur Bo’ telles que W& conver-
ge vers Y selon F uniformément sur Bé. Alors il existe une
fonctién holomorphe qg sur D, prolongeant ‘V, telle que, pour
toute boule B complétement intérieure & D, W& converge vers

8%
¥ selon F uniformément sur B.

Démonstration. -~ Soit B une boule complétement intérieure

4 D. Par un raisonnement de connexité, on peut construire une

suite finie Bj (3 = 1,...,n) de boules ouvertes complétement
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n
intérieures & D, telles que U = ! l Bj soit connexe, contienne
J=1

B et que B soit completement intérieure & U. Quitte & rape-

O’

tisser BO, on peut toujours supposer que H‘V%3 <+*W. On en
)

déduit 1l'existence d'une constante M <+, et d'un élément F

de F tels que, pour tout i€F, on ait :
[, (fi-—id)”Bo { M.

Pour chacune des boules Bj’ il existe d'aprés le corollaire

1.%.7 une constante Kj telle que, pour tout i €I,
les-1alls, ¥y Jfeg-ially
3 o
et par suite, pour tout i&€TF,
lf\l’iHBj §¢ “\Fi“BO IS

Ia famille des fonctions l}f; = k; (fi“idi]iéIF est uniformé-
ment bornde sur U. Dtaprés la proposition 1.1.3%, le fait que
les (\Vi)iEEI forment un filtre de Cauchy pour la structure
uniforme de la convergence uniforme sur BO entraine que les
(\f/i)iéI forment un filtre de Cauchy pour la structure unifor-
me de la convergence uniforme sur toute boule B complétement

intérieure 4 U, et le lemme s'en déduit facilement.

Définition 2.1.2. - Soit D un domaine borné d'un espace de

Banach complexe E. On dit qu'un homomorphisme \P du groupe
additif R dans le groupe G(D) est un groupe & un paramétre

d'automorphismes de D si 1l'application

BxD ———D
(tyx)—f(t).x
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est analytique par rapport & l'ensemble des variables.

Proposition et définition 2.1.%., - Soit D un domaine borné

d'un espace de Banach complexe E, et soit Y : R——>G(D) un

groupe & un parametre d'automorphismes analytiques de D. Alors

Yie).x - 3
Yoy = 2E (t #0)
t

tend uniformément sur toute boule B complétement intdérieure &

D, lorsque t tend vers O, vers une fonction holcmorphe \V,sur

D & valeurs dans E. On dit que Y est 1la transformation infi-

nitésimale associde au groupe & un paramétre .
Réciproquement, t >3 ¥Y(t).x est la solution de 1'équation

différentielle

EX Yix)

prenant pour t = O la valeur x.

Démonstration. = Soit (t,x)——f(t,x) = ‘P(t).x.‘D'aprés

la daéfinition de ¥, on a :
?
#j(x) 2t £(0,x).

Soit XOGED. Montrons qu'il existe une boule By de centre Xy
complétement intérieure & D, telle que ‘Vﬁ converge vers Y uni-
formément sur B, .

Choisissons un nombre réel ﬂT7O et une boule Bo de centre

0f
%

par une constante M sur [}ﬁsﬁ]XBo. D'aprés la formule de Taylor,

soit borné

X, complétement intérieure & D, tels gue

on a,pour.tout xEB_, pour tout [ti(q :
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i p 2 2o
| 2(t,x)-£(0,m)-t 2£ (0,5 < ‘g* U ;tgf}wmx% :

Par suite, pour tout x &B_, pour tout t é[»7,+7ﬂ, on a :
u\}/t(x) - \V(X)”\<M l’%‘L’ ’

ce gui prouve gue “Vt converge vers qjuniformément sur Bo’
On déduit du lemme 2.1,1 que Y, converge vers Y unifor-
mément sur toute boule B compléetement intérieure & D. La limite

Y est une fonctiom holomorphe sur D tout entier.

Réciproquement,; en utilisant les propriétés de l'homomor-
phisme ¥, et compte tenu des théorémes d'existence et d'unicité
des solutions des équations différentielles (voir par exemple

[13], P 118); on vérifie facilement que
t—Y(t).x

est la solution de l'équation différentielle
%—%‘- = V(x)

prenant pour t = 0 la valeur x.

QoE.D0

Remaraue. - Il serait plus correct de considérer les trans-
formations infinitésimales YV comme des sections du fibré tan-
gent T(D) de D. Comme T(D) est trivial, l'espace des seétions
holomorphés du fibré tangent s'identifie a l'espaée des appli-
cations holomorphes de D dans E, et ceci justifie nos considé-

rations,

Soit 6{(D) 1l'ensemble des transformations infinitésimales
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de D, associédes & tous les groupes & un parametre d'automor-
phismes de D. Nous allons montrer que G{D) a une structure
d'algebre de Lie normable éompléte (au sens de Bourbaki [53,
chapitre 3). Pour commencer, nous allons montrer uﬁe Proposi-
tion qui nous permettra de construire des transformations infi-

nitésimales WY& G(D), & partir 4'éléments du groupe G(D).

Proposition 2,1.4. -~ Soit D un domaine borné d'un espace

de Banach complexe E. Soit (fk)kem une suite d'éléments de G(D)
convergeant vers la transformation idéntiQue. Soient ny des

nombres entiers, et soit
‘Vk = n, (£, -id) .

Supposons;quek\yg converge vers une fonction holomorphe Y uni-
formément sur toute boule B complétement intérieure a D. Alors
Y€ o).

(Remarquons tout de suite que, d'apres le lemme 2,1.1,
pour que *L converge vers Y uniformément sur toute boule B
complétement intérieure & D, il suffit de vérifier qu'il existe
une boule B, complétement intérieure & D telle que \Vk““"“9 v

uniformément sur BO).

Démonstration (d'apreés [3}5 p. 27). - Considérons 1'équa-

tion diffédrentielle

D'aprés les théorémes classiques sur les équations différen-
tielles (voir par exemple f}}]), on sait qu'il existe un voisi-

nage U de {0jxD dans RxD, et une application analytique
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telle que, pour tout x€&€D, l'application
t—>F(t,x)

soit la solution de 1'équation différentielle

ax. _
prenant pour t = O la valeur x. De plus, pour tous les x&D,

tER, t'€éR, tels gue les deux expressions f(t+t',x) et

f(t,f(t',x)) soient définies, on a 1l'égalité :
flt+tt,x) = £(t,f(t',x)).

Soit x €D, et soit Ix{L un voisinage ouvert de (O,xo)
contenu dans U, Montrons que, pour tout t €I, positif, assez

proche de O, l'application

2 —>D
X > £(t,x)

se prolonge en un automorphisme analytique de D. Pour cela, il
suffit de démontrer qu'il existe une boule B de centre X,» coOm-
plétement intérieure & {1, et une suite d'éléments (gk)kéiw de
G(D), tels que g, converge vers f(t,.) uniformément sur B. En

effet, comme f(I x{fl) est contenu dans D , lim gk(xo) = f(t,xo)
K —>00

appartient 4 D, et d'aprés la proposition 1.1.9, ceci entraine
que g, converge Vers un élément goéEG(D), et que g, prolonge

£f(t,.) en un automorphisme de D.
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Soit donc tonI, to> 0, et soit Qe la partie entiére de
: U
nkto’ Soit g = fk . Bnfin, soit Bl une boule de centre X,

complétement intérieure & (L. On sait que

8]

| = (f(éi")"m) - ¥ Ugl——% 0,
et que |
o (£-10) - \P}}Bl-m—-—a 0.

On en déduit que

A to % .
qk t t n
i ot .0 - - ok 3

On trouve finalement :

Hf(%i,.) - fkugl £ éﬁ , avec i%fém> ek = 0,

Si to est assez petit, on peut trouver une boule B de cen~
tre x, complétement intérieure & JfL, telle que

-¥xes, Vi, 04t {t , £(t,x)E€ B ;

-VxeB, Vk assez grand, Yq, 0<qgq fkq(x) €By .

D'aprés les majorations de Cauchy, il existe une constante
K telle que Y soit K~lipschitzien sur By. On déduit des théo-
rémes classiques sur les équations différentielles que, pour

tout x€3B;, pour tout yeB,;, pour tout t €I(x)NI(y), on a :

et - 2l & 1 x -y

(I{x) désigne le plus grand intervalle ouvert contenant 0 et

contenu dans {t&tﬁ {f(_t,x)éBl ).
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Soit x€3B, et soit qéqk. On a

tO :
£(a g;;x) - £, x|
t t t _
G ettan) g2 - 232 8,97 60)|

t | ‘
i LEnE A COPIEE N E I OO

p; q-1 E
K £ -1 -“, - f .
{ exn(x2ly Je((a-) Tor %) ol + 5
Tous calculs faits, on trouve :
. &
Ay 9y 9 ~x It i
=20 - 5 I < L€ 2

On en déduit l'existence d'une constante Kl telle que

”f(to“) - fquns Ky &

ESN

ce qui prouve que g, = f, © converge vers £(t ) uniformdément

o**
sur B. On peut donc prolonger f en un morceau F de groupe a un

paramétre d'automorphismes de D

IxD———>D
(t,X)k~ww}F(t,X),

On vérifie facilement que F est analytique par rapport & l'en-
semble des variables, et qgue F se prolonge en un groupe a un

paramétre d'automorphismes de D.

Q.E.D,

Nous pouvons maintenant démontrer la

Proposition 2.1.5, - G(D) est un espace vectoriel réel.

Démonstration. -~ Il nous faut montrer que, si les
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*

transformations infinitésimales \Fl et %} appartiennent & G(D),
et si a; et aé sont deux nombres réels, alors al\y‘ \V
appartient & G(D).

Soient (t,x)&-m9fl(t,x) le groupe & un paramétre réel
associé & \fa, et (t,x)kmmuéfg(t,x) le groupe & un-paramétré

réel associdé & V’. Soit
f(t,X) = fl(ait’ f2(32t9x))-

Pour tout tE€R, X ;——>f(t,x) est un automorphisme analytique de
D. Soient fk = £(1/k,.), nk = k. Posons

Yy =k (£, - 1d).

Soit‘xoéib° On peut choisir une boule B de centre Xy comm
plétement intérieure & D telle gue, pour tout x €B, pour tout

tEfR, on ait :

£, (trx)-x-t Y ()] LJt] . €,(¢) , avee i € () = o.
De méme,
”fz(t,x)~xmt V;(x)“ £ 1t 2(t) , avec linm Eg(t) = 0,

t—0

En composant les développements limités,konftrouve :
Hfl(alt,fé(agt,x))mfé(agt,x)»alt.\Vl(f2(a2t,x))ué lajt] €1(ajt),
[, (ayt, £o(a,t,%) ) -x-a,t.Y 5 (x)-a;t. V] (£5(at,x))]]

5; ‘alt(, gl(alt)+!a2t(. €,(ayt)

On sait d'autre part qu'il existe une constante K telle que
*jl soit K-lipschitzienne sur B. On en ddduit que, pour tout

x €B, pour tout t€ER, on a :
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| “f(t,x)~x~(al\Pi(X)*82 *%(x)).t!(.éég(t)({alt{+}82tf) s
avec lim EB(t) = 0,
t 0
ce qui montre que\“:k converge vers al‘P1+a2 Yé uniformément sur
B. D'aprés la proposition 2.1.4, ceci entraine que al\V1+a2 %%
appartient & G(D), et la proposition est démontrée.

Proposition 2.,1.6. - Soient %E et *% deux éléments de

a(D). Alors le crochet [f?l,"fgilappartient a g(D).

Démonstration, - Soient \Vl et *}(EQ(D).‘Soit (tyx)—>

fl(t,x) (resp. (t,x)—~—>f2(t,x)) le groupe & un paramdtre rdel

associé a \Vl (resp. *E). Considérons
f(tyx) = fz(tyfl(_tsfg("t’fl(“"t:x)))):

et soit

¥, = x? (£(-3=,.) - id).

Un calcul de développements limités montre gue, si X, est un

point de D et si B est une boule complétement intérieure 2 D
o \Vk(x) converge vers ?%'(x).‘?&(x)— Yi'(x).‘y2(x)

uniformément sur B, D'aprés [4], chapitre 8, p. 17, ceci est

de centre x
exactement la valeur du crochet [ﬁyl,,?éj. On d4éduit de la pro-
position 2.1.4 que [}Pl’ Y;];appartient a g(D).

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme suivant.

Théordme 2.1.7. - Soit D un domaine borné d'un espace de

Banach complexe. Soient Bl et B, deux boules complétement inté-

rieures & D. ILes normes{[;HB et H‘HB7 sont des normes équiva-

1
lentes sur G(D). Ces normes font de 1l'espace vectoriel réel
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G(D) muni du crochet de deux champs de vecteurs une algébre de
Lie réelle normable compléte (au sens de Bourbaki[:sj, chapi-
tre 3).

Démonstration. - Soient B, et B, deux boules completement

intérieures & D. Montrons que les deux normes U.” et ”.(
, By

sont équivalentes sur G(D). D'aprés le corollaire 1.3.7, on

b,

sait gqu'il existe une constante K telle que, pour tout f€G(D),
on ait
It - id”Bl < Kf - id[}Bz .

si ¥V est un d1dément de'g(D), on peut trouver une suite d'auto-
morphismes kaZG(D) convergeant vers 1l'identité, et des entiers

nys tels que

\Pk = ny (fk - id)

converge vers ¥V uniformément sur toute boule B complétement
intérieure & D. (Il suffit de prendre f, = f%,(l/k,.), oﬁ'ﬁy
est le groupe & un paramdtre associé & ¥, et ny = k). On a

alors, pour tout k€W :
“fk - id“Bi < K{!fk - id”BZ s
ce qui entraine

”\PkﬂBl (K “\‘)k”Bz .

On en déduit par passage & la limite que

¥, < x (1Y, .

On peut montrer de méme qu'il existe une constante K' telle que
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“\?H321< K'IIW”Bl. Les deux normes “.HBl et ”'”32 sont bien

équivalentes.

" Sur la forme du crochet [}{, YC]= D_Y - QP ¥, il est

clair que le crochet est une application?bilinéaire continue de
g(D)xa(D) dans G(D).
I1 nous reste & démontrer que G(D), muni de la norme ”'“B’
(o B est une boule complétement intérieure & D), est complet.
Soit (ij)kéim une suite de Cauchy formé d'éléments de
G(D). Il existe une application analytique Y € H(D,E), telle

que V= 1im \}jk, et il nous faut montrer que YEG(D).
K>+

Considérons la suite de transformations fj = fq, (1/k,.)y
K ;

(o fq, est le groupe & un paraméetre associé & la transforma-
k

tion infinitésimale WJK). Soit B une boule complétement inté-
rieure & D. Du fait que les \Vk sont uniformément bornés sur B,

on déduit que les f, convergent vers 1'identité. Soit
0, = x (£, - 1a).

lhﬂX%%“%"$%h)”éi?'téf&aﬂj

Dtapreés la formule de Taylor, on a, pour tout xX€B :
Le calcul montre que

2
|5 e
3t2 gl
e

\f/
| __5:_2_1&.(1;,;{) = \Pk‘(f\{Jk(t’X))‘\f}k(f\*}k(t,X)).

On peut trouver une boule B, complétement intérieure & D con-

centrique & B, telle que, pour tout k assez grand, pour tout

t €[0,1/x], pour tout x€ B, f\fj (t,x)& By. Du fait que les
k

%)k sont uniformément bornés sur toute boule complétement
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intérieure & D, on ddduit qu'il existe une constante M telle

gue, pour tout k, pour tout xEEBl, on ait :

”\I’k' (%) ¥ (x)]] € .
Par suite, pour tout k assez grand, pour tout x€ B, on a :

(e =x) = =¥l < Ly

On en déduit que Qk converge vers YV uniformément sur B, et
d'aprées la proposition 2.1.4, cela entraine que\f € g(D). Ceci

achéve la démonstration du théoreéme,

2.2. =~ Quelques propriétés de l'algébre de Lie G(D).

Nous aurons beSoin dans la suite d'autres résultats sur
i‘algébre de Lie G(D), et nous allons les démontrer dans ce
paragrarhe,

Lemme 2.2.1, = Soit D un domaine borné d'un espace de Ba-

nach complexe E. Soit a un point de D, et soit B une boule com-
plétement intérieure & D. Alors il existe une constante K telle

que, pour tout Y& (D), on ait :
IV, < x supClY @)L (¥ @)

Démonstration. — Soit¥ € G(D). On peut trouver une suite

£y d'é1éments de G(D), et une suite d'entiers n, , tels que ‘V£
= ny (fkmid) converge vers V' uniformément sur toute boule com~
plétement intérieure & D, (D'aprés la proposition 2,1.3%, il
suffit de prendre £y = f¥/(l/k,.), oh-f?, est le groupe & un

paramétre associé & Y, et n, = k).
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Soit B une boule compleéetement intérieure & D. D'apreés 1le
théoréme 1.%,6, il existe une constante X telle que, pour tout

kEWN, on ait

£ -ially <& sup(lf (a)-all, £, ' (a)-idl) ,

et par suite

lny (£ -10)ll5 < K sup(l|ny (£,.(a)-a)]s[[n, (£,' (a)-1)]) .

On sait que ‘f£ = ny (fk—id) converge vers V' uniformément
sur toute boule compleétement intérieure & D, Cela entraine que
?%(a)~+——a*%a), et que ‘f&‘(a)***?‘y'(a). Par passage & la

limite, on trouve :

MWl < x supCll ¥, ¥ (@) ,

et le lemme est démontréd.

On en déduit le théoréme 2.2.2 qui est l'analogue pour

l'algebre de Lie du théoréme 1.2.3%.

Théoréme 2.2.2. - Soit D un domaine borné d'un espace de

Banach complexe E. Soit a un point de D. L'application R-linéai-

re continue 69&

6 |
G(D)———> ExL(E,E)
\fJ — (Y(a), ¥'(a))

est injective, et induit un isomorphisme dfespaces de Banach
de G(D) sur son image GL(Q(D)).

Démonstration. - Soit B une boule complétement intérieure

4 D. Le fait qu'il existe une constante X telle que, pour tout
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Ve g_(h), on ait

Wl < % supdiY (@)l [ ()il

montre que, si \V(a) =0, ¥Y'(a) = 0, alors H*WE = 0, et par
suite, Y = o. L'application @a est injective. L'inégalité que
nous venons d'écrire prouve justement que'l‘applicatioh réci-

proque est aussi continue.

Remarquons que le corollaire 1.%.7 et le lemme 1.3.1 entrai-

nent 1l'énoncé suivant

Lemme 2.,2,.%3, - Soit D un domaine borné 4d'un espace de Ba-

nach complexe E, et soit B une boule complétement intérieure 2
D. Alors il existe une constante K telle que, pour tout f €
H(D,D), pour tout gEN™, on ait :

letasa)-az-sa)ly <Ko ( owp ll£*-1ally) Ne-1ally -

Nous allons utiliser ce lemme dans la démonstration du

Théoréme 2.2,4, - Soit D un domaine borné d'un espace de

Banach complexe E, et soit a un point de D, Soit (fk)ketN une
suite d'éléments de 6(D), convergeant vers la transformation

identique. Soit

‘Vk.-z, ok (£,-1d) .

Supposons gque Vk(a)_..-_-—-ebéE,
k—> +o°
Y, ' (a) T2 8€L(EE).

Alors ‘Vk converge sur toute boule B complétement intérieure &

D vers une transformation infinitésimale WYEG(D), telle que
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Y(a) = v, ¥'(a) = g.

Démonstration. - Pour montrer le théoréme, compte tenu du

lemme 2,1.1 et de la proposition 2.1.4, il suffit de démontrer
qu'il existe une boule B complétement intérieure & D telle que
#}kiB soit une suite de Cauchy pour la structure uniforme de la

convergence uniforme sur B.

Soit B une boule de centre a, complétement intérieure a

D. Soit Ek = zgi ¥~ Yillge I1 nous faut montrer que
4

lim Ek = 0,
K —>+9

Pour mg,k, on a :

‘ -k -X
*Pm - \Pk = Zm(fm—id) - zk(fmgm -id) + 2k(fm2m -,
d'ou
-k
[Yao - Pl < 2l Xgmiar-e,” -0l

(1)
-k
+ 25 fm'?m .

a) Etudions d'abord le premier terme du second membre.
D'apres le lemme 2.2.3, il existe une constante Kl telle que

-k
”2m"k(fm-i&)-(fm2m i)y

-k i _

5; Ky o™ (." sup . “fml_ld”B) ”fm-ld”B. (2)
1‘“1’..5, “'1

I1 nous faut trouver des majoratidns des termes du second

facteur.

D'aprés le théoreme 1.3.6, il existe une constante K,

telle‘que‘
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[ta-tally < K, sup(liz,(a)-afl £, (a)-1a]) .

Du fait que ”2m(fm(é)~a)” et ”2m(fm’(a)mid)ﬂ sont bornés, on

déduit l'existence d'une constante M, telle que

‘ M
. 1
ey - 16y < —- .

2
Etudions maintenant sup Hfml—idHB . Soit
i=1,...,29751
‘ M, = sup ”x~y”, et appliquons & nouveau le lemme 2.2.3., On
X€D,yeD

a, pour tout m, pour tout i€ N¥*
/{(fml-id)-i(fm-id’)”:gg Ky i (  sup ll2,2-1ally) llg,-1all5 -
v J=lyee.yi=-1
On en déduit
£, -1afly <1 Mg -sally (1+5;  sup (£ 3-1a(lp)
j=l, . ..yi-l
i g -1ally (14K M,)

. Ml ;
i " (1+K,M,) .
Par suite,
. M., (1+K.M,)
sup ‘“fm;"id”B <l 1 oK 1.2 .

i:]-’ ’ e .,Zm-k"‘l
Reportons ces valeurs dans (2). On trouve l'existence
d'une constante K5 telle que

| ~k K
2| k(e a)-(2 2 ~ia)g & —- .

b) Etudions maintenant le second terme du second membre
de (1). Pour cela, étudions d'abord

m-x - m

-k ,
[£.2 (@) - g@) et [l£,2 ' @) - g @ .
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On a
m-k ' m-k ‘
”fma (a)mfk(a)§[= ”(fm? (a)~a)~(fk(a)-a)u
. -k
<52 (e)-a) 22Kz () -a)]
+[ 2P (g, (a)-a) (2 (a)-a) || -
De méme,

-k t i ; 1~k t
l2,2 ) @)=t @] = [ ((£,2 ) ()-1a)-(£," (a)-10) |

m=-X

g, (@)-1a)-22F (2,1 (2)-10)

+ [Pk (g, (a)-1a)-(£," (a)-1d) |[.

On déduit du fait que a appartient 3 1'intérieur de B et des
majorations de Cauchy qu'il existe une constante K4 telle que

sup(”(fm (a)-a)-gm“k(fm(a)-a)”,

. -k
H((fm2m ) (2)-1a)-2""(£ 1 (a)-1a)])
1~k .
RO [ERART L CRTH N

et d'aprés le a),
s
{ X,

D'autre part, d'aprés l'hypothése du théoreme, il existe

LJ

une suite de nombres réels ’7k—%}0, telle gue, pour tout.mzyk,
sup([12%75(2_(a)-a)-(£, (a)-a)ll, [[2" (2, ' (a)-1d)-(£, " (a)-1d) )

e
= -
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En regroupant ces deux résultats, on trouve finalement :

m--X o

1 , KK
) (a)-2,. (a)]]) € ;11; <—§Ei +7,).

m

omek
sup([[£,°  (a)-t(a)]|s [l(£,°

Soit A un voisinage convexe de a, complétement intérieur
a D, I1 est clair que, pour tout k assez grand, fké;Ga A(D)'
. *
Des formules écrites ci-dessus, on déduit facilement que, pour

: : -k
ot . X
tout k assez grapd, pour tout mz;k, £, appartient & Ga,A(D)’

D'aprés le théoréme 1.3.11, il existe une constante KS telle que

. mek
” fm2 ”fk” B

m=-k

- R
é K5 Sup((lfmz (a)"fk(a)“’H(fmgm ) v(a)"‘fk’ (a)/]) ’

K. K.K
S B,y
S o UE Mk

En regroupant les résultats a) et b), on trouve :
. _ j 1
£y = swp [¥- Yyllp € SplE5+EsKKs) + Kg 7y
m}k 2
On a bien lin Ek = 0, et le théoréme est démontré.
K> +%0
Nous aurons également bésoin des deux résultats suivants.

Lemme 2,2.5. - Soit D un domaine borné d'un eSpace de Ba-

nach complexe E. Soit ¥ un é1lément de G(D) non identiquement
nul. Alors i¥ n'appartient pas & G(D).

Démonstration (d'aprés [6], p. 121), - Faisons la démons-

tration par l'absurde. Soit V¥ un élément de G(D) non identi-
quement nul, et supposons que iY € G(D).

Comme le crochet [9’,1\V] = 0, on sait que l'application
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B y6(D)

est un homomorphisme de groupe. Soit a un point de D, tel que
%’(a) # 0. L'application
¢
W.._._?D
tl+it2p~+5Y(ti,t2).a

est holomorphe, car on a, pourktout (tl,t2)€5£2 :

Oh Oh -
5, (tartp) = 1557 (10t5).

| 3h
Elle est non constante, car <y~ (0,0) # O, La fonction h serait
: 1

une fonction entiére bornée non constante. C'est impossible

d'apres le théoréme de Liouville, et le lemme est démontré.

Proposition 2.2.6. - Scit D un domaine borné, et soit £

€ (D). si Y est une transformation infinitésimale de D et si

le groupe & un paramétre associé est

(tsX)F*““*%'f%)(t,X) »

alors
(t,x)wf[f\ym,f"lcg)ﬂ

est un‘groupe 4 un paramétre d'automorphismes de D, et la trans-

formation infinitésimale associde est f.Y, ol
' — ¥ “"‘l . "1
£.¥(x) = £1(£7(x)). Y (£ (x)) .

De plus, l'application
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G(D) ——6L(G(D))
£ {Y —5 1.}

est un homomorphisme de groupe.

2.3. - Le plus grand groupuscule de Lie contenu dans G(D).

Nous allons construire maintenmant le plus grand groupus-
cule de Lie G contenu dans G(D). Commencons par le

Théoreme 2.3.1. - Soit D un domaine borné d'un espace de

Banach coamplexe E. Soit G(D)° l'algébre de Lie opposde & G(D),
et soit G le groupuscule de Lie associé & G(D)°. Alors, G agit

3 gauche sur D, et l'application

GxD—> D
(g, x)—>g.x

N,

est analytique par rapport & l'ensemble des variables.

Démonstration, - G(D)° est égale & G(D), munie du crochet

[x,y]° = [y,x] = - [x:¥7]. Soit G le groupuscule de Lie réel
défini par G(D)° (voir [ 5], chapitre 3, p. 168).

L'application qui, & un élément de G(D)°, associe le champ
de vecteufs tangents & D qui lui correspond est une loi d'opé-
ration infinitésimale & gauche de G(D)° dans D (au sens de
Bourbaki [5], chapitre 3, bp. 139).

D'aprés [5], chapitre 3, théoréme 6, p. 182, on en déduit
que tout poinﬁ xOéED possede un voisinage ouvert V tel qu'il
'existe un morceau de loi d?opération analytique & gauche de G

dans V, tel que la loi infinitésimale associée soit la loi
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donnde.

Pour tout g€G, l'application -

V————3D
X p———8.X

se prolonge en un automorphisme analytique de D tout entier.

On d4finit donc une application

GD ——> D
(g,x) l_‘*—_% g’x

qui est analytique sur un voisinége de {e}xD'danS»GxD.,(e ddsi-
gne 1'élément neutre de G).

Soit (go,xo)étiD. En écrivant

g.x = g. (g, te8)x

on montre facilement que l'application

(gyx)F—> g.x

est analytique au voisinage de.(go,xo). Elle est donc analytique

sur GXD tout entier. Le théoréme est démontré,

Pour continuer notre étude, nous avons besoin du lemme
suivant.

Lemme 2,3%.2. - Soit D un domaine borné, et soit B une

boule complétement intérieure & D. Soient u et v deux nombres
réels tels que 0 {udl{ v, Alors il existe une constante X}O,
telle que, pour tout Ye G(D), tel que H\VHB<X, on ait

u g, (1, 0-1afp & Wl v flgy, (1, 0-1a]p 5

(o £ désigne le groupe & un paramdtre associé a V).

Y
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Démonstration. -~ Choisissons une boule Bl complétement

intérieure 2 D, concentrigue & B, de rayon r, strictement supé-
rieur au rayon r de B. Soit & la constante Y 0 dont 1'existence
est assurée par la proposition 1.3.2. On montre facilement
l'existence d'une constante <¥7 O telle que lr¥”B<LJ' entraine
8By Myl <o
Soit g€ N*, On peut appliquer les résultats de la propo-

sition 1.%.2 & f (1/9s.). On trouve, pour tout g€N *:

A

u ”j’:‘\y (1, )-1d]ly  flalzy, (—%é-», D-id)flp K v “f,\;/ (1,.)-1d[5.

On sait que, quand g—>+o, q(f#,(l/q,.)~id) converge vers ¥
uniformément sur B. Par passage & la limite, on trouve’que,'

pour tout WEG(D) tel que [V L, ona :
u f}f\P (1,.)-1d[[; ﬂ"PHB v Hf\y (1,;)~ia(lB,
et le lemme est démontré.

Théordme 2.2.3. - L'application

GYD —————>D
(gsx—>g.x

dont nous avons montré l'existence dans le théoréme 2.3.1 défi-
nit un homomorphisme de groupuscule P de G dans 1le groupe G(D)
des automorphismés analytiques de D. Quitte & restreindre G, £
est un homéomorphisme de G sur son image P(G).

Nous identifierons G avec son image P(G), et nous dirons

que G est le plus grand groupuscule de Lie contenu dans G(D).

Démonstration, -~ Soit B une boule complétement intérieure
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& D. Un systéme fondamental de voisinages de 1'élément neutre

e dans G est constitué paryles images par l'application expo-~
nentielle des U6~:5L‘V€(_}(D){ H‘VHB<£7) ( £70). L'inégalité que
nous avons démontrée dans le lemme précédent prouve gue le noyau
de [ est un sous-groupuscule discret, Quitte & restreindre G,
on peut supposér que § est injective. L'inégalité démontrée
dans le lemme montre justement que [ et f’”l sont continues
aun point-&dj. Elles sont donc continues partout. Le théoreme

est démontré.

Proposition 2.3.4. - Soit H(D) le sous-groupe de G(D)

engendré par le plus grand groupuscule de Lie G contenu dans

G(D).vOn peut munir H(D) d'une structure de groupe de Lie telle
gue une base des voisinages de l'identité dans H(D) soit égale
& une base des voisinages de l'identité dans G et que l'appli=-

cation

H(D)xD—>D

(gy%) —>8.X

soit analytique. La topologie sous-jacente de H(D) est plus

fine (au sens large) que la topologie induite par G(D).

~ Démonstration. = On vérifie facilement que, si B est le

filtre sur H(D) défini par le filtre des voisinages de 1l'iden-
tité dans G, B vérifie les conditiomns (GV I), (GV II) et

(GV III) de [3], chapitre 3. Il existe donc une structure de
‘groupe tbpologique sur H(D), telle que B soit le filtre des
voisinages de 1l'identité dans H(D),

D'autre part, pour tout gOG}H(D), ltapplication
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¥

Eo
G ~————> H(D)
g7 8,8

est un homéomorphisme de G sur son image. On vérifie que les

&fg forment un atlas analytique de H(D), que H(D) a bien une
0 ‘ ,

structure de groupe de Lie, et que l'application

H(D)xD_wmmﬁ>D

est analytique. Par la définition méme de la nouvelle topologie,
1l'application H(D)——G(D) est continue, ce qui prouve que la
topologie sous-jacente & la structure de groupe de Lie de H(D)

est plus fine (au sens large) que laAtopoldgie induite par G(D).

On en ddéduit la

Proposition 2.3.5, -~ Soit D un domaine borné d'un espace

de Banach complexe E. Les deux conditions suivantes sont équi=-
valentes :

(i) Le plus grand groupuscule de Lie G contenu dans. G(D)
contient un voisinage de l'identité dans G(D) ;

(ii) Le groupe G(D) peut &tre muni d'une structure de
groupe de Lie compatible avec.sa topologie telle que l'appli-

cation

G(D)xD—>D
(gyx)—>g.%

soit analytique par rapport & l'ensemble des variables,

Rappelons le théoréme suivant, di & H. Cartan.

Théoréme 2.3.6. ([9], p. 50). - Soit E un espace de Banach
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complexe de dimension finie. Soit D un domaine borné de E.

Alors le groupe G(D) peut &tre muni d'une structure de groupe
de Lie réel de dimension finie compatible avec sa topologie,

telle que l'application

G(D)xD——— D
(Byx—g.x

soit analytigue par rapport & l'ensemble des variables,

Ia démonstration consiste & montrer gue le plus grand
groupuscule de Lie contenu dans G(D) contient un voisinagé de

1'identité dans G(D).

En dimension infinie, les choses ne sont pas aussi simples,

ainsi que le montreront les exemples que nous allons traiter.

2.4, - Deux exemples,

Nous allons commencer par montrer quelques résultats pré-

liminaires.

Définition 2.4.1, - Soit D un domaine d'un espace de Ba-

nach complexe E. On dit que D est cerclé si l'origine O appar-
tient & D, et si, pour tout point X, de D, pour tout nombre

réel @, X, eieé D.

Théoréme 2.4.2. - Soit D un domaine borné cerclé. Soit ¢

un automorphisme de D laissant l'origine O invariante. Alors f

est lindaire.

Pour la démonstration, voir [ 7], théoréme VI, p. 30.
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Définition 2.4.%, - On dit qu'un ouvert connexe fL d'un

espace de Banach E est un polyédre analytique généralisé stil
existe une famille (éventuellement infinie) de fonctions analy-

tiques (gi)i.GI de E dans €, telles que

L =f{xer ||g;(x) ‘<; 1, Vie I}.

On déduit du théoréme de Hahn-Banach que la boule-unité
ouverte d'un espace de Banach est un polyédre analytique géné-

ralisé,

Lemme 2.4.4. - Soit E un espace de Banach complexe de

dimension;>2. Soit fL un polyédre analytique généralisé borné
de B, et soit A un sous-ensemble de S, fermé dans E, et tel
gque {L - A soit connexe. Alors G({X - A) s'identifie au sousu.

groupe des éléments fE€G(IL), tels que f(A) = A,

Démonstration. - Si £E€G(L) est tel que f(A) = A, alors

fin.p €St un automorphisme de f2- A,
Réciproquement, soit f£€ G({ - A). Un théoréme de prolonge~
ment analytique (voir [27], théoréme 11,1.1.10, p. 27) montre

que f se prolonge en une fonction analytique
PV

A%
Montrons que f envoie J1 dans {1, Soit (gi)iéI la famille des
fonctions analytiques sur E qui définit le polyddre analytique

généralisé (L, et considérons
o

I1 nous faut montrer que, pour tout x QJL,lgief(x),<:1.‘Faisons
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la démonstration par l'absurde : supposons qu'il existe un
nS )
élément X,€ A tel que gin(Xc) = 8,y avec {ao{)»l. On eansi-

dere alors la fonction analytique

P (x) =

giof(x)uao
gui est une fonction analytique définie sur {l - A, D'apreés le
théoreme de prolongemént'analytique déja cité, elle se brolon—
ge en une application analytigue z? de L dans €. L'unicité du
prolongement analytique donne larcontradiction. Donc, pbur tout
xen, {gieg(x)[zil. L'application t envoie mﬂadans;ﬁl. L'inver-
se de ¥ est donné par le prolongement gide g = f"l, et on véri-

AL
fie que f(A) = A,

Lemme 2.4.5. - Soit B la boule-unité ouverte d'un espace

de Hilbert E, et soit £€ G(B). S'il existe deux points distincts
Xy et X5 de B, appartenant & un sous-espace vectoriel V de
dimension 1, tels que f(xl) et f(xz) appartiennent & un méme
soﬁs-esPace vectoriel V' de dimension 1, f transforme VN B en

vt B,

Démonstration. - On sait d'apres [2£], [18] et [2@] que

les automorphismes analytigques de B sont de la forme
f(x) = (Cx+D)“1.(Ax+B),

avec A €L(E), BEE, C €L(E,C), DEC. De plus, 4, B, C, D sont
astreints & vérifier un certain nombre de conditions gue nous-
n'expliciterons pas. Soit e un générateur de V., On a :

X, = l%l e, X, = 1&2 e. Du fait que Al A(e)+B et ‘AZ A(e)+B

appartiennent & V', on déduit que A(e) et B appartiennent & V',
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et par suite, f(VIB)CV!'.

Exemple 1. - Supposons E hilbertien, somme directe hil-

bertienne de sous-espaces vectoriels Vo de dimension 1. Soit
Ancjvn un sous-~ensemble fini ayant au moins deux éléments, for-
mé d'éldéments de norme 1/2. Soit A = t}An. I1 est clair gue A
vérifie les hypothéses du lemme 2.4.4. Téut automorphisme f de
B tel que. £(A) = A, assez voisin de la transformation identique,
laisse stable chaque An’ donc, d'apres le lemme 2.4.5, laisse
stable chaque anﬁB, et par suite laisse fixe l'origine O.
D'aprés le théoréme 2.4.2, f est lindaire, et sa restriction

4 chaque an}B est d'ordre fini.

En utilisant ces résultats, nous allons construire un
domaine borné Dl tel que G(Dl) soit totalement discontinu non

discret.

Soit E un espace de Hilbert séparable,. et soit (en)n2»2
une base hilbertienne de E ; notons Vn le sous-espace vectoriel
engendré par e,. Soit, pour tout n) 2, A CV, 1l'ensemble des
points de la forme

1 2ik 7T
— exp(
2

) e, » avec k = 0, 1, ..., n=1l.
n

Soient A = UAn et Dy = B - A.

Proposition 2.4.6. -~ Soit H le sous-groupe du groupe uni-

taire de E formé des auntomorphismes CT% [%h k= (k) avec

‘ n’n 2’
(Xékh.én'ij’ et ol Ty est défini par
2ik, T
Txlen) = exp(——) ey, .
n

H est un sous-groupe de G(D,), et H contient un voisinage V de
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la transformation identique dans G(Dl).

Démonstration. - On a vu que toute transformation o &

G(Dl) assez proche de la transformation identique laisse stable

chaque Vn(}B, et est lindaire ; donc
G“(en) = Aen, avec {dl:,l'

Du fait que g~ laisse stable Ays on déduit que

A 2ik W
= exp( -

n

ce qui démontre la proposition.

On en déduit le

Théoréme 2.4.7. - L'algébre de Lie Q(Dl) est réduite &

{Q}. Le groupe G(Dl) est totalement discontinu non discret. En

particulier, ce n'est pas un groupe de Lie,

Exemple 2, - S0it E un espace de Hilbert séparable, et

soit ‘(en)n €N

une base hilbertienne de E. Soit B la boule-unité
ouverte de E, et soit a = (an)nizﬁ,un point de B. Supposons de

plus que a = a; = 0, et que, pour tout n7y 2, a, # 0.

o
Soit 5 1'image de R par l'application

R 5 R
2iTC Y

¥y (a, exn( Npen

-

- Soient aussi Mo et Mé deux points distincts de B contenus dans
le C-~espace vectoriel Vo engendré ?ar e, Ml et Mi deux points

distincts de B contenus dans le C-espace vectoriel Vl engendré

par e;. Eafin, soient A = '§’UMOUHC‘>UI‘&1U{\§1 e*:fD2 =B - A.
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On montre facilement que A vérifie les hypothéses du
lemme 2.4.4. Le groupe G(DZ) s'identifie au sous-groupe des
fEG(B) tels que f(A) = A. Les automorphismes de D, suffisam-
ment proches de la transfofmation idehtique laissent fixes les
points Mo’ Mé, Ml, Mi. Ceci entraine qu'ils laissent fixes
Voﬂ B et V; 1B ; par suite, ils laissent fixe l'origine 0. Ils

sont donc linédaires,

Considérons le groupe & un parametre d'automorphismes

lindaires de B

(0, x)— 1(0,%) ,

2iB8T1C 2161

veesX, exp(
YA Y

Yseas)

Oi‘l LP(Q: (Xn)nEN) = (Xoyxl’xz exp(

On vérifie que, pour tout eéﬁ, Y(©,.) est un automorphisme

de D2'

Soit G le plus grand groupuscule, de Lie contenu dans G(Dz),
et soit H(D2) le sous-groupe de G(DZ) engendré par G. Soit
£ =% (p1,.)EH((D,). On a :
|4
2ilC

exp(=—=)y.ees
+1 p+l

3 X

20 Inepy) = (KgrXpseeerXpexy

P
2iTC

Ysees)

*n exp((p+1)...n

I1 est clair gue fp»->i&fquand p—> +o0, Montrons cepen&ant
que, pour p assez grand, fp ntappartient pas au groupuscule de.
Lie G. En effet, si, pour tout p€N, fp appartenait au groupus=—
cule de Lie G, on déduirait du lemme 2.%.2 que, pour tout p

assez grand,
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2i O
(QQX)M \{Jp(eyx) = (XO"“’XP’XP+1 QXP( il ) P

24 O T

X, exp(——————=),...) .
n (p+1)...n

est un groupe & un parameétre d'automorphismes de D,. On vérifie
qu'il n'en est rien en montrant par exemple que \Vp(1/2,A)

n'est pas contenu dans A, Nous avons montré le

Théoréme 2.4.8., -~ Le groupe‘H(De), muni de la topologie

de la convergence uniforme locale n'est pas un groupe de Lie.
Ceci entralne que la topologie pour laquelle H(Dz)‘est un
groupe de Lie est strictement plus fine que la topolbgie de la
convergence uniforme locale. De plus, G(D,) n'est pas;un‘groupe

de Lie,
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CHAPITRE III

Les domaines bornés symétriques.

Nous allons appliquer la théorie que nous avons développde
dans les deux premiers chapitres aux domaines bornds symétri-
ques. En dimension finie, E. Cartan [6] a étudié les domaines
bornés symétriques, a montré qu'ils étaient homogenes et a
classé les domaines bornés symétriques irréductibles en six

classes,

Si D est un domaine borné symétrique d'un espace de Banach
complexe E, pour tout point a de D; nous noterons o, la symé-
trie par rapport au point a. Dans la premiére partié, nous
montrerons que l'applicatibﬁ ap—->0, est localement lipschit-

zienne, et par suite continue.

Dans la deuxiéme'partie, nous étudierons l'algeébre de ILie
d'un domaine borné symétrique D; Soit G le plus grand groupus-
cule de Lie contenu dans G(D), et soit H(D) le sous-groupe de G{D)
engendré‘par G. Nous montrerons que D est homogéne sous 1l'action de

H(D). Nous en déduirons que l'application de DxD dans D
(a,x)#¥—“~90%(x)

est analytique par rapport & l'ensemble des variables, lorsque
‘1'on munit le premier facteur.de sa structure analytique réelle

sous-jacente, et le deuxiéme facteur de sa structure analytique
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complexe, Enfin, nous étudierons 1l'algébre de Lie G(D) suivant

des idées de E. Cartan.

Ces résultats nous permettront dans la troisiéme partie
de construire une carte locale de D au voisinage d'un point a
de D, telle que, dans cette carte, les éléments du groupe
d'isotropie du point a soient lindaires. Nous montrerons dans
la guatriéme partie que cette carte locale se prolonge en un
isomorphisme de D sur un domaine borné cerclé étoilé, ce qui

prouve en particulier gue D est simplement connexe.

La‘cinquiéme partie sera consacrée & une caractérisation
du groupe d'isotropie d'un point a de D. Enfin, dans la sixieéme
partie, nous traiterons des exemples. Nous montrerons en parti-
culier que, pour un bon hombre de domaines bornés symétriques,
le groﬁpe des automorphismes analytiques de D est un groupe de
Lie, ce qui nous améne & conjecturer que, pour tout domaine

borné symétrique D, G(D) est un groupe de Lie,

3.1, = Définitions et premiéres propridtés.

Proposition et définition %.1.1. = Soit D un domaine borné

d'un espace de Banach complexe E, et soit a un point de D. Soit
g un automorphisﬁe analytique de D. On dit que U  est une
symétrie par rapport au point a si O~ vérifie l'une des condi-
tions équivalentes suivantes :
(i) a? = id, et a est un point invariant isolé de U ;
(11)0(a) = a, et o'(a) = - id.

De plus, un tel automorphisme o~, s'il existe, est unique. On
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l'appelle la symétrie par rapport au point a, et on le note

T On dit alors que D est symétrique par rapport au point a.

Démonstration, - Il est évident d'aprés le théoréme 1.2.3
gu'un automorphisme o~ vérifiant (ii), s'il existe, est unigue.
I1 nous reste seulement & démontrer 1l'éguivalence de (i) et
(ii). Montrons d'abord (i)=— (ii).

Soit ¢€G(D) vérifiant (i). Nous allons construire une
carte g de D au voisinage du point a dans laguelle 0 esti

lindaire. Soit g l'application de D dans E définie par
1 | 1
xt—y = g(x) = — [(x=a) + (e (@) (T(x)-a)].

On a :

1
g'la) = Th\(id + (o (a)) Yo (a)) = 1a .
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D'aprés le théoréme Ad'inversion locale, il existe un voisinage
U de a dans D, et un voisinage V de 0 dans E, tels que g soit
un iSomorphisme de U sur V. Un calcul immédiat montre que ¢,
dens la carte.définie par g, est une application lindaire égale
(1)

2 g'(a).

Dans la carte g que nous venons de définir, o est
2~

lindaire. Du fait que ¢o~° = id, on ddduit l'existence de deux

sous-espaces vectoriels fermés supplémentaires F et G de E,

tels que
T =gy e (<) -

Le fait que a est un point invariant isolé entraine que
F = {0}. Dans cette carte locale, O~ = - id, et par suite,
0 t(a) = - id.

(ii) = (i). si o(a) = a, et ¢'(a) = - id, on a :

(l)'D‘une maniére plus générale, on peut démontrer le
résultat suivant (d'aprés H. Cartan [7], p. 80) :

Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E,
Soit a un point de D, et soit G un sous-groupe du groupe dtiso-
tropie Ga(D) possédant une mesure de Haar de masse totale
finie, Alors il existe une carte'locale g de D au voisin&ge de
a, telle que, dans 1a carte définie par g, 1es éléments de G
‘soient linéaires.

En dimension finie, ce résultat permet de lindariser le
groupe d‘isotrOpie'dFun»point a de D. Il n'en est pas de méme
en dimenéion4infiﬁie,,car le groupe ‘d'isotropie d'ﬁn point a
he peut pas, en général, &tre muni d'une mesure de Haar de

masse totale finie !
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¥
crz(a) = a, et (0“2)‘(3) = (o*‘(a))2 = id, D'aprés 1la proposi-
tion 1.2.1, 0“2 = id. I1 suffit alors de considérer une carte
locale de D au voisinage de a dans laquelle U est linéaire,

pour vérifier que a est bien un point invariant isolé de o,

Définition %.1.2, - On dit qu'un domaine borné D est symé-

trigque s'il est symétrique par rapport & tout point a de D,

Définition 3.1.3. ~ On dit gu'un domaine‘borné D est homo=-

géne si, pour tout couple de points {(a,b) de D, il existe un

automorphisme analytique f de D, tel que f(a) = b.

Dans [6], E. cartan a, en utilisant la métrique de Berg-
mann, montré que tout domaine borné symétrique est homogéne.,
I1 est clair d'autre part que, si D est un domaine borné homoé
géne d'un espace de Banach E, et si D est symétrique par rap-
port & un point a de D, alors D est symétrique. Enfin, déja en
dimension finie, il existe des domaines bornés homogenes non
symétriques {voir par exemple [24]: [25j‘p..131 et suivantes,
et [32]).

Nous allons démontrer que tout domaine borné symétrique
d'un espace de Banach complexe est homogéne. La démonstration
donnée par E. Cartan [6] en dimension finie ne se généralise
pas en dimension infinie, car nous ne possédons pas d'équiva-
lent de la métrique de Bergmann. Aussi; nous donnerons une

autre méthode de démonstration. Montrons d'abord le

Théordme 3.1.4. - Soit D un domaine borné symétrigue. Soit

a un point de D, et soit B une boule complétement intérieure a
D. Alors il existe un voisinage U de a, et une constante K tels

que, pour tout b€ U, pour tout c&U, on ait
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[ = Tl < Ko = off

On en déduit que l'application

D—m— 3 G(D)
b}—»—»—-————-aa'b

est continue,

Démonstration., - Soit By une boule de centre a completement

intérieure a D. D'apfés le lemme 1.1.7, il existe une constante
Ky telle que tout automorphisme £EG(D) soit K;-lipschitzien
sur Bl.'De méme, il existe une constante K2 telle que, pour
tout automorphisme £&€ G(D), f' soit K,-lipschitzien sur By.

Soient b et ¢ deux points de B,. Etudions loy(e) - G"c'(c)“.
layte)- o[ fogler- o) + [ oy 0)- (e
\<K1 “c-b[[ +]] B-C” < (K, +1) ﬂ’b«-c“ .

Etudions de méme }[G%'(c) - GB'(C)” . On sait que

<T;'(¢) = - id4’ O%'(b) = = id. On a donc :
lay ()= T, ()] = |03, ()= Ty ()] € Ky |fe-b] .

On trouve finalement que, pour tout b<SBl, pour tout céEBl, on

a 3
sup(|| 73 ()= a5 (e[, |05, ()= %' ()] )< sup((Ey+1),K,) [fo-c] .

Soit A un voisinage convexe du point a, complétement inté-
rieur & D. D'aprés les inégalités écrites ci-dessus, il existe
un voisinage U3 de a, tel que, pour tout thUi, RS appartienne

b

a Ga.A(D)' Soit'U2 le voisinage ouvert de a dont l'existence
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est assurde par le théoréme 1.3.11, et soit U = Ulf\Ugﬂ B .

Alors, d'aprés le théoréme 1.3.11, il existe une constante K

telle que, pour tout b€ U, pour tout ¢c€U, on ait

[T Tels < K5 sup(]| Tyle)- o]y [T ()= 5 (e
L K3 sup((K;+1),K,) [[b-cf .

Ceci prouve le théoréme.

Proposition 3.1.5. -~ Soit D un domaine borné symétrigque,

et soit a un point de D. Alors l'application Ya

D 3D

bi— 7y (a)

est différentiable au point a et a pour dérivée 2 id.

Démonstration. - On peut supposer que a est l'origine O

de E. Pour montrer que YO est différentiable en 0 et a pour
dérivée 2 id, il nous faut démontrer que

o (0)= 0 (0)-2b]]  |lg=,(0)-20]

[ ff ol

tend vers O, quand b tend vers O, b # O.

Choisissons une boule B -de centre O, complitement inté-
rieure a D. Soit b& B, Appliquons la formule de Taylor & (T%

au point b. On obtient
- 2 . ,
HG‘b(o) b - (- id).(-0)]| £ H'b_;é (T“b“B [[o] < .
Dtaprés le lemme 1.1.7, il existe une constante M telle que,

pour tout automorphisme f de D, “f(2>”3:g M. On en déduit :
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o . .

o (0) = 20)C w0 of*

ce qui montre gque YO est différentiable & 1l'origine O et a

pour dérivée 2 id.

5.2, - L'algebre de Lie des transformations infinitésimales

d'un domaine borné symétrigue.

Un calcul un peu fastidieux permettrait de montrer que l'ap-
plication YO que nous avons définie au paragraphe précédent est
strictement différentiable au point 0. D'aprés une forme faibdle
du théoréme d'inversion locale (voir [13], propositioh 4.%.1,

p. 57), il existe donc deux voisinages U et V de O dans D tels

gue \fo

UV
b—— T, (0)

soit un homéomorphisme de U sur V. On en déduit par un raison-
nement de connexité que tout domaine bornd symétrigue est homo-

geéne.

Nous ne détaillerons pas davantage cette méthode de
démonstration, car nous allons étudier dans ce paragraphe
1?algébre de Lie des transformations infinitésimales d'un
domaine borné symétrique D, et cela nous donnera le résultat
plus précis que voici : si H(D) désigne le groupe engendré par
le plus grand groupuscule de Lie G contenu dans G(D), D est

homogéne sous l'action de H(D).
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Proposition 3.2.1. -~ Soit D un domaine borné d'un espace

de Banach complexe E. Supposons que l'origine O appartienne & D,
et que D soit symétrique par rapport au point O. La symétrie
T, agit par automorphisme intérieur sur l'algébre de Lie G(D).

On en déduit une ddcomposition directe

G(D) = 6(D)" e G(D)™ ,
oh a()* = { Yeg()| 0p.¥ =V,
gun“=;{Yégm)}OB.W=:-Yj.

S5i on consideére une carte locale de D au voisinage de O dans

laguelle s est linéaire, on a :

Q(D)+ = {fVé-g(D) "V est une fonction impaire de X}
={Yeam|¥Y(@©) =0};
6(D)” = {fyé g(D)[ V¥ est une fonction paire de X}

i

{Yeymiw%m=o}.

De plus, l'application

6(D)” ———E
Yoe—— 3Y(0)

est un isomorphisme d'espaces de Banach réels de G(D)~ sur son
'image.
Enfin, on déduit des régles de calcul du crochet les inclu-

sions suivantes :

[c@) e cam™,
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[e@™emT]cem® ,
[em)*,emTcam” .

Démonstration., - La symétrie o, agit sur g(D) par automor-

rhisme intérieur, et comme crbzm id, Crb définit un automorphis-
me involutif de G(D). On en déduit la décomposition annoncée,
Considérons une carte locale de D au voisinage de O dans

laguelle @ est linéaire égal & -id. Dans cette carte, on a :
|0y Y] (x) = =Y (=x).

Compte tenu du fait qu'un élément Y €¢(D) est caractérisé par

sa valeur en O et celle de sa dérivée en 0, on en déduit que
g(m* =1 Yegm]| Y (0) =0},
a(p)” = { Yeg@)| ¥'(0) = 0f,

ce gqui acheve la &émonstrafion de la proposition.

Définition %.2.2, = Suivant la terminologie de E. Cartan

[6], nous apyellefons les é1léments de Q(D)+’les rotations infi-
nitésimales, et les é1léments de G(D)~ les transvections infini-

tésimales.

Proposition 3.2.%. = Soit D un domaine borné symétrique

dtun espace de Banach complexe E. Supposons que 1'origine 0

appartienne & D, Alors l'application

() o E
¥ s t(0)

définie dans la proposition 3.2.1 est un isomorphisme &'espaces
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de Banach rdels de G(D)~ sur E.

Démonstration, - Il suffit de montrer que, pour tout be E,

il existe Y€g(D)", tel que Y (0) = b. Considérons

00'“6 3
2k

fk-~>id quand k—> +© , S50it

Yoo k-l .
K = 2 (fk id).

On a

Yi(0) = 257 (07 eg(0) - 0)
k
2

ok-1 ., (0) .
X

{1

2

On sait d'apres la proposition 3.1.5 que l'application
b —— 07, (0)

est dérivable en O et a pour dérivée 2 id. Donc ‘Fk(o) tend

vers b, quand k—— 40,

Pour continuer ce calcul, on se place dans une carte loca-~
le de D au voisinage de O dans laquelle (T, est lindaire. On
va maintenant montrer que ?&'(0) tend veré 0. Soit B une boule
de centre O complétement‘intérieure a D. D'aprées la formule de

Taylor appliquée a g% Jp au point O, on a :
Sk
2
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. . i
ok ok ok
i 2
< 1 ?’SU“ b J}
NECEE PR |- =

On sait d'aprés le lemme 1.1.7 que, pour tout f€ G(D), il exis-

te une constante M telle qde “f<3w M. On en déduit :

f;( -id) - ff 7, (0) .-[ T (o)] / -(-%ﬂ-‘;

2k 2
Or bo*(FD - 2 "ol !
=% Y, 0) wﬂ$§07“b OUB)(O) = 5% £, (0). D'ol, en multi~
k

pliant par 2

llo ¥y (o) - 250 (o). @) L (T

Sk

—*-U”%(O)” tend vers 0 quand k—> 4w,

ce gui, compte tenu du théoréme 2.2.4, achéve la démonstration
de la proposition. D’aprés le théoreme 3,1.4, il existe un

T

voisinage U de O dans D, et une constante Kl tels que, pour

tout point ¢ de U, on ait

Te - GM()“B < .Kl <]l -

On déduit des majorations de Cauchy qu'il existe une constante

K2 telle gue

2270 - 20| &l 7% - o5y &8 kel -

, N 2 )
Comme dans la carte considérde, Lo 0p(0) = 0, on en déduit

%2
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2
que, gquand k —p 400 ééﬁ Gfb(o) tend vers O,
toK

Q.E.D.
Nous pouvons maintenant montrer le théoréme suivant.

Théoreme 3.2.4. - Soit D un domaine borné symétrigue d'un

espace de Banach cdmplexe E. Soit & un point de D, et soit G le
plus grand groupuscule de Lie contenu dans le groupe G(D) des

automorphismes analytiques de D. Alors l'application orbitale

G P(a) 5D

gH — 8.8
est au voisinage de 1l'identité une submersion directe,.

Démonstration, - On peut supposer gue a est l'origine O

de E. L'application lindaire tangente & (*(0) au point {i@ﬁ est

¥ ok 5t(0) .

D'aprés les résultats que nous avons démontrés, T{id} P(O)‘est
un épimorphisme direct. On en déduit que [ (0) est au voisinage
de 1l'identité une submersion directe.

Q.E.D.

On déduit du théoréme 3.2.4 les résultats suivants :

Proposition 3.2.5, = Soit D un domaine borné symétrique,

et soit a un point de D. Soit G le plus grand groupuscule de

Lie contenu dans G(D). Alors il existe un voisinage U de a dans

D, et une application analytigue F : U——>G (U étant muni de
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sa structure analytique réelle sous~jacente) telle que
(i) F(a) = ia,
(ii) pour tout point b de U, F(b).a = b ,

Un raisonnement de connexité permet alors de montrer le

Théoreme 3.2.6. = Soit D un domaine borné symétrique. Soit

G le plus grand groupuscule de Lie contenu dans G(D), et soit
H(D) le sous-groupe de G(D) engendré par G. Alors D est homo-

géne sous l'action de H(D). En particulier, D est homogé&ne.

Théoreme 3,2.7. = Soit D un domaine borné symétrigue. Alors

l'application

DxD
(ayx)—>07 (x)

___...QD

est analytigue, lorsque 1l'on munit le premier facteur de sa
structure analytique réelle sous-jacente, et le deuxieme fac-

‘teur de sa structure analytigque complexe.

Démonstration. - Soit a un point de D, et soit F l'appli-

cation définie dens un voisinage U de a, & valeurs dans G dont
1'existence est assurée par la proposition 3.,2.5. Alors, on a

pour tout bHETU,
g~ = F(b)e 0 oF(p)"t
b a t
donc Gfb(x) est une fonction analytique du couple (b,x).

Bien sfir, l'application (a,xh“->cg(x) n'est pas une
application holomorphe de DxD dans D, Ainsi, si D est le disque-

unité ouvert dans €, on a :
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-X + 23“

1+a8
U,(x) = -
2a

1~ — X
1+aa

ce qui ntest visiblement pas une application holomorphe de DxD

dans D,

Le lemme 2,2.5 peut s'exprimer de la facon suivante :

Proposition 3.2.8. - Soit D un domaine‘borné quelcongue,

Ltapplication

6(D) ® € ——H(D,E)

foe b s c.f

est injective, et est un isomorphisme sur son image.

Pour tout % 6]E; nous noterons ng 1tunique €élément de
G(D)™ tel que-XiE(O) = & , Considérons maintenant le complexifié
6(D) B € de G(D). Soit, pour tout % ¢E,

1 l

Yg%T(Xg“iXig) , ZE:'?(X§ +iXi3).

On a évidemment Yg (0 = % , zg(o} =0 ,

On vérifie facilement que l'application

E—  ,6(D)"®g €
Sf ﬁ,\Y

5

est C~lindaire ; c'est un isomorphisme de l'espace C~-vectoriel

E sur son image 51‘; l'application

E—— 5678 ¢

£ > 7

2
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est un C-antiisomorphisme de E sur son image gg, et on a la

décomposition directe :

On appelle les éléments de QU)Y*®E{G les rotations infi-
nitésimales imaginaires, et les éléments de (_{(D)"é’;ﬁ}R € les

transvections infinitésimales imaginaires.

Lemme %,2.9. - a) Soit \f une rotation infinitésimale

réelle (i. e. 6_G__(D)+). Alors, pour tout % €E,

Crg YT = o, 5 -

b) soit Y =8O+ iV une rotation infinitésimale imaginaire.

Alors

ng J ﬂ =Y(pr) +ivr(o)). T ?

ng, f1=2(010) -1¥(0)). T -

Démonstration., -~ &) On a :

(_X,g,kf] = \f"(x).Xg(x) -‘ Xg'(x). Y(x).

On sait que‘EXLE,‘f] est une transvection infinitésimale réelle,

elle est donc déterminde par [Xg , 1] (0). or,
LXS,Y]m)==Y'un.E-0x ¥1(0). 5 .
On a donc : LX,E,LF] = X Y1(0). & *

b) se démontre facilement en dcrivant la décomposition de

5

Y (resp. z:g), et en utilisant la C-lindarité de Y_ (resp.

C-antilindarité de Z2_ ).
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Lemne 3,2.10, -~ Soit Y
¥'(0) = 0. Alors =Y

Y +1D ¢ Q(D)+®B C telle que

O

(i
Y]

0.

Démonstration. - On sait déja que Y (0) = ©(0) = 0. I1

suffit donc d'apres le théoréme 2.2.2 de montrer que Y'(0),
et par suite ('(0) sont nuls.

On déduit du théoréme 2.2.2 que ll'application

a(D)" ———>L(E,E)
)

est un isomorphisme de _(_}_(D)+ sur son image. Supposons que VY '(0)
soit différent de O. On a alors VY'(0) = -i B'(0) # 0. Si on

considére l1l'application

¢ ¢ >L(E,E) —* 5 1(E,E)
¢ —>c V' (0)———exp(c ¥'(0)) ,

on obtient une application entiére non constante de C dans
L(E,E), elle ne peut pas &tre bornéde. Cependant, son image est

contenue dans lfimage de l'application

G(D) ——— L(E,E)
f +—>3 f£'(0) ,

et ceci est en contradiction avec les majorations de Cauchy

pour la dérivée en O de tout automorphisme de D.

Proposition 3.2.11. - Pour tout T €E, pour tout 47 & B,

les crochets | Y_ ,Y et |2, ,2 sont identiquement nuls.
5N A

Démonstration (d'apres [6]). ~ Faisons la démonstration
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pour [YE’Y/V—J . I1 ressort des calculs précédents que [Yg ,Yﬁ]
est une rotation infinitésimale imaginaire ( ¥ + i6). Soit
Ze €By. mzavuqme[BE,YnjﬂgjéQ?

Dtapres 1'identité de Jacobi, on a :

U}E,yﬁngjz;&E,Bﬁ,zéﬂ ~[zv,h§,z?j].

On voit que les deux termes du second facteur appartiennent &
El’ Donec, pour tout 5 €&,

[Y_,Y Z = 0.

[L g’ /)]j’ «5]

}Mais on sait que [Yg ,Y7], est une rotation infinitésimale
(Y +108), et on a, pour tout 5 € E
On en déduit

Yr{0) - 16'(0) =0 ]

et d'apreés le lemme 3,2,10, cela entraine que YZ6=o0. On
a donc démontré que, pour tout § € E, pour tout-q € E,
[Yg ,Yzy}] = 0,

Une démonstration semblable montrerait que, pour tout

¢ € E, pour tout n € E, [ZE’Z"?]: 0.
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3.3, ~ Construction d'une carte locale de D au voisinage

de O dans laguelle les éléments de GO(D) sont lindaires.

(Rappelons que GO(D) désigne le sous-groupe des éléments de
G(D) laissant fixe 0€D),

On suppose commé au paragraphe précédent que D est un
domaine borné symétrique, et que l'origine O appartient & D,

Considérons l'application

¥

D > L(E,E)

X —>15 Y (3

? est une>application,@—an&lytique de D dans L(E,E), et on a
Y(Q) = id. Par suite, il existe un voisinage V de O dans D,
tel que, pour tout x €V, Y(x) appartiemnne & Isom(E). Soit 8

l'application
Isom(E) > Isom(E)

u — st

et considérons l'application

Vv ?Isom(E)
X} )90‘?(3() .

L'application ¥ = €Y est une application de V dans
L(E,B), on peut la considérer comme une forme différentiélle«

sur V.

Proposition 3.%3.1., =~ *’est une forme différentielle

fermée (i. e. a¥Y = 0).

Démonstration, - D'aprés [}4], proposition 2.3.1, p.‘25;

il suffit de démontrer que l'application bilinédaire
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est symétrique.

Calculons dtabord V¥ '(x) €L(E,L(E,E)). On a :

Vi (x).h = { Sr—Y

'(x).n} .
g 0)eng
On sait d'autre part que
O'(u).K = -~ u"0oKeu (KEL(E,E)) .

En appliguant la formule de dérivation des fonctions composées,

on trouve :
Vi(x) = 81 (Y (x)) o9 (x) € L(E,L(E,E))

Yi(x).h = B1(% (x))o( ¥ (x).h) ,

Y ' (x).h

1

{3 - (?(X))—I'E(Ytp(x)-l,g ) (x).n]},

et il nous faut montrer que 1'application bilindaire

[ | hand “10 ' L3
(0 §) 1y = (YN[ ) 0.0

est symétrique.
I1 suffit bien slr de montrer que l'application bilinéaire
(h, §)—— (Y, ) (x).n
Yi(x)"".%
"est symétrique. Quitte & multiplier h et § par {(x), il suffit
de vérifier que l'application bilindaire

(1 )Y (). (¥ (x)h) = ¥ (). ()

est symétrique,

On sait d'aprés la proposition 3.2.11 que le crochet
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Eyg’yhj(x)=‘Yh'(X)°Y (x) = Yo " (x).Yy (x)

5 5

est identiquement nul, ce qgui montre gue l'application bili-
néaire considérée ci-dessus est symétrique, et la proposition

est démontrée,

Théoréme 3.3,2, - Il existe une carte locale f d'un voisi-

nage V de O dans D sur un voisinage U de O dans D, telle que
£(0) = 0, gui jouit de la propriété suivante :
(C) dans cette carte, le chanmp Yg est un champ constant
égal & ¥ , quel que soit F €E. |
Dans une telle carte, les automorphismes de D appartenant
au groupe d'isotropie de O sont linéaires, les rotations‘infiu
nitésimales sont lindaires, et Z‘g(y) est un polyndme homogéne

de degré 2 en y, pour tout Ee€m,

(Remargue : on montrerait facilement qu'une telle carte

locale est unique & un automorphisme lindaire prés).

Démonstration. - Du fait que 4 ¥ = 0, le théoréme de Poin-

caré ( voir par exemple [l{}, théoréme 2.,12.1, p. 39 ) dit
qu'il existe une application holomorphe f définie dans un
voisinage Vo de 0 dans D & valeurs dans E, telle que £(0) = 0,

et af = %’. On a donc
af(o) = Y (0) = id.

Le théoréme d'inversion locale assure alors que f est une carte
locale de D au voisinage de O, De‘pius, la relation 4f = ¥ se
traduit par f'(x).YEE(x) =%, ce qui prouve (C).

Soit g un automorphisme de D appartenant au groupe d'iso-

tropie du point O, On a
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ce qui donne
g (s 5. E =7,

ce gui prouve que, dans la carte définie par £, g' est une

application constante. Par suite, g est linéaire. On en déduit

immédiatement gque toute rotation infinitésimale (réelle ou

imaginaire) est lindaire.

Ia transvection infinitésimale Z,_ (y) admet au voisinage

3 ‘
de 0 un développement en série E Pn(y), o P est un poly-

n;f2

nbéme homogéne de degré n. Calculons le crochet
[ - ' - = 1
LY’?’ZEJ (¥) Z¢ (y).m -0 2ty .

Pour tout’7 s ce crochet est une rotation infinitésimale ima-

ginaire ; c'est donc une fonction lindaire de y, et cela entral-

ne que Z¢ (y) est un polyndme homogéne du second degré.

QeE.D.

Nous noterons souvent Z(Ei,x,y) la fonction trilindaire
associce, C-lindaire symétrique en x et y, C-antilindaire en 5.

Nous aurons également besoin du
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Lemme 3.3,3. - Pour tout élément S de E non nul, on a

[xg,,xig] # 0.

Démonstration. - Faisons la démonstration par l'absurde.

Supposons gue le crochet EXE"XiE;Z = 0. Cela entraine que

ltapplication

R — 5 (D)
(tqst,) Pltist,) = £ (tyse)ofy  (toy.)
IR0 L a— 1* Y2 XE 1 | Xig 27

est un homomorphisme de groupe,.

Calculons le crochet [XS.,Xigj] dans la carte f. On trouve :

il

[Xg ’Xigj- [ g+2(% y¥sY)s1i5 -i2( 3 t}’sy)j

Il

- 43 Z(E:S:Y) »

et par suite, on a pour tout y€E, Z2(§,S,y) = 0, et en particu-
lier, 2(% ,5 4,5 ) = 0. En intégrant les dquations différentielles
ax ax

at :XE(X) et at

= Xig (X)
dans 1a carte définie par f, on trouve alors
‘f’(tl,tg).o = (ty+it,). 5.

Ceci montre que l'application

¢ - 5D

(tq+it,)— ‘f’(tl,tz).o

est holomorphe au voisinage de O dans €. On en déduit qu'elle

est holombrphe dans € tout entier en écrivant :
0, o = L0 L0
P (e94my,t54m,) = P(23,t3)0 T(ny,h,) o

On trouverait ainsi une fonction entieére bornée non constante.
C'est impossible d'aprés le théoréme de Liouville., Le lemme est

démontré .
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3.4. = Prolongement de la carte f.

Le but de ce paragraphe est de montrer le théordme suivant.

Théoréme 3.4.1. - Soit D un domaine borné symétrique. Ia
carte locale f de D au voisinage de 0O, dont nous avons moﬁtré
l'existence dans le théoréme %.3%.2, se prolonge en un isomor-
phisme F de D sur un domaine bornd cerclé étoild, Par suite, D

est contractile et simplement connexe,

Soit D un domaine borné symétrique. Supposons que l'origine

0O appartienne & D, et soit

f:V——>T

la carte locale dont l'existence est assurde par le théoreéme
3.%.2, Quitte & restreindre U, on peut supposer que U est une
boule de centre 0 contenue dans E. Soit Gjé le groupe & un

paramétre d'automorphismes de V défini par

BxV >V
(0, x)—s 1 (el® 2(x)) .

Le prolongement du groupe & un parameétre U g sera la
premidére étape de la démonstration du théerdme 3.4.1. A cause
de difficultés topologiques (on ne sait rien pour l'instant sur
T, (D)! ), il n'est pas possible de prolonger directement 07
en un groupe & un parameétre d'automorphismes de D. Nous serons
obligés de considérer le revétement wniversel D de D, et nous
prolongerons le groupe & un paramétre 0y en un groupe & un parametre

. N .
d'automorphismes de D. Montrons d'abord la proposition suivante.

Proposition 3.4.2. - Pour tout © €R, (ﬁ§ définit un
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automorphisme de l'algébre de Lie G(D).

Démonstration., - Par automorphisme intérieur, U5 agit

sur les champs de vecteurs tangents & V, et il nous faut montrer
que, pour tout Y& g(D), G}é. Ve G(D). Pour faire le calcul,
placons-nous dans la carte f.

Si Y est une rotation infinitdésimale, on a
(T -V =¥y 29 =¥ (),

car W est lindaire, ce qui prouve que Cﬁé.Y’é ¢(p). si ¥
est une transvection infinitésimale, que 1l'on peut écrire sous

la forme

Y o= Xg = 5 4+ Z(Es}’:Y)s

on a :

il

(05 .x () = et (B 15,y e 18,y o710y

S
ej_@( £+ e-Zi@ Z2(5sysy)) »

i

ce qui donne en utilisant la C-antilindarité de Z enS ,

g

Tp X = ¢t Oy = x
(Tg Xg)y) =e™ 5 + 2(e” "5 ,»y5y) X6 <

Donc ( Ty X )€G(D), et la proposition est démontrée,.

Nous aurons besoin dans la suite d'un certain nombre de

résultats sur les automorphismes des groupes et algdbres de ILie.

Proposition 3%.4.%, - Soit G un groupe de ILie connexe dont

l'algébre de Lie est G. Soit G le revétement universel de G.
50it ¢ un automorphisme de l'algébre de Lie G. Alors il existe

. . ~/ .
un unique automorphisme Y ge G tel que le diagramme suivant
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soit commutatif

o k¢
¥ exp ‘%
¢ % .

Démonstration. -~ Soit l'application exponentielle

9.“”““9&““}(}9
et soit U un voisinage de O dans G tel qgue l'application expo=-

nentielle soit un isomofphisme de U sur V = exp(U). On définit

un "morceau \Po d'automorphisme de G" par la formule

Ve 56
g 1y (8) = exp[T((exp| )2 ()] -

I1 suffit de montrer que‘kYB se prolonge en un homomorphisme
de E, l‘exiétence de 1'inverse étant assuré par le prolongement
de %L"l.

Le revétement uﬁiversel’g'de G est égal au quotient de
{géEQF(I,G)l g(0) = idk par la relétion d'ho&otopie 4 points<
bases fixes. ( I désigne 1l'intervalle [O,Ij). Soit,géfgo(I,G)
tel que g(0) = id. On définit W(g) de la facon suivante. Choi-

0 = Orenest, = 1) de 1l'intervalle

sissons une subdivision (t
I = [O,l], telle que, pour tout i, pour tout té[fi,ti+i],
g(ti)"l.g(t) appartienné & l'ouvert V sur lequel est défini

¥ . On définit alors ¥ (g) : pour tout t ei}i’ti+i]’
[P ()T(6) = ¥ (8t) a(t)). 0 (et ) gt ). ..

veo .?O(g(ti)‘l.g(t))' .
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I1 est clair que, si on raffine la subdivision (to,...,tn),
le résultat ne change pas, et cela suffit a démontfer que W(g)‘
ne dépend pas de la subdivision choisie.

Supposons maintenant que g et h soient deux chemins de G
d'origine {iq}, homotopes & pointsébases fixes, et soit
H : IxI——>G 1l'homotopie considérée., Par un raisonnement clas-
sique en topologie algébrique, en utilisant un guadrillage
suffisamment fin de IxI, on peut daéfinir ‘P(H), et on vérifie
que c'est une homotopie entre Y(g) et Y(h). Ceci montre que
g+—-—>?0(g)kse prolonge en un homomorphisme de’é.

Q.E.D.

~ Proposition 3.4.4. - Soit G un groupe de Lie connexe dont

ltalgebre de Lie est G. Soit G le revétement universel de G et

soit

R£§-~—~9E
(t,8)—> ¥, (&)

nt
un groupe & un parametre d'automorphismes de G, Supposons gque

le centre X de G soit réduit a {Q}. Alors le groupe & un para-

métre Yt passe au quotient et définit un groupe & un parametre
\ft dtautomorphismes de G.

“
Démonstration. - Pour montrer que Yt passe au quotient et

définit un automorphisme Yt de G, il suffit de montrer que

~ .
Yt(N) = N, ou N est le noyau de 1l'homomorphisme
G ————>G.

o~/
Ce noyau est un sous-groupe distingué discret de G, et par

suite, contenu dans le centre K de G, gui est lui aussi un
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AS
sous~-groupe discret de G.
. s .
Soit g€ K. Montrons que, pour tout t€R, Wt(g) = g. En
~J
fait, comme ty~—>¥% est un groupe & un paramétre, il suffit de

démontrer que, pour tout t suffisamment proche de O,
o
Yt(g) = g

A7
I1 est immédiat que Yt(g)éiK. D'autre part, quand t tend vers
[4AN)
0, Yt(g) tend vers g. Comme K est discret, cela entraine que,
o ,
pour tout t assez proche de O, Yt(g) = g, et la proposition

est démontrde,

Proposition 3.4.5., - Soit G un groupe de Lie réel connexe.

Soit Y un automorphisme de G, Soit M une variété analytique com~
plexe simplement connexe étalde sur un ouvert borné d'un espace de
Banach E., Supposons gue G agisse analytiguement et fidélement sur

M, et que, pour tout point x de M, l'application orbitale

F(x)

G —— N

5 8.X

soit; au voisinage de 1'identité, une submersion directe. Soit
0 un point de M. Supposons qu'il existekun isomorphisme - 0~ d'un
voisinage U de O dans M sur un voisinage V de O dans M tel que
a (o) = O, et que, pour tout g sufflsamment procbe de {1d} dans
G, ‘P(g) soit le prolongement & 1 de l’app11cat10n définie dans

un voisinage de O par
X T og oot (x).

Alors U~ se prolonge en un automorphisme T, de ¥ tel que,

pour tout 'g€G,

-1
Y(g) = ToOgOT”O .
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Démonstration., - Soit G, = {gtiG‘ig(O) = O}. Montrons

d'abord que Go est connexe par arcs. Considérons l'application

G -f——————-7 (0) M

g p———3 8(0) .

Pour tout g € G, £ (0) est au voisinage de g, une submersion
directe. Cela suffit & montrer que € (0) est un fibré de Serre
de fibre GO. Ecrivons un morceau de la suite ekacte du fibré de
Serre (voir par exemple [29])
Ty (M) ——> T (6 ) ——>T () .

On a TCl(m) = 0, car M est simplement connexe ; de plus,
Tﬁo(G) = 0, car G est connexe par arcs. Par suite, 7CO(GO)‘# 0,
ce qui montre que GO est connexe par arcs.

Du fait que G est connexe par arcs, et des majorations de

Cauchy, on déduit l'existence d'un voisinage W de O dans M tel

*%

que, pour tout‘géGo, pour tout x&W, on ait
¥ (8).x = TogooH(x).

Pour montrer la proposition, il suffit de démontrer que
X7 (x) se prolonge en une application analytique de M dans
M, 1l'existence de l'inverse étant assurée par le prolongement
de ka-%ﬁ‘rl(x),
| - Cherchons le prolongement de X+ 0 (x). Choisissons d'abord
un #oisinage X de O contenu dans U-suffisémment petii. Soit g

€ G. On définit sur g(X) une fonction ‘%é par la formule

Y

g's k‘e(g)@ GNOg-l,



111,30,

Soient g, et g, deux éléments de G. Il nous faut montrer
que \Pgl et ‘fgz co;n01dent sur gl(X)f]gZ(X). Si gl(X)f7g2(X)
est non vide, on en déduit que gl”logQ(O) est trés proche de 0O,

et par suite, on peut écrire

g2 = g}_o CTor,

b

ot T est trés proche de 1'identité, et ol reG,.
Comne T est suffisamment proche de 1'identité, on sait

que, pour tout x suffisamment proche de 0, on a :
P(T)ex = 60T oo (x).

Sur gl(X)ngz(X), on a

1 1 -1

1 1 Ot-ogl -

Y, = ‘fo(gl)‘)m"tvo:oﬂ"al‘oq: ° aTor”

&2
On trouve finalement :
- -1 _
\sz - &P(gl)orogl - \i}gl. ‘
On a donc démontré que les fonctions %% se recollent et
définissent une fonction analytique xr-~>0;(x) définie sur

( 1 £(X), & valeurs dans M. Il découle des hypothéses que M
f€G
est homogéne sous l'action de G. L'application U~  est définie

partout, c'est le prolongement de ¢, et la proposition est

démontrde,

~
Soit p + D——>D le revétement universel simplement con-
‘ A/
nexe de D. Choisissons un point’6 de ﬁ, tel que p(0) = 0.
Considérons un groupe & un parametre d'automorphismes de

D, défini par une transformation infinitésimale Y :
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R xD ~————>D

(t,x)k—-——af\y(;,x) .

N, . ) BN %, » Y
Il se releve en un groupe a un parametre d'automorphismes de D,
comme le montre le diagramme suivant (une fois qu'on a choisi
(44 ~ A2
f,(0,0) =0)

SO

RxD }Aﬁ
lid xp P
R!xD > D

£,000)

Soit H(g) le sous-groupe du groupe G(g) des automorphismes
analytiques dge D engendré par les %:P(t,.), pour tous les Y
€ G(D). Le groupe H(g) est naturellement muni d'une structure
de groupe de Lie}banachique dont ltalgébre de Lie est G(D). On
déduit du théordme 3.2.4 le

. S .
Lemmne 3.4.6, - Pour tout point x de D, l'application orbi-

tale

est au voisinage de l'identité une submersion directe.

Lemme 3.4.7. - Le centre K de G(D) est réduit & {03.

Démonstration. - Soit ¥ un élément du centre X de G(D).

Alors Y =Y + Xg s avec e gd?t et Xe €6(D)7. S0it Xy
€ g(D)". On a :

0 = [_‘V,X,,)] =[x, + [Xg ,X?ﬂ .

D'aprés les régles du calcul du crochet, L‘f,Xn] € g(D)", et
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[Xg ,X??]‘ég(ﬁ)*. On en déduit :

D{)’X"?] =X fr{o).n ~ 0, et [Xg ’Xv;] = 0,

Du fait que, pour tout U € E, Y'(O)‘47 = 0, on déduit que
\f'(o) = 0, et comme ¥(0) = 0, on conmciut ¥ = 0.

Prenons Y = 1§ On a [Xg ’Xig] =0 ; d'aprés le lemme
3.%.3, ceci entraine 2 = 0, Par suite, V= 0, et le lemme est

démontré.

On déduit des propositions 3%.4.2, 3.4.3% et 3.4.4 que, pour
tout O €R, T définit un automorphisme ?9 de E(g). Quitte
& restreindre le voisinage U dé 0 sur lequel est défini p on
peut identifier U avec laneuillelﬁ’de‘p"l(U)vqui contient‘ﬁl
et on peut considérer Gja comme un groupe a ﬁn parametre d'auto-
morphismes de ﬁi On déduit alors de la proposition 3.4.5 la

proposition suivante :

Proposition 3.4.8., - Le groupe & un parametre d'automor-

. /
phismes de U

BRx f— T
(0,x)——03(x)

. "/
se prolonge en un groupe & un parametre d'automorphismes de D.

Nous le noterons encore (0 y X >0 5(x).

Rappelons‘la

Définition 3.4.9. - a) Un domaine D contenu dans un espace

de Banach E est dit cerclé si l'origineVO appartient & D, et
si, pour tout point X, de D, pour tout’ @GEB, eia. x, appar-

tient & D.
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b) Soit A un domaine étalé sur un domaine D contenu dans

E. On dit que &\ est un domaine cerclé Stalé si D est cercl$,

et si le groupe & un parameétre d'automorphismes de D

RxD—u 3D
(0,x)—el© .«

se reléve en un groupe & un paraméire d'automorphismes de A

laissant fixe un point de A situd au dessus du point OE D,

A0 "o
S50it £ = fop. L'application £ est une carte locale de D

Al
au voisinage de O, Montrons maintenant le

-~

Théoreme %,4.10, -~ La carte définie au voisinage de O

o Hhe

se prolonge en un étalement F de sur un ouvert connexe borné
N ‘ » Ll ’
cerclé D' de E, et F fait de D un domaine cerclé étalé,

Démonstration. - Soit

o1
F(x) = (l/ETC)j e"»ie(wq‘"@(X))kd@ .
o]
T. s

Montrons d'abord que F prolonge f. Si x est suffisamment proche

onJ
de O, on a
(g (x) = £72(el? £ep(x)).
On trouve
2TC
F(x)=(1/2TC) j e 10 £71(e1® £op(x)) a B .
o]

On sait gue, pour tout y, f“l(y) =y + g Pn(y).
' ny2

2T
Par suite, (l/21t)-J{ e“l8 f"l(e16 y) d© =y. On en déduit
0

F(x) = fop(x) = $(x).
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Montrons que F est un étalemént. Dans la carte définie par

p, on a, au voisinage dela :
dr(x) = af(p(x)) .
On en ddduit que, au voisinage de'ﬁ,
ar(x)e f(p(x)) = ¥ (p(x))eaF(x) = id,

ou Y (x) est l'application lindaire {Sé_-aYKg(xjj définie au
paragraphe 3.3. Le théoréeme de prolongement analytique prouve
que cette &galité a lieu sur(ﬁ tout entier., Par suite, pour
tout x 65, dF(x) est un isomorphisme de E, et F est bien un
étalement.

Al
Soit D' = Im F, Pour tout x proche de O, on &
F(0g(x)) = fop(0g(x0) = *F r(x) .

On déduit du théordme de prolongement analytique que, pour tout

xzeﬁ;
F(og(x)) = 19 F(x).

A ’
Ceci prouve que D' est un domaine cerclé et que D est un domai-

ne cercléd étalé sur D',

Pour continuer notre étude, nous avons besoin d'un certain
nombre de rdésultats sur les domaines cerclds étalés.

Théoréme 3.4.11, = Soit r ¢+ A——3D un domaine cerclé

gtalé sur un domaine D contenu dans un espace de Banach E,., Soit
f une fonction holomorphe sur A, & valeurs dans un espace de
-Banach ¥, Alors il existe une suite Pn,de'polynémes homogeénes

de degré n de E dans F, tels que
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fx) = § Pn(r(x)) .

nec i
De plus, cette série est normalement convergente au voisinage

de tout point x de A,
On en déduit qu'il existe une application holomorphe g de

D dans F telle que
f = gor .

Le lecteur pourra reconstituer la démonstration & partir
de [7], théoréme 12, p. 14.
On en déduit 1le

Corollaire %3,4.12. - Soit D un domaine cerclé contenu dans

un espace de Banach E. Soit A le plus petit domaine cerclé
ét0i1é contenant D. Alors les fonctions holomorphes sur D, &
valeurs dans un espace de Banach F se prolongent 2 A,

Démonstration., -~ Si on considére le développement en série

de polyndmes homogenes d'une fonction f EH(D,F)

f(x) = E Pn(x) s

neN
le fait que la série soit normalement convergente au voisinage
de tout point x de D entraine qu'elle est normalement convergente

au voisinage de tout point de A . Le corollaire est démontré.

Nous sommes dans la situation suivante :

P—E 5o D et D' sont deux domaines bornés
lp contenus dans E. L'application p

~J .
D envoie D dans E. D'aprés le théoréme

5.4.11, il existe une application holomorphe g : D'———D, telle
que p = goF.
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Lemme 3.4.13, - L'application F : D—3D' est une applica-

tion de revétement,

Démonstration. - Montrons d'abord que g est un étalement.
Soit x' un point de D'f Comme F est un étalement, on peut trou-
ver un ouvert U de‘g et un voisinage ouvert V de x' dans D!
tels que FfU soit un homéomorphisme de U sur V. Quitte & res-
treindre V, il est clair que p est un homéomorphisme de U sur
p(U). Par suite, qjy ¢ V——> p(U) est un homéomorphisme, ce qui
prouve gque q est un étalement.

Montrons maintenant que F est un revétement. Soit x'€ D',
Choisissons un voisinage ouvert V de x' tel que q soit ﬁn homéo~
morphisme de V sur son image U et que U soit trivialisant pour
p. Supposons de plus que V soitune composante connexe de q“l(H).
Soit W l'une des feuilles de p“l(U). On montre facilement que
deux cas seulement sont'possibles

1) RNV =& ;

2) F est un homéomorphisme de W sur V.,

Par suite, F”I(V) est égal & la réunion des feuilles W de
p"l(U) telles que F(W)f\v # ¢,, et FIW : W—>V est un homéomor-

phisme. Le lemme est démontré.

TLemme 3.4.14. - Le domaine D' est un domaine borné

symétrique.

Démonstration. - Si f est un automorphisme analytique de

’%, il existe d'aprés le théoréme 3.4.,11 une application holo-

morphe g : D'——>D' telle que
Fof = goF,

On vérifie facilement que g est un automorphisme de D', Comme
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N
D est homogeéne, D' est homogéne. De plus, D' est cerclé, ce qui

entraine qu'il est symétrique.

Nous montrerons dans l'appendice & ce travail que tout
domaine borné homogene est un domaine d'holomorphie dans un
sens que nous préciserons. On déduit de ce résultat et du
corollaire 3.4.,12 gue D' est un domaine borné cerclé étoilé,.

Il en résulte'qu'il est contfactile, et par suite, simplement
connexe, D'aprés la théorie des revétements, F est un isomor-
phisme de D sur D'. L'application q ¢ D'—— D identifie donc D'

au revétement universel de D.

Lemme 3.4,15, - Soit H(D') la sous-algébre de Lie de G(D')

obtenue en relevant toutes les transformations infinitésimales

de D. Alors 1l'ensemble

{xenv! Y(x) =0, ¥ Yerm)*}
est réduit 2 {Q%.

Démonstration. - Il est clair que H(D') contient les

transvections infinitésimales. Par suite, le crochet

E»r-g ’Xi3] = [g + Z(g :sz)sig +Z(i§ ’X:X)] = -4iz(§ :g s X)

appartient & E(D‘)+. Le lemme sera une conséquence de l'asser-
tion suivante : pour tbut g # 0, 72(%,% ,% ) # 0. Faisons la
démonstration par l'absurde. Supposons gu'il existe S # 0, tel
que 72(5,%,%) = 0. Alors la solution de 1'équation différen-
tielle
%
—_— = X.g(x), = 5 + 2(35,x%,x)
dt

prenant pour t = O la valeur O est
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x=t.% .

Comme D' est borné, pour t assez grand, x = t.5 n'appértient

pas & D', ce qui est absurde.

Pour démontrer le théoreéme 3.4.l, il suffit maintenant de
montrer que q : D'— 5 D est ﬁn isomorphisme. Le revétement
q : D' 3D est galoisien, car D' est simplement connexe.
D'aprés la théorie des revétements galoisiens, il suffit donc
de démontrer que le groupe [ des D-automorphismes de D' est
réduit & {idj. | |

Soit Y€ M. On vérifie facilement que, pour tout Ye E(D'),
Y.¥ =¥ . par suite, pour tout ¥ € H(D')T, Y.¥ =VY doit
s'annuler au point 3"1(0). On déduit duvlemmé'3.4.15 que

3’"1(0) = 0. Donc & = id, et le théoréme est démontrd.

3.5, ~ Etude du grouvpe d'isotropie d'un point.

Soit D un domaine borné symétrique d'un espace de Banach
complexe E. D'aprés le thdéoréme 3.4.1, on peut supposer que D
est un domaine borné cerclé étoilé, et c'est ce gue nous ferons
4 l'avenir. On sait alors que les éléments du groupe d'isotropie
GO(D) de l'origine O sont linéaires. Par suite, les rotations
infinitésimales sont aussi linfaires. On a vu en outre que les

transvections infinitésimales X s'écrivent, pour tout ¥ € E,

hS
XE(X) = 5 4 Z2(% ,x,x%) ,

ou (E,X,Y)"‘“““‘} Z(S ,X:Y)
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est une application trilindaire de E3 dans B, €C-linfaire symé-
trique en x et y, C-antilindaire en % .

Dans les paragraphes précédents, nous avons surtout &tudié
1'espace vectoriel G(D)” des transvections infinitdsimales,
Nous allons maintenant dtudier le groupe d'isotropie GO(D) de
1'origine 0, et 1l'algdbre de Lie G(D)" des rotations infinité-
simales., Nous donnerons une caractérisation algébrique des
éléments de GO(D)ket de Q(D)+vé l'aide de 1‘épplication Z.

L'intérét de cette étude apparait dans le théoréme suivant.

Théoreme 3.5.1, - Soit D un domaine borné symétrique.

Supposons que le groupe d'isotropie de l'origine O soit un
groupe de Lie. Alors G(D) est un groupe de Lie.

Démonstration, - D'apreés la proposition 2.3.5, il suffit

de montrer que le plus grand groupuscule de Lie G contenu dans
G(D) contient un voisinage de 1& transformation jidentique dans
¢(D).

Comme GO(D) est un groupe de Lie,il est clair que G
contient un voisinage de l'idéntité dans GO(D).

Si f(EG(D} est suffisamment proche de 1'identité, on sait
dtapres le théoréme 3.2.4 qu'il existe un élément g de G proche
de 1'identité et tel que g(0) = £(0). Alors, (g % f) est proche
de 1‘identité et appartient 2 GO(D). Par suite, il appartient
& G, Enfin, f = go(g“kaf), produit de deux éléments de G

proches de 1'identité appartient & G. Le théoréme est démontré,

Théoréme 3.5.2. - Soit D un domaine borné symétrique,

réalisé comme un domaine borné cerclé étoilé. Soit f un automor-
phisme lindaire de E, Pour que f appartienne au groupe d'isotro-

pie GG(D) de l'origine 0, il faut et il suffit gue, pour tout
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% € E, pour tout x€E, on ait :
£(Z2(E yx,%x)) = 2(£(E ), f(x),f(x)) =0 . (1)

Démonstration, -~ Montrons d'abord que la condition est

nécessaire. Soit f un automorphisme lindaire de E et supposons
que f appartienne & Gb(D). Alors, on a, pour tout § €E :

fede =Xro)s = Xe(z) -

Or,

(f‘xs ) (x)

i

£ (%)) (T + 2(E, 7 x), £ (x)))

i

£(E) + £(2(8 ,27L(x), 271 (x))).

Dtautre part,

i

Xp(gy(¥) = £(3) + 2(£(8 )mx) .

En égalant ces deux expressions, et en remplagant x par f(x),

on obtient (l).

Démontrons maintenant que la condition est suffisante.
Remarguons dtabord gue si f est un automorphisme linéaire‘de B,
pour que f appartienne a GO(B), il faut et il suffit que
f(D) = D, Ia démonstration que nous allons donnér est assez
semblable & celle donnée au paragraphe 3.4 pour prolonger le
groupe & un parameétre (EF,X)F—eéﬁé(x) en un groupe & un paramétre
d'tautomorphismes de D. Elle consiste & considérer l'application
f comme définie dans un voisinage de O dans D, et & la "prolon-
ger" en un automorphisme de D, qui sera,kbien slir, égal a
l'application £ donnée, Il n‘était pas possible au paragraphe

précédent de donner une démonstration unique, parce que, d'une
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part, certains arguments doivent &tre modifiés, et que, d'autre

part, l'existence du groupe & un paramétre d'automorphismes de D

( 9,X)r———~—~—9 eie‘ x

est essentielle dans la démonstration qui va suivre,

50it gl(D) la sous~algébre de Lie compléte‘de G(D) engen-
drée par G(D)~ et la rotation infinitésimale {x%———aix}. Soit
G, le groupuscule de Lie d'automorphismes de D associé a
Qi(D)’ et soit Hl(D) le sous-groupe de G(D) engendré par Gy. On
munit Hl(D) d'une structure de groupe de Lie banachique (réel)
pour laguelle une base de voisinages de la transformation iden-
tique est formée des images des voisinages de O dans gl(D) par
l'application exponentielle. Nous considérerons également le

rev@tement universel simplement connexe
"
q : Hy(D)—>H,(D)

de Hl(D), qui est, lui aussi, un groupe de Lie banachique dont
lt'algébre de Lie est gi(D). On montre alors facilement le lemme

suivant.

Lemnme 3.5.%. - Pour tout a€ D, l'application orbitale

H‘l(D) P (a) 5 D

gt > g.8

est, au voisinage de 1l'identité, une submersion directe. Par suite,
le domaine D est homogéne sous l'action de Hl(D). De plus, pour

tout point a de D, la symétrie 0, appartient 2 Hl(D)‘

Lemme 3.5.4. - Le centre K de H, (D) est rdduit & {id}, et
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le noyau N de g est égal au centre Klvdebﬁi(D).

Démonstration, - Montrons d'abord que le centre X de Hl(D)
est réduit a {id%. Soit g €K. Soit a un point de D, et soit
7", la symétrie par rapport au point a. Comme O”QE:Hl(D), on a :

: —

g = 8°75°8 7 = T o(a)-
D'aprés la représentation gue nous avons donnée des domaines
bornés symétrique3, il est clair que; pour tout point a de b,
a est le seul point fixe de U, On en déduit que, pour tout
point a de D, g(a) = a, ce qui prouve que g = id.

Le noyau N de q est un sous~groupe}discrét distingué du
groupelﬁi(D). Puisque ﬁ;(D) est connexe par arcs, N est contenu
dans le centre K; de gl(D)‘ Dtautre part, le fait que
q : ?{’i(n)
tenu dans le centre K de Hl(D). Par suite, q(Kl) = {id}. Ceci

)Hl(D) est surjective entraine que q(Kl) est con-

prouve bien que le noyau N de g est égal & Ky et le lemme

est démontré.

Lemme 3.5.5, — Par automorphisme intérieur, £ définit un
automorphisme ¢~ de 1'algébre de Lie gl(D).

Démonstration., - Il est clair que, si l'automorphisme

linéaire f vérifie la condition (1), T la vérifie également.
I1 suffit donc de montrer que, pour tout Vfé.gl(D), g (YY)
= f£,¥ appartient & gl(D).

Ainsi que nous l'avons déja vu, la condition (1) exprime
que

f.X.g = X:&‘(g) s pour tout L EE.

D'autre part, f.{x—ix} = {xsf>ix§. Du fait que, pour tout
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Ye G(D), pour tout V¥ e G(D), f-.[‘kf,‘fjj = [f.\f) ,f.\‘fj, on déduit
finalement par passage & la limite que, pour tout WV éEQl(D),
f.VV appartient & QI(D)? ce qui achéve la démonstration du
lemme.,

D*tapres la proposition 3.4.%, il existe un unique automor-
o :

7S .
phisme ¥ ae Hl(D) gui rend commutatif le diagramme suivant :

.

G, (D) —=X2__ % (D)

Lemne 3.5.6., = L'automorphisme Y passe au quotient et

définit un automorphismé Y de Hl(D).

S
Démonstration. -~ Soit N le noyau de q : Hl(D)———~9Hl(D).
o
Pour démontrer que ‘( passe au quotient, il suffit de vérifier
~J/
que Y(N) = N. D'aprés le lemme 3.5.4, N est égal au centre Ky

y; 4
de Hy (D), et il est clair que ?(Kl) = K;. Le lemme est démontré.

Ltexistence du "prolongement" de f en un automorphisme de
D est une conséquence immédiate de la proposition 3.4.5. Le

théordme 3.5.2 est démontrsd.

Nous pouvons maintenant donner une caractérisation des

rotations infinitésimales de D.

Théoréme 3.5.7. - Soit D un domaine borné symétrique,

réalisé comme un domaine bornd cerclé étoilé. Soit A un &lément
de L(E,E). Pour que A appartienne a g(D)*, il faut et il suffit
que, pour tout 5 € E, pour tout x€BE, on ait :

A(Z2(8,x,%)) - 2(A(B),x,x) - 2(8,A(x),x) - 2(8,x,A(x)) =0 . (2)
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Démonstration. - Pour que A appartienne 3 Q(D)+, il faut

et i1 suffit que, pour tout t€R, exp(tA) appartienne é‘GO(D).
Pour cela, d'apres le théoréme 3.5.2, il faut et il suffit que,

pour tout t €R, pour tout § €E,,pour tout x€E, on ait
exp(tA)(2(%,x,x)) - Z(exp(tA)(E),exp(tA)(x),exp(ta)(x)) = O.

En dérivant par rapport & t, et en faisant t = 0, on obtient (2).
Réciproguement, soit A€ L(E,E) vérifiant (2) pour tout
£€E et tout x €E. On montre facilement par récurrence sur n 22,

que ceci entraine, pour tout & € E et tout x €E :

» n! P P p
A™(z(3,%,x)) - ? ———— 2(a 1(5),4 %(x),4 7(x)) = 0 .
PPy *pzn F17P27PS]
On en déduit que, pour tout t €R, pour tout ¥ ¢BE, pour tout

x€&, on a :

i
(@]

4

exp(tA)(Z(5,x,x)) ~ Z(exp(ta)(5),exp(ta)(x),exp(ta)(x))

donc exp(tA) appartient & GO(D). Par suite, A appartient &

-+ . . . Ve . -, .
G{D)", et ceci termine la démonstration du théordeme.

Malheureusement, ces résultats ne nous ont pas permis, pour
1tinstant, de montrer que le groupe des automorphismes analyti-

ques d'un domaine borné symétrique D est un groupe de Lie.

3.6. —~ BExemples de domaines bornés svmétrigues.

En dimension infinie, les premiers exemples de domaines
bornés symétriques ont été donnés par Greenfield et Wallach

[18]. Par la suite, ces exemples ont été généralisés par Harris
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[20]. I1 a d'abord montré que, si E et F sont deux espaces de
Hilbert, et si B est la boule-unité ouverte de L(E;F) muni de
la norme habituelle, alors B est un domaine bornd symétrique.
Pour cela, comme B est un domaine cerclé, il suffit de démontrer
gue B est homogeéne., Si a est un point de B, un automorphisme

analytique fa de B gqui envoie O en a est donné par
- : ) - 2.
£ (x) = (idF»aa*)‘1/2(x+a)(idg+a*x) l(idE«a‘*a)l/‘

(o a* désigne 1'adjoint de a). (Voir [EQ],théoréme 2, p. 20,
et [26]).
Un calcul simple montre alors que, pour tout % € L(E,F), la

transvection infinitésimale X»g vaut

X . (x) ‘:g - x £7%%.

5

Par suite,

Z(E yXyx) = = x €%,

Pour la suite de cette étude, nous aurons besoin du

Lemme 3.6.1. (e¢f [20], p. 17). - Soient E et F deux espaces

de Hilbert. Soient gl, 52, 33, Xys Xps X3 six éléments de
L(E,F). Alors,
3
. . Ky .k *
) (DE(E ) (8,0 T (B g) = 4 3 BTk

k=0
On en ddduit que si 5 et x sont deux éléments de L(E,F), on a

%
x 5% = -i- }:(-1)k( T+ifx)( Z4i5%) (S+i¥x) . (1)
b x=0

Montrons maintenant le
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Théoréme 3.6.2. - Soient E et F deux espaces de Hilbvert,

et soit B la boule-unité ouverte de L(E,F). Soit H un sous-
espace vectoriel fermé de L(E,F) tel que, pour tout x€H, xx*x
appartienne & H. Alors, B H est un domaine borné symétrique
dans l'espace de Banach H.

Démonstration. (Comparer avec [20]). - On déduit de 1la

formule (1) que, pour tous & et x ¢H, x £*¥x appartient & H.

Par suite, pour tout § ¢H, l'application
Xy X ¢ (%) =% - xE*x

envoie H dans H. On en déduit que B [1H est homogéne, et comme
BMNH est un domaine cerclé, ceci entraine gue BNNH est un domai-

ne borné symétrigque contenu dans H.

Nous appellerons domaine de Harris tout domaine borné

symétrique qui peut 8&tre réalisé comme 1l'intersection de la
boule-unité ouverte de L(E,F) avec un sous-espace vectoriel
fermé H de L(E,F), tel que, pour tout x€ H, xx*x appartienne
a H.

Harris [20] a montré que les quatre grandes classes (type
I & IV) de domaines bornés symétriques irréductibles de dimen-
sion finie de la classification de E. Cartan [6] sont des domai-
nes de Harris. On ne sait pas, pour l1l'instant, s'il en est de
méme des deux domaines bornés symétrigues irréductibles excep-
tionnels (type V et VI). S'il en était ainsi, tout domaine
borné symétrique d'un espace vectoriel complexe de dimension
finie serait un domaine de Harris. De toutes facgons, les résul-
tats déja démontrés permettent de définir en dimension infinie

une généralisation des domaines bornés symétriques de E. Cartan
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de type I & IV (voir [20]).

| 51 D est un domaine de Harris, on peut caractériser ies
éléments du groupe Gd(D) et de l'algébre de Lie g(D)+ de la
fagon suivante :

Proposition 3.6.3. - Soient E et F deux espaces de Hilbert,

et scoit H un souséespace vectoriel fermé de L(E,F), tel Que,
pour tout x&H, xx*x appartienne & H, Soit B la boule-unité
ouverte de L(E,F), et soit D = B[IH.

a) Soit £ E€GL(H). Pour que f appartienne & GO(D), il faut

et il suffit Que, pour tout x€H, on ait :
f(xx¥x) - £(x)f(x)F£(x) = o. (1')

b) Soit A€ L{H,H). Pour que A appartienne & g(D)*, il faut

et 11 suffit que, pour tout xE&H, on &ait :
Alxx¥x) = A(x)x*x - xA(x)x - xx®A(x) = 0 . (21)

(Le résultat a) est déjh connu de Harris [20]. Toutefois,
sa démonstration est différente de la nbtre.)

Démonstration, ~ Pour démontrer a), il suffit d'apres le

théoréme 3.5.2 de montrer que, si, pour tout x €H, f vérifie

(1'), alors, pour tout £€H et tout x€H, on a
f(x3%x) - £(x) £(E ) £(x) =0 .

Or cela résulte de la formule (1).
Pour démontrer b), d'aprés le théoreme 3.5.7, il suffit de
montrer que, si pour tout xE€H, A vérifie (2'), alors, pour

tous & et x€H, on a

A(xEY) - A(x)5% - xA(5)x - xE%(x) = o.
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Ceci se déduit du lemme 3.6.1.

Ces résultats ne permettent pas, dans le cas général, de
donner la forme explicite des éléments du groupe d'isotropie
de 1l'origine d'un domaine de Harris D. Pour conclure ce chapitre,

nous allons étudier deux exemples.

Exemple 1. - Soient E et F deux espaces de Hilbert. Suppo=-

sons de plus que E soit de dimension fiﬁie. Soit B la boule-
unité ouverte de L(E,F) muni de la norme habituelle. L'étude du
groupe G (B) a été faite par Greenfield et Wallach [16] qui

ont montré la

Proposition 3.6.4, - Tout automorphisme £€ G, (B) est de la

forme

X é—-—-‘w% AC’XOB 3

ou A€ U(F), le groupe unitaire de F, et BEU(E), le groupe

unitaire de B.

On déduit facilement de ce résultat que GO(B) est isomorphe
au quotient de U(F)xU(E) par Gys ol G, est le sous-groupe dis-
tingué de U(F)xU(E) formé des éléments ( did, A'lid), avec
Fﬂ = 1, Ceci montre que GO(B) est un grouﬁe de Lie, On déduit
de ce résultat et du théoreme 3.5.1 le

Théoréme 3.6.5. ~ Soient E et F deux espaces de Hilbert.

Supposons de plus que E soit de dimension finie. Soit B la

boule~-unité ouverte de L(E,F). Alors G(B) est un groupe de Lie.

Exemple 2. - Soit A une C*-algdbre commutative avec

élément-unité. On sait qu'il existe un espace compact K tel que
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A soit isométriquement isomorphe & 1l'algébre C(K,C) des fonc-
tions continues sur K a valeurs dans €, munie de la norme de
la convergence uniforme sur K. Scoit B la boule-unité ouverte
de C(K,C). On peut montrer que B est un domaine de Harris.
Cependant, il est tres simple de vérifier directement gque B est
un domaine borné symétrique. Comme B est cercld, il suffit de
montrer qu'il est homogéne : si a est un point de B, un auto-
morphisme analytique de-B qui envoie O en a est donné par
% + a
Xb——)f (x) = =—————

1 + ax

Théoréme 3.6.,6. - Soit B la boule-unité ouverte de C(XK,C).
Alors GO(B) est un groupe de Lie ; par suite, G(B) est un grou-
pe de Lie,

Démonstration. - Les éléments de GO(B) sont les automor-

phismes lindaires isométrigques de C(X,€). Soit f un tel auto-
morphisme. D'aprés Dunford-Schwartz [17], p. 442, il existe un
homéomorphisme T de K sur lui-méme et une application continue
X : K—>U (groupe multiplicatif des nombres complexes de modu=-

le 1) tels que, pour tout ¥ € C(K,C), pour tout x €K,

£(Y) (x) = X(x). P(T(x)) .

Montrons que si [f-id[ {1, alors T = id. Supposons en
effet T # id ; il existe deux points distints a et b de K,
tels que T(a) = b. Il existe une fonction continue ¥, ae

K dans [0,1] telle que %;(a) = 0, Y;(b) = 1, On a donc

- sl [t - oll P o) = Yt = 1

ce qui prouve le résultat annoncé.
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Un voisinage de la transformation identique dans G, (B)

s'identifie donc & l'ensemble des applications continues

de K dans ¥ muni de la distance

a(X,f) = sup 0(():)-—{3(}{)] .
XeK

I1 est clair que cet eﬂsémble a une structurekde variété analy-
tique réelle, compatible avec sa structure de groupe, ce qui
prouve gque GO(B) est un groupe de Lie. On déduit du théoreme

3.5.1 que G(B) est un groupe de Lie.
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APPENDICE

Domaines bornés homogeénes, métrique de

Carathéodory et domaines d'holomorphie.

Dans la démonstration du théoréme 3,4.1, nous avons utilisé
le fait gue, si D est un domaine borné homogéne d'un espace de
Banach complexe E, alors D est un domaine d'holomorphie. Le but
de cet appendice est de donner une définition précise des domai-
nes d'holomorphie en dimension infinie, et de démontrer le
résultat annoncé., Ia démonstration utilise la métrique de Cara-
théodory, et nous allons commencer par rappeler ses principales

propridtés,

Soit & 1le disque-unité ouvert dans €. La métrique non
euclidienne J sur /A est définie par la formule : pour tous a
et be A,

|a-b|+|1-ab]
V(1-23) (1-vD)

I1 est classique gue 3/ est une distance sur A, que 5/ définit

3 (a,b) = Log

la topologie habituelle de A, et que, si f est une application

analytique de A dans lui-méme, alors, pour tous a et b€ 4,

5 (£(a),£(b)) < I (a,b) .

En particulier, si f est un automorphisme de A, alors f est une

isométrie pour J .

Soit D une varidté banachique complexe connexe, On définit



la métri@ue de Carathéodory dg sur D de la fagon suivante (voir
[2}, p. 165) : pour a€D, bE D, on pose
a2(a,p) = su ¥ (£(a),2(v)) .
- feH(p, )

On montre que la métrigue de Carathdéodory vérifie les proprié-
tés suivantes :

a) Pour tous a et bED, dg(a,b)<< + o0 ,

b) Pour tous a, b et c&ED,

ag(a,c),g dg(a,b) + d%(b,c) .

¢) Si D est contenu dans une variété connexe D', alors
D! D '
| dc _g'dc .
d) Soit f une application holomorphe de D dans une variété

connexe D', Alors, pour tous a et HED,

ap (£(a), £(b)) L al(a,b) .

On en ddduit que tout automorphisme analyiique d'une variété

connexe D est une isométrie pour la métrique de Carathéodory.
e) Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe.

Alors dz sépare les points de D.

f) Soit B la boule-unité ouverte d'un espace de Banach E.

On montre, & 1'aide du lemne de Schwarz, que, pour tout x&3B,
a2(0,x) = (0, |Ix()) .

On déduit de cet ensemdble de résultats le
Lemme 1. - Soit D un domaine borng d'un espace de Banach
complexe E. Soit dg la distance de Carathdodory sur D, et soit

d la distance ddduite de la norme de E. Soit B une boule complé~
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tement intérieure a D. Alors dc et d induisent sur B la méme
structure uniforme. On en déduit gque dg et d induisent sur D la

méme topologie.

Nous pouvons maintenant démontrer le

Théoréme 2. -~ Soit D un domaine bornd homogdne. Alors D

est complet pour la distance de Carathdéodory dg‘
Démonstration, - Soit a un point de D, et soit (Xn)néN

une suite de Cauchy pour dg. I1 existe un nombre réel r >0, tel
que la boule Bc(a,r) =(;<éI)[dg(a,x) £ r} soit contenue dans
une boule fermée B complétement intérieure & D.

Comme les (xn)n€ N
existe un entier n_, tel gque B (x_ ,r) contienne tous les x_,
o} ¢t ng n
pour nu}nb. Soit f un automorphisme analytique de D, tel que
— I'4
f(xno) = a, Les \f(Xn))néﬁq
D

dC sur Bc(a,r). A 1l'aide du lemme 1, on montre qu'ii existe

forment une suite de Cauchy pour dg, il

forment une suite de Cauchy pour

un point y  de B, tel que f(xn) converge vers y , quand
n —> +. Par suite, x converge vers f"l(yo), ce qui prouve

le théoréme.

I1 nous faut maintenant donner la définition des domaines
d'holomorphie,

Définition 3. - Soit D un domaine d'un espace de Banach

complexe E. Soit H un sous-espace vectoriel de 1l'espace vectoriel
H(D,C) des fonctions holomorphes sur D, séparant les points de
D. Nous dirons que D est un H-domaine d'holomorphie si D vérifie
la condition suivante : pour tout domaine étalé (D',p) dans E,

pour tout plongement ouvert ‘f : D——>D', tel gque le diagramme



soit commutatif, et tel que 1'image par l'application Y%

E(D'ze)mﬁ L{,(D,@)
f4+—-ouou- f oY

de H(D',C) contienne H, alors ¥ est un isomorphisme de D sur D'.

Remargue., - En dimension finie (voir [1{]), on montre que,
si D est un H(D,C)-domaine d'holomorphie, il existe une appli-
cation fE€H(D,C), telle gue D soit le plus grand domaine de

prolongement de f. Il n'en est pas de méme en dimension infinie

(voir [15]).

Théordme 4. - Soit D un domaine borné d'un espace de Banach
complexe E, complet pour la distance de Carathéodory. Soit HC
H(D,€) 1'ensemble des fonctions holomorphes bornées sur D. Alors
D est un H-domaine d'holomorphie.

Le théoréme 2 et le théoréme 4 entratnent immddiatement le

Corollaire 5. - Soit D un domaine borné homogéne. Soit H

H(D,C) l'ensemble des fonctions holomorphes bornées sur D. Alors
D est un H~domaine d'holomorphie.

Démonstration du théordme 4. - Soit D un domaine borné

complet pour la métrique de Carathdodory. Soit (D',p) un domaine
étalé dans D, et soit ¥ : D—D' un plongement ouvert compati-
ble avec 1'étalement p. (Nous identifierons D avec son image
Y(D)). Supposons que toutes les fonctions holomorphes bornées.

sur D se prolongent & D', Alors, pour tout fE&H, la norme du
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prolongement de £ & D' est égale a “fHD. Pour montrer cela, il

suffit de prolbnger toutes les 1/(f-a) pour &aﬁ>uf”§. On en

déduit que

Supposons gue \P ne soit pas un isomorphisme de D sur D', Alors,
on peut trouver un point a de D', n'appartenant pas & D, et une

suite (xn) de points de D convergeant vers a., Du fait que

‘ negw
D! P .

dc (xn,a)———% 0, on déduit que les (Xn)nEiN forment une suite
de Cauchy pour la distance de Carathfodory dans D. Cette suite
n'a pas de limite dans D, contradiction. Le théoréme est ddmon-

tré.
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