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CHAPITRE 5.

HOMOLOGIE : THEORIE

HOMOLOGIE DBES COMPLEXES SIMPLICIAUX,

Définition (complexe de chaines orienté) 5.1,

Soit un complexe simplicial X .
a) Etant donné un k~simplexe 3> = <pO yes ey pk > (de dimension k)
on définit une relation d'équivalence sur 1l'ensemble ordomné des sommets de

S

(PO goo00y Pk) ~ (p6(0> g0 00y pc(k))

si ¢ est une permutatiord paire (i.e. : de signature g(c) = + 1). Les
classes d'équivalence sont notées [po ’ p1 seany pk] et chaque classe est
appelée k-simplexe orienté de X . A chaque  k-simplexe <S> correspond donc

un k-simplexe oriente si k = 0 , et deux k-simplexes orienté si k < O) .

b) Soit EE(K) le groupe abélien libre engendré par les g-simplexes orientés

Gq de K avec la relation :

c? et 62 désignant les deux orientations possibles de cq (1orsqu'elles

existent)
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Donc EA(K) =0 si 9g<¢0 , et EA(K) est un groupe abélien
libre de rang égal au nombre des g-simplexes de X si k»O

si x| =4 Eq(K):o q¢2Z

c) On définit un opérateur bord dq : EA(K) ~>6§f1(K) par

i
d o0 = Z - o o0 A. 090
q[P09p19 ’?QJ 0$i$q< 1) LpO,P1, 9?19 pq]
O‘h. [p09p1,ono Tﬁi,ooo,pq] =3 [pofp.1"°°°?pi-1fpj_+']’°."pq]
‘Cet Opérateur bord, défini sur les générateurs de 'Eq(K) stétend a tout
5 (K) car
q

q q a q
dq(ci + 62) q(o1, + q(cz) 0

4 Gq désignent les deux orientations de cq » Le lecteur vé-

1’ 2
rifiera par le calcul qu'on a bien

d d =

q g+
d) Le complexe de chafnes libre E(K} = {E;(K> s dq} est appelé complexe
de chafines orienté de X

Lihomologie de ca complexe de chalnes noté
2(x) = H(CIK))
est appelée homolegle orientée de K
e) Il est parfois utile d'ajouter des générateurs & EA(K) . Si cn convient
de considérer E;(K) engendré par les

[po,,.., pq] (po rees By sommets distincts ou non d'un simplexe)

ol [po,ooo, pq] =0  si-tes :pi ne sont pas tous uistincts
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et [po v e, pq] défini en a) s'ils le sont

le lecteur vérifiera qu'ton ne change pas la définition de 4d

Proposition 5.2

Btant donnés deux complexes simpliciaux K1 et K2 et une application
simpliciale

© ° - K
9 ¢ K, 2

elle induit une transformation de chaines E<¢) telle que :
C(cp)[po Py seees Pq] = [cp(po), cp(p1),,om, -cp(pq)]

et la correspondance ¢ eta(@) est fonctorielle (covariante)n

Preuve : laissée au lecteur.
Ii faut remarquer que l'on a besocin de 5.1, d) pour que la définition de

E(¢) soit correcte car les ¢(pi) ne sont pas nécéssairement distincts

_?2,
Remargue 5.3,
Scit un Sesimpiexe <S> = < Py pq R p2>
Dans le complexe simplicial 8 des faces \ji>
a = | S
e 5, a=[p, 2]+ [p, 2]+ [p,p] estum fo Pa

cycle (ce qui se visualise par une boucle en dimension 1) mais aussi un

bord car ¢ = dz[po P, p2] .

Par contre dans le complexe S des faces propres de S , ce cycle rifest

pas un bord, donc {o} est un générateur de E}(K) .

Ceci donne au lecteur 1'idée intuitive que EA(K) est engendré par les trous
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de dimension g de X f{dans S 1le trou de dimension 1 correspond &
<S> ).
Le lecteur pourra exercer ce raisonnement sur un complexe simplicial quelcongue

3

dans R~ o

Proposition 5.4,

EKK) est un complexe augmenté

Une augmentation est donnée par : g Eb(K)’é Z

e[p] =1 pour tout sommet p de K

Preuve 3

Pour tout générateur [PO s p1] de E}QK) , on a

ed,[p, 2] = ¢ ([g,) - [p,)) =1-1=0

Définition (complexe de chaines ordonné) 5.5,
Au complexe simplicial X nous allons associer un nouveau coumplexe de chaines
dont 1!'intérét sera de servir d'intermédiaire entre le complexe de chaines
orienté et le complexe de chalines singulier que nous définirons pius loin,
a) Un g-simplexe ordenné est une suite ordomnée de (q # 1) sommets

P appartenant & un méme simplexe,

0 °rer pq
On note un tel simplexe ordonné : (po ,5009pq> o

Dans ce cas, la définition d'un g-simplexe ordonné permet la répétition des

somme ts,

b) Soit Cq(K) le groupe abélien libre engendré par les ¢-simplexes ordonnés
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de X , si gq > 0 et Cq(K) =0 si q< o0 o

On définit wn opérateur bord  d Cq(K) - cq_1(K) par

d (p » P yeeey P ) = I (*1)1 (P s P geeay ﬁo seeey D )
qQ 0 1 q 0giga 0’ i q

(le @i signifie toujours qu'on 8te p )
1

Il est évident ici que dq est bien défini puisque défini sur une base

de Cq(K) et on montre comme pour 5.1, que

c) Le complexe de chaines libre C(X) = {Cq(K) ; dq} est appelé complexe
de chaines ordonné de KX .

Son homologie est appelée homologie ordonnée de X et est notée

H(c(k)) = H(K) .

Comme ci-dessus, on a les deux propositions suivantes :

Proposition 5.6.

Etant donnés deux complexes simpliciaux K1 et K2 et une application

simpliciale

elle induit une transformation de chaines C(@) définie par

C(¢)(PO yeees Pq) = (¢(po),..., ¢(pq))

et la correspondance est fonctorielle (covariante).
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Proposition 5.7.

c(X) est un complexe augmenté :

Une angmentation ¢ : CO(K)-» 2 est donnée par

ep) =1 pour tout sommet p de X .

Remarque et définition 5.8.

a) Ce qu'on a dit jusqu'da présent sur les complexes simpliciaux aurait pu
&tre dit sur les complexes abstraits (au sens du chapitre III). Mais il est
évident que ceux—ci non d'intérét que dans la mesure ou ils sont munis d'une

topologie convenable, ce qui n'est pas falit dans ce cours,

b) Nous allons gependant définir les composantes connexes d'un complexe abs-
trait A (qui correspondent aux composantes par arcs de leurs réalisations)

p et p' sont dits &tre connectés, s'il existe Py = P ,p1 ees P < ',

tous sommets de A , tels que (pi , . .) soit un simplexe de A. pour tout

141
i,
C) Pour un tel complexe (abstrait ou simplicial) K dont les composantes

connexes sont , on a d'aprés 4.33

®5)5er
¢, = @ Cp(Kj) donc HP(K) = ®i Hp(Kj)

JeI JE:

Théoréme 5,9.

Soit K un complexe simplicial, de la forme
_ X! ¥ p
X X pO

N

ou K' est un complexe simplicial et E% un sommet de K .

Alors C(X) est un complexe de chaines augmenté acyclique.
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Nous allons utiliser 4.45 er montrant que g induit une équivalence de

chaines

Soit ' : Z~C{K) ovw Z =7, Z =0 q#£0 , définie par

On a ttd = ID

Ltapplication D : Cq(K),-—> C + (K) définie par :

g+1

D(p09°°e9p ) = (po ? p090o09 Pq)

q

i ; Id_, t !
est une homotopie entre dC(K) e i

]

D:IdC(K)—-ﬁ;'{: °

Corollaire 5,10,

Soit un simplexe S de dimension n

On a Hq(S).z 0 pour tout q .

Définition (transformation acyclique) 5,11,

Etant donnés un complexe simplicial (ou abstrait) et un complexe de chaines

augmenté par ¢ C , une transformation

' sK-C

est dite transformation acyclique, si & chaque simplexe S € K

un sous-—complexe de € tel que 3

a) Pour tout S € K » F(S) est acyclique, et augmenié par g

. - da T 3
b) Si S1,$ SZ(EK) P(S1) est un sous-complexe de I(SZ, o

T

-

associe
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Théoréme 5,12,

Soit un complexe simplicial (ou abstrait) XK , un complexe de chaines C'
et une transformation acyclique T . Alors Il existe une transformation de
chalines, unique & une homotopie prés T 3 C(K) - C! telle que :

Le support de <1 soit inclus dans T .,

i.e. a) pour tout simplexe <S> = <D

o 1ete pq> € K

rq(po yeons pq> € Cq(l‘(s))

b) 1t soit algébrique
i.e, ¢ s8i g est l'augmentation de c(k) définie par e(p) = 1 pour tout

sommet p , et g!' 1'augmentation de (!

Preuve 3
Existence
1) en dimension O :

Comme I est acyclique, pour tout sommet p de K , par définition a) :
g'I CO(F(p)) est surjectif
donc il existe Zp € CO(F(p)) tel que g'(zp) =1

T est défini par To(p) = (zp) sur la base de CO(K)

0

donc partout par extension et vérifie : g't. = ¢

0
et 10(P> € co(r(p))

2) Supposons Tp définie pour tout p < q , satisfaisant a a) et b)
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Soit o6 = (po yooos pq) € Cq(K)

i
i = (1) (pgreees By s oee pq)
0<1<q

i
= X (=1) Tgm1 (po soso s pi yooo pq)

T 1d
g=1 .0 0<i<q q

Dtaprés 1'hypothdse a) supposée pour (g-1) : Tq~1dc E.Cq_1 [F(G)] .

Or 1 définie jusgu'a (q-1) est supposée &tre une transformation de chalnes

donc vérifie

d"rq_1(dc) = (Tq_2)(d6) = Ty 0 = 0

ices Tq_1d0 € Zq;1(F(6)) = qu1<T(G>)
car F(c) est acyclique

done T do = d'z z € ¢ (r(q))
g=1 g o q

Posons rp(c) =z

SUR
Tq définie¥one base de Cq(K) stétend 2 Cq(K) et vérifie
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Unicité. :
Soient T,T' ¢ c(x) - ¢ satisfaisant & a) et b)
19 En dimension O

Soit un sommet p de X
w(p) - ' (p) ec (rlp) et ex(p) -es’(p)=1-1=0
donc m(p) - 1'(p) est un cycle de P(p) qui est acyclique c'est-a-dire
un bord.
w(p) - v'(p) = d’(Zp) 2, € ¢, (r(p))

On définit alors D : CO(K) = C! par

Do(p) = Zp sur une base de CO(K)

On a donc : Do(p) € C1(F(p)) pour tout sommet p de K .

2) Supposons que Dp soit défini sur Cp(K) pour tout p < g (g > 0)

tel e D : C (K)- C°
el qu . p( ) bt
* _ - [ . \
et (ﬁ) d'D 4D _d=7 -1 5 (2) Dp(c) € Cp+1(P(c))
Soit G = (po yeoo, pq) € Cq(K)

16 - 1'c - D

SCLE: cq(r(c))

les deux premiers termes y appartiennent d'aprés a) et le troisitme d'apres

lthypothése de récurrence (2) vérifie

D do= & (-1)* D

(P 5 e0o0y D soeo P )
ogiga o) i q

q-1

mais T est une transformation agyclique et
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T pq)\< (p, «- pq) => o eood oeo pq}cr(c)

enfin Dq_1dc € Cq(P(G))
D'aprés 1'hypothdse (1)

a'n _,(da) + D _.d(de) = 5(do) - 7' (do)

donec d' (o - t'6 '~ Dq_1dc) =d'q¢ - d'¢'¢ -~ 1do + t'do - Dq_zdgc =0 .

Comme précédemment

oo

10 = 5’6~ D _do € 2 (r(a)) = B (r(e))

I1 existe donc z € C%y tel que
¢ q+

1

16 - 1'c'= D do = d'zg

g-1
Nous définissons Dq sur une base de Cq(K) par
D = 2
XORES

I1 est evident alors que D vérifie 1l'hypothese d‘'induction pour Pg&a -

Nous avong donc montré par induction que

D:g 24’

Corollaire 5,13,

Btant donné un complexe simplicial (ou abstrait) K on a l'isomorphisme :
B(K) ~ H(K)

Plus précisdment C(K) et E(K) sont équivalentes.

Preuve :

Nous allons montrer que la transformation de chalnes :
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¢ ¢(K) » ¢(X) définie par
’E(PO9 soe gy Pq) = [pO 900y pq]

est une équivalence de chaines .
Le fait que ce soit une transformation de chaines est visible.
Pour définir une inverse 'E : EKK)-* C(K) de < nous choisissons un
ordre total arbitraire sur l'ensemble des sommets de X , et nous appelons
chalne normale toute chalne C=1z n, oy de C(K) pour laguelle 1lfordre
de chague simp%exe ordonné o5 est celui induit par l'ordre total choisi,
I1 est donc Cl;ir que si ¢ est normale, dc aussi.
Si C(K) est le groupe des chaines normales, on a

m]C’(K) est bijective,
Oon définit 7= [7]cr(®)]
T est une transformation de chalne en

TdT=4d7%¢ pour tout < € C(K)

(3¢ est normale, donc dic aussi et <(d3¢) =diic = d8) .
Scit T la transformation acyclique 3 XK = C(K)

F(S),: c(s) (complexe de chaines ordonné de 8)

Ido(K) et Tt vérifient les conditions du théorgme 5.12 donc

TT —-IdC(K)

or

Donc =« est une équivalence de chaines.
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Remarque : 1les deux complexes de chaines ¢(K) et E(K) ayant la méme homologie,

H(K) désignera d&s maintenant cette homologie.

Théoreme (relation avec la contiguité) 5.14.

Soient deux complexes simpliciaux K1 et ,K2 et deux applications simpli-

ciales :

dans une méme classe de contiguité (cf. 3.46).
Alors cle) , clg') : C(K1) - C(Kz) d'une part

et 5{@) , E(@') : E(K1) A‘E(Kz) d'autre part sont homotopes.

Preuve :
Comme 1l'homotopie est une relation d'équivalence nous pouvons supposer que

¢ est contigue & ¢'. L'homotopie de C(@) et C(@') est donnée par :

D(p_seees pq) = = (—1>l(¢'(po),°.a, 9t (0, )y o(p; )00, @(pq))
ogigq '

Celle de C(g) et C(p?) s'en déduit par 5.13.

Théorédme 5.15,

31 K est un complexe simplicial (ou abstrait) non vide, connexe,

Alors HO(K) = 7 (HO\K) =0)

Preuve :
Soit e 1l'augmentation de C(K) (e(p) =1 pour tout p)o Fixons un

sommet po . Pour chaque sommet pi il existe un chemin d'aréte de po 3



q auquel correspond une chaine ci € C1(K) telle que dci = pi -p o

~
Unechaine de HO(K) s'écrit  {I ni(pi)} avec

e(2 ni(pi)) =z n, o= 0

Mais alors le cycle z ni(pi) est aussi un bord car

d(zne)=znlp) -z ni(po) =z n, (p,)

w
donc HO(K) =0 .

Corollaire 5,16,

Pour tout complexe simplicial X , HO(K) est un groupe libre de rang

égal au nombre de composantes connexes de XK (non vides) .

Preuve : Evidente d'aprés 5.8 et 5.15.

Définition (homologie relative) 5,17,

Soit un complexe simplicial (ou abstrait) K et un sous-complexe L .
a) On appelle homologie orientée relative de K par rapport & (ou modulo)
L , 1'homologie de C(X)/C(L) et on la note

H(C(k)/6(L)) = H(K,L) .

b) On appelle homologie ordonnée relative de X par rappert & L , 1'homolo-

gie de C(x)/C(L) et on ia note :

H(C<K)/C(L)) = H(K,L)

c) Pour 1l'une ou l'autre des théories on définit comme .u chapitre IV 1'homolo-
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gle relative de X modulo L & coefficients dans ¢ et & valeurs dans
G et on note ces groupes

HK,L ; @) H(K,L ; @)

- *
H (K,L; @) H(K,L; @)

d) On a évidemment  H(K,d) = BE(K) ; H(K,d) = E()

Lemme 5, 18.
Soit un complexe simplicial (ou abstrait) X , un sous—complexe L et un

groupe G
Alors on a les suites exactes :

-H (L) —H (K) ——H (K,L) — H L)~
() = E ) o 1) —E ()

1 P! 8
- Hq(L 5 G) -——-—->Hq(K ; G) —-——-—>Hq(K,L ; G)T—»Hq_1(L ; ¢) -

b
— * 3 %
S e) Lk @) P rlx; o) 2wl @) -

et de méme en homologie orientée.

Preuve :

De la suite exacte : 0-C(1) " c¢(®) ®-c()/c() ~o0

Le complexe de chaines C(K) étant libre, on déduit les suites exactes :
0-cL)®e ~cK)®ae - ck)/e(L)Q@e—-o0

0 = Hom(c(x)/c(L), @) — Hom(c(K), &) — Hom(c(L), G) -0

I1 suffit de leur associer leurs suites exactes d'homologie.
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Théoréme 5.19.
Etant donné un complexe simplicial (ou abstrait) K et un sous complexe L,

on a les isomorphismes

u(x,1) = 5(X,L)
H(K,L,; ¢) = H(X,L ; &)

* %
H(K,L; @) »H (X,L; @)

Preuve :
L'éguivalence de chalines T ¢ C(K)~»-6(K) définie en 5,13 dinduit des

équivalences de chaines

@1 CKI®E » TG

Hom(¢,G) : Hom(C(K) ; G¢)— Hom(c(k) ; &)

On ne va donc traiter que le premier résultat, les autres se résolvant par
le m@me procédé.

1t 1induit le diagramme commutatif

»Hq(L)—-» Hq(K)--> Hq(K,L)—-» Hey (L) — Hq+ (K)—

S iT* S 11* lm* S lt* S LT*

-1 bt — T - H
> Hy(L)— B &) — & (K1) "
On sait d'aprés 5.13 que Ty est un isomorphisme entre les homologies

absolues,

Le résultat se déduit donc du lemme des cing (4.36).
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Définition (caractéristique d'Buler) 5,20.

a) On appelle qleme nombre de Betti du complexe simplicial X , le rang

de Hq(K) (qui est de type fini)
idme . .
b) On appelle q nombre de Betti de la paire (K,L) , le rang de
H (X,L .
LE5D)

c) On appelle caractéristique d'Buler de K , le nombre

dimK

&)= £ b (K) b, (K) : i™™ nombre de Betti de X
i=0 * *
Proposition 5.21.
dinmK,
x(K) = = p(Ci(K)) p : rang de
: i=0 .
Preuve 3
On remarquera que X(K) est aussi
x(K) = Tr Id, = Tr Id
d'apres 4.80.
dim K
Remarque : on a de méme : X(K) = X p(@i(K))
i=0
Corollaire 5,22
dim X 5
¥, L) = . (-1) «
. i
i=0

ou @ est le nombre de i—simplexés de K -1 .
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Application:. 5.23.

Soit S un n-simplexe. On a les résultats suivants :

Preuve ¢

On a Cq(S) = E (é) si q # n

8O
Q0
It
BB

donc C (s)/ Ea(é) =

o . .
donc Hq(S,S) = Hq(S;S) = {O a#

~
Comme H(S) =0 d'aprés 5.15 , de la suite d'hcomologie réduite

o . ~ » ~
-H(S)=0 - H (35,8)—-H 5) = H 5) =0
,() J(5:8) ~H _(8) 8 _ ()
(le lecteur vérifiera qu'une aughentation n'affecte pas 1l'homologie felative)
on déduit 3

v - »
Hq_1(S) *H (s,5)

ce gqui nous donne le second résultat.

Définition (suite de Mayer—-Vietoris) 5.24.
Nous allons construire des suites exactes de complexes de chalnes gui nous
donneront de puissants moyens de calculer l'homologie & partir d'homologie

déja connues,
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Etant donnés des sous-complexes C' et C" d'un complexe de chalne et les

transformations de chafnes :

C[n C!l - C'@ Cn

-

cr@®ct - cro c

[N
oo

définies par : i(c) = (e, =¢) et jlec' , c") =ct 4+ c"
on a la petite suite exacte :

0 - Cc'Ac 2 cr@e 24— (¢ +C") > 0

a4 laquelle correspond la suite exacte d'homologie :

( ) 2 (o) @ (em) o ( ) s (e ov)
- H (C'n C" H (C? H (") —— H (C' 4+ C" H c? c"
q q ®q q Q-1

appelée suite de Mayer-Vietoris des sous-complexes C' et C" .

Proppsition 5.25.

a) Etant donné un complexe simplicial X et deux sous-complexes K1 et K2 ’

on a la suite de Mayer-Viétoris :
( ik ( (k) Ix ( dy (
Hq K1 K2) Hq K1) C)HA.K2 Hq K1 K2) Hq-1 K1{\ K2)

b) Si le complexe est augmenté, on a la suite de Mayer-Vietoris réduite de

K1 et K2 , d&s que K1\"\K2 £ ¢

i j d
~ * o w * * o
R . SN ——H (K, NK
Hq(K1 nx,) Hq(K1)@ Hq(Kg) Hq(K1U K,) q_1( , O K,)
o » L)
, L ) et

*
c) Etant données deux paires simpliciales (K , L1) et (K

1

dans X , on a la suite de Mayer-Vietoris relative de (K

voir définition en 5,26,
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(KZ’L2>
i 5
-5 K NK ,Lnl) —u (X ,L )@ & ,L.) —
Hq T e T T2 g 17 g 2’ T2
a
(VXK L. VUL.) 5 ®aK LAL ) -
Hq 17 %2 Y T -1 A R
Preuve
a) On a C(Kit\ K2) = C(K1)f1 C(Kz)
C(K1i) K2) = C(K1) + C(Kz)
Soit :L1 :,K1ﬁK2<:K1 3 12 :.K-1n K2c:K2
3, :. K1 c:K1UK2 5 3y K2CK1U K2

On a la suite exacte :

(1) 0 - C(K1n Kg)-ﬂia C(K1) c>c(K2) 3., C(K1U K2) -0

ou : ifc) = (c(i,)e, - c(i,)e) 3 3(01,02) = c(3,)e, + ¢l )e,

il suffit d'en prendre la suite de Mayer~Vietoris,

En particulier ; i*(z) = (11*2 , - iz*z) ; j*(z1,22> = 31* Z1 + j2*z2
ol z € H(K1n k) , oz, € H(K1) ;o7 € H(KE)

b) La condition Kqﬂ K2 £ @ est evidemment nécessaire pour parler de

[
H(K1r\ K2) .

Mais alors on a le diagramme commutatif :
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o-c (x,nK) ¢ (x,)@c (k) CO(K#)Kz) 0

| | .o Je

0 - 7z — %, 7 @2 _B, 7 — 0

o aln) =(n, -n) ;5 gln,m) =n+m

qui vous permet de prolonger (1) en

(2) 0~ 5(K1ﬁ K2) A, E(K1) &DC(Kz) iR S(K1U K2) -0

c¢) Le lecteur montrera & titre d'exercice que si on a les suites exactes de
[ ¢!
groupes : 0 ¢, 2o £, c,~0 et 0~ alcy | ¢y 8lcy ¢y =0

avec C; C:C1 R Cé C:C2 C% C:C3 , on a la suite exacte :

0oo¢/ —% ¢/ BLgy !
e 2cy 5cy

-0

« , B désignant les homomorphismes induits par « et B . Ici on écrit la
suite exacte (1) pour K1 et K2 puls pour L1 et L2 on en déduit la

sulite exacte :

(3) o0- C(K1rlK2)/C(L1n L) 3L—>C(K1)/C(L1) ® c(Kg?/c(Lz) S,
C(K1U K2)/C(L1U LZ)'* 0

dont il suffit de prendre la suite de Mayer-Viétoris,

Définition 5.26 (excision).

Etant donné un complexe simplicial K et des paires simpliciales (K1 ’ Lq)
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et (K2,L2) (une paire simpliciale est un couple de sous-complexes (K’,L’)

ou 1 3 L' cK' est une application simpliciale), 1l'inclusion
L
&k 1)=&, ,L,)

est appelée excision si XK, - L =K_ -1 .

Théoréme 5,27,

, L) (X

Une excision 1 entre paires simpliciales (K1 1 5

, L2) induit un

isomorphisme de leurs groupes d'homologie relative

i, @ H(K1 , L1) % H(K2 , L2)

Preuve :
Puisque i est une excision : K, =K,V IL_ ; L, =KN0 L2

D'aprés 4.3 on a :

C(K1)/C(L1) R oK) + C(Lz)]/c(Lz) = olk,)/c(L,)

Remarque 5,28,

Tout ce que nous avons dit concernant les suites de Mayer-Vietoris at llexci-
sion fut fait sur les chaines ordonnées, Il est clair, je pense, qu'on aurait

pu aussi bien vrendre les chalnes orientées.

Définit.on (r, , Sd) 5.29,

a) Etant donnde une transformation acyclique I' T+ X—»C on sait d'apres

5.12 gu'il lui correspond une transformaticn de chaines 1 : C(K) - C
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algébrique et de support dans T , unique & une hometopie pres,
On définit donc T, : H(K) - H(C)

comme 1'homomorphisme induit par =

‘Remargue 3 on laisse au lecteur le soin de définir de méme

ro H*(K)-»~H*(c)

b) Btant donné un complexe simplicial X , nous noterons ‘Kn la subdivision

barycentrique d'ordre n

'Kn = sdnK
c) Soit Sd 1la transformation acyclique
. 1
sd ¢ K- C(K)

définie par :  8d(s) = c(sas)

(elle est acyclique d'aprés 5.9 puisque S48 = b(s) * Sdé) o

Pfoposition 5030,
.Etant donné un complexe simplicial K ,. .83d induit un isomorphisme de
groupes d'homologie

sa, s H(K) ® (k')

Preuve @

On définit la transformation acyclique I' par :
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r(s1) =¢(s) st e ¢! ., S =inf(s'|s'€ K , slesn)

(s est toujours bien défini car {S“i S1 c:S"} est fini, non vide et réticu~
16).

Soit < wune transformation de chalnes : C(K) - C(K1) ayant son support dans
Sd et algébrique, et T C(K1)<+ c(k) vérifiant les mémes propriétés pour

T

3
°

1) 7¢ = IdC<K)

t(s) ¢ c(sas) donec (8) =1 n.o, ou les o, sont des simplexes or-
donnés de Sds

Tt(s) = %(Znici ) =2 niﬁci)

0r 7(,) € o(r(s,)) = ols) (car (o) < 5)

done Tt(S) € c(s)

Tt et 1d ayant tous deux leurs supports dans la transformation acycli-

¢(x)
e ,
queY Kyy 3 8 - c(8) , et étant algébriques vérifient d'appes 5.12

2) 1T ~ Id
e(x’)

Soit ¥ la transformation acyclique de K1 IRV 81‘—> ¢(sds) ou

s = inf{s'|s' ¢ Kk , s1cs'}
g1 et IdC(K1) ont leur support dans 7y et sont algébriques,
Dlapres 5.12

T%ﬁIdC(K”

On en déduit donc :
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sd. T, = Id sy TI'.sd, = Id
*1% H(K1) ’ *%x H(K)

Corollaire 5.3%1.

Pour le complexe simplicial K , on a aussi les isomorphismes

say ¢ H(K) & H(K)
n . n
sd, : H(K; ¢) »HE ; @)

*

*
sdy :H(K;6)#H (K ; Q)

Lemme 5,32,
Nous avons montré en 3.52 que si X est un complexe simplicial , et

iz |K1I C:IKl , 11 existe une approximation gimpliciale de i

Al K1 - K

A est algébrique et a son support‘dans la transformation acyclique de x!

r:s - c(s) S = inf{s'|s' ¢ X, s c 8}

En particulier A =T

Théoreme 5,33,

Etant donnés deux complexes simpliciaux K1 et K2 , &t .une application

continue f IK - IK

.1l 2|

A 1'approximation ‘simpliciale ¢ : K?-» K2

n
9,50, + H(K,) ~ H(K))
Cet homomorphisme (défini poﬁr toute f d'aprés 3.43) ne dépend que de f

et on le note f* o

, on associe l'homomorphisme :
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Preuve :
. . . .. n m
Soient deux approximations simpliciales P : K1 - K2 et ¢ ;-K1 - K2

1) m=n , D'aprés 3.47 ¢ et ¢ sont contigues d'aprés 5.14

Py = by

2) m>n

R m e - .o 3 m n
Soit A @ K1 une approximadion simpliciale de 1 : IK1' CI,K1‘
N ¢ KT-% K2 est approximation simpliciale de fi = f
donc (¢A)* = ¢, d'aprds 1)

m—n b
b, = Quhy 3 ASd, = 1d 0 d'apres
H(K1)
5.31 et 5.32,
w =1 n n
done bySd, = ¢, (A, 84, ) 84, = ¢, S84, =T, .
Corollaire 5,34,

La correspondance f — f est fonctorielle covariante

*

l.es ¢ o IdIK!* = IdH(K)

. (£ o g)* =Ty 08y

et vérifie la propriété suivante :

f2g=> f*=g*

Preuve :

a) La correspondance des Id est évidente



- 231 -

Soient [K1| £, lel —ie |K f,g continues

51

Soit ¢ 2 K; - K3 une approximation simpliciale de £ et
m n . . - - . . n
: K, »-X une approximation simpliciale de g soit enfin At K. —-K
¢+ K, 2
: 2

une approximation simpliciale de i2 : IK;[ c:,Kzl

m m
(K¢)* Sdy = My, Sdy

Il

On a gx

n
f* = Q* Sd*

n oy m m
f,.08,=¢,0 (84, 0o A,) 0 ¢, 0 Sd, = g, © by 0 Sd, = (9 o ¢),0 5d,,

(drapres 5.32)
donc f, o g, = (fog),

oo~

v) Soient f,g : |K1| - IK f2g

ol
D'apres 3,48 1l existe des approximaticns simpliciales p , de T et

n
¢ , de g ¢, ¢ K1 - K2 dans une méme classe de contiguité., Le

résultat suit donc 5,14,

Cercllaire 5,35,

Si deux complexes K, et K_ ont des espaces de m&me type d'homotopie

1 2
alors
5(k,) ®H(K,)
Preuve @
£
I1 existe f,g IK1I’T;—\?[K21 telles que fogsa IdIK2I
o« On applique donc 5.34.

f & Id
s 0% Iy |
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Définition 5.36.

Pour un polyddre X , il existe une traingulation (K,f) . On définit son
homologie par :

B(x) = H(K)

Cette définition est bonne car deux triangulations sont homéomorphes donc
du méme type d'homotopie ; cependant H(X) n'est défini qu'a un isomorphisme

pres.

Application 5.3%7.

g (D) =
q ) to q#0
V4 g=0 ou g=n
B (s") = {{
q tto . sinon

Théoreme 5, 33

Sn_1 ntest pas un rétract de Dn o
Preuve : Par 1l'absurbe.

R ey ol PRI U TR

On-en déduit le diagramme commutatif s

i

n—1 * n
Hn—1(s ) - Hn«1(D ?
1
)

Tiom
Bt (57
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Or Id : Z-Z ne peut se factoriser par .Hn_1(Dn) =0

Théoréme 5,39,

Si m-# n m@ et Bn ne sont pas du méme type d'homtopie (et & fortiori

ne sont pas homéomorphes).

Preuve : Par ltabsurde

Si Rm et Bp étaient du méme type d'homotopie, il en serait le méme de

leurs compactifiés d'Alexandroff st et s¢

or g (M) sz et ‘Hn(Sm) =0

COMPLEMENTS ALGEBRIQUES,

Définition (cbne d'applications). 5.40,.

a) Soit une transformation de chaines ¢ ¢ C —» C' ., Le cbne d'application de

¢ est le complexe de chaines C = {Eq , &q} défini par :

C =¢C ¢!
q q-1 ® q

- N
et dq(c,c ). = ( dq_1

(c) , zle) + &é(C“))

b). Le lecteur vérifiera qu'on défini bien un complexe de chaines qui est libre

des que C et C!' ‘le sont

Théoreme 5.41.

Une transformation de chalnes est une équivalence de chalines si et seulement si

son cdne d'application est contractile.
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Preuve :

a) Si 1 :C~>C' est une équivalence, il existe ', D,D! tels que
g ¢ GV > C D:'c"sﬁ'lc ;D':q:'s@i?'}']cw
Soit D=C->2C défini par ]_)(c,c’) ol
¢y = D(c) + 1'D'zlc) - 1'1D(c) + xr(c')
c, = Dig(c) = D'D'g(c) - D*(c?)
_En effectuant les calculs on obtient  dD + Dd = Id
done . D:Id. =0
g c

b) Soit D wune contraction de C et définissons & priori D,D',g' par

les équations

(zt(c*) , = D*(c"))
(o(e) , ) = Dlc,0)

D(o,c")

I1 est immédiat de vérifier qu'ona : ' : C! - ¢ de degré 0, .03 C—-C
de degré 1 , DY 3 C' = C' de-degré 1 (tous étant homomorphismes puisque

ce sont des coordonnées de ‘B(O,.) ou D(.,0) qui en sont)

) o est une transformation de chaines :

car (g'd'c’, - D'd'c?) = D(o,d'e?) = Dd(o,ct)

or Dd(o,ct) + daplo,ct) = (o,ct)

donc ﬁa(o,c‘) =‘(o,c') - (=agtct ,,pm'(c‘).— atD'ct)

g'd? = d¢!



- 235 =

2) DV ¢ g3 2 Idcs o
L'équatign . ci-dessus nous donne par sa seconde coordonnée
- Didic? = ¢! = TT?(CY) + d'Dret

ou d'D?! + D'4! =~Idcn - 17!

3) D¢ okt 2 0d

ona DI+ d)= Ld
done 5(-dc,,1(c)) + a(D(c), ) = (C,O) (en (0,0))

En prenant la premidre coordonnée et en faisant-: (- de <(c)) = (de,0)+(0,z(e))

- Ddc + T"r(c) - dD(c)v= c

ou Dd + 4D = ¢¥q¢ = Idc

Corollaire 5:42,

Une transformation de chaines entre complexes libres est une équivalence si et

seulement si son cylindre d'application est acyclique,

Preuve : Combinez 4.44 et le théoreme précédent.,

Proposition 5,43

Etant donnée une petite suite exacte de complexes de chaines

0-ct %s¢ Pugnoo

a) C' est acyclique si et seulement si By ¢ H(C) » H(C")

b) C est acyclique si et seulement si 4, : a(c) = H(c*)

oo

c) C" est acyclique si et seulement si ay a(cr) »u(c)
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d) Si deux quelconques des complexes sont acycliques, il en est de méme

du troisieme,

Preuve : conséquence immédiate de la suite exacte d'homologie,

Lemme 5,44,

Soit une transformation de chaines ¢ : C —.C! et solt € 1le cylindre
d'application de <

On a la suite exacte

- Hq(C) —_— Hq(C") - Hq(C)Aﬁ qu1(0) -

Preuve

Soit a 3 C' - C définie par alc?) = (o,c?). Cette transformation de

chalnes faif_de €' un sous—compleie de C -et comme Cq = Cqm1 + ﬁ“q ’
on a

Eq/c& ®C_,
Liopérateur vord de ce quotient, induit par 5 , correspcend par l'isomor-

phisme & -4 sur .C (donc Hq+1<6’ cr) ﬁqu(C)) . On obtient donc la suite

exacte comue suite exacte d'homologie de

0-C'—->¢C~->C/C" =0
apres avolir remplacé H (c,cr) »u (0)
q+1 q
I1 reste & vérifier que l'on obtient T; comme homomorphisme de connection,

ce qui est laissé au lecteur,
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Théoreme 5,45,

S1 C et €' sont des complexes de chaines libres, une transformation de

chaines -3 C —-C! est une équivalence de chaines si et seulement si

T, 2 H(C) % B(CY)

Preuve : D'aprés 5.42 t est équivalence si et seulement si C est acyclique ;

et ceci équivaut d'aprés 5.43 et 5.44 & 1, isomorphisme.

HOMOLOGIE SINGULIERE,

Définition 5.46.

a) On se place sur l'espace métrique RN o Soit pi le point

p, = (0,0,0.., ' f 0,0 0y000)

On appelle simplexe standard de dimension q de ‘EN , 1e simplexe Aq

engendré par (po P Py sy pq) o

b) Soit e;+1 : Aq-e Aq+1 1tapplication linéaire définie sur les sommets
el

par

. p. J<i

l e

“g+ og) = 1 :

, Pigq 3 s i

9+1

Plus simplement e;+1(Aq) est la face de A opposée a P, s soit

A
L( Py » Py oseees By ogoes pq >



- 278 -

¢c) On vérifiera la relation évidente pour 0 j<igag+t

ei ej - el ei_1
g+2 g+1 q+2 g+1

Définition (Simplexe singuliérd, 5.47.

Soit un espace topologique X

a) Un g=-simplexe (q > O) singulier ¢ de X est une application continue

G Aq - X

b)si q >0 et 0 <1<q , on appelle § oM face de o, 1le (q—%)

simplexe singulier noté c(l) et défini par

. i _
6(1) =g o0 eq : Aq 1-+ X

Proposition 5,48,

(c(i))(j) ~ (c(3>)(i“’)

Si g > 1 et 0g1<jga , alors

Définition (homologie singulidre) 5.49.

a) le complexe de chalnes singulier de l'espace topologique X est défini

ar AX) = (A X d
p (x) = {a (1), a}
ol Aq(X) =0 si 9 <0 , et Aq(X) est le groupe abélien
libre engendré par les q-simplexes singuliers de X osi a >0
t ale)= 3 ()i
4 ogixa
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b) A chaque application continue f+:X-3 , on assodie la transforma-
tion de chalines

a(£) + a(xy - aly)

définie par .A(f)(c) =f ooc pour tout g-simplexe ¢ et la correspon-

dance est fonctorielle covariante

i.eo §(Idx) = Td, (4

il

.A(fog) A(f) o Alg)

¢) L'homologie de A(X) est appelée homologie singulidre de 1l'espace X , et
notée

H(x) = 72(a(X))
d) A chaque application continue fsX-7% correspond 1'homomorphisme

£,.(= a(£),) « B(X) - B(Y)

et la correspondance est founctorielle covariante

ices (1a,), = Tdg ()

(fog), = £, 0 &,

e) Soit A un sous—espace de X et i: AcX alors
A(i) : A(A) » A(X) est un monomorphisme qui nous permet d'identifier A(A)

a4 un sous—-complexe de A(X) o

Cas particulier 5,50,
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Y 1 =0
Dans ce cas H (X) ={

Preuve :

Aq(X) % 2 pour tout g

dg = £ (=1)* c(i)

d est l'homomorphisme nul : A - A et un isomorphisme ¢
29 + 1 29

A2q - A2q-1

(tous les simplexes sont identiques donc il suffit de compter do avec

c(i) (0)

=0 pour tout 1

0(0))

on a donc soit dg =0 , soit do =

L'homologie est donc facile & calculer.,

Lemme 5,52,

Le complexe de chalnes singulier est up complexe de chalnes augmenté, L'augmen-

tation e est définie par elo) = 1 pour tout O simplexe ¢

Lemme 5, 52.

Si X est un sous-espace d'un espace euclidien, €toilé autour de X alors

A(X) est un complexe de chaines augmenté acyclique.

Preuve : On suppose sans restriction que xo est 1l'origine O . Définissons un
homomorphisme :

rzz»AJm

par : (1) = o ou g : A0 - X co(po) =0



et vérifions que =

0 lo

O 0

est inverse de la transformation e ¢

A X)) - ... - A1(X) - AO(X) = 0

¢€

_— 0 Z. 0
1) £ 0 T = IdZ
2) sSoit D a(x) - AX)
défini par :
6t A > X => Ds: a¥' L x tel que

D{o) (tpo + (1 =t)a) = (1 =

On vérifiera que pour :

qa>0: (D(G)>(O> =¢ 3 (D

(D(c))(1) = (1)

q=0

donc dD + Dd = Id

A(X)

et D g0 =1a

t) ola)

()8 2 ety

()’ = 4

= T 0 g

A(X) °
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AX) > 2

Nous allons développer une théorie des transformations acycliques analogue a

celle utilisée

pour montrer 1'invariance par homotopie pour les complexes

simpliciaux. Comme on s'en doute ceci peut &tre relié par une théorie commune,

celle des modeles acycliques, que le lecteur avide d'abstraction pourra recher—

cher dans un ouvrage spécialigé (Spanier par exemple)o
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Définitions (transformations acycliques) 5. 54,

Soit un espace topologique X

a) Une transformation acyclique T (X) - C ou € esi un complexe de
chaines augmenté, est la donnée pour chaque g-simplexe singulier ¢  d‘un

sous—complexe de C (o) qui vérifie

. (o) est augmenté et acyclique.

» pour O < i < q il existe une transformation de chalines algébrique :
i
ng : T(o ) - F&c)
-« pour 0 JikKiga on a le diagramme commutatif

r [(0(3))<i‘1)] _;2{:1__9 F(c(j))
| n§_1 ng
nq
r [c<i)] . (o)

b) Une transformation de chalnes 1 A(X) - C a son support dans I

si pour tout g=-simplexe singulier ¢

t(c) € (o)
et si elle vérifie :
-« pour qg =20
le diagramme suivant est

commutatif,
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s pour q >0

td(e) = dwlo) = = (—1)i ﬂg T(c(i))

1

(i>)

Intuitivement, on a introduit ng afin d' "emboiter" le complexe F(c
dans T(g) s la derniére condition demande simplement que cet " emboitement"

commite avec 1'opérateur bord,

c) Une homotopie (entre chafnes) D : ¢ 2g' portée par I est une applica-

tion de degré 1

D : Aq(X) ~Co,

qui & chaque g-simplexe ¢ associe une chaine

p(s) € (o)

telle que

dD(o) + Dd(c) = dD(o) + = (—1)i ﬂg D(c(i)) = 1(o) - v (c) .
: : 0gige

En reprenant 1'idée intuitive donnée ci-dessus, on voit que D doit commuter

avec les "emboitements"

Théoréme 5.55.

Btant donnés un espace topologique X , un complexe de chaines augmenté C ,

et une transformation acyclique

' : X-=C
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Alors il existe une transformation de chalines

t s A(X) - ¢C

unique & une homotopie prés, telle que son support soit dans I' .

Preuve identique & celle de 5.12,

Définition (I,) 5.56.

r s X-=06 induit un homomorphisme

Une transformation acyclique

T, ¢ E(X) - H(C)

défini par T, = Iy

1t désignant la transformation de chalnes induite par T .

Théoréme 5.57.

BEtant donnés un espace X et les applications continues : hO , h1: X—-Xx1

définies par :

hO(X) = (x,0) h1(X) = (x,1)

Ces applications induisent des transformations de chaines homotopes

A(ho) = A(h1) : AX) » AKX x I)

Preuve :

1) Définissons une transformation acyclique T

I: X-AKx I)



Etant donné un g-simplexe ¢ , il induit 1'application

(0,i) : A*x T - X x1

donc le transformation de chaines :
A(o,i) ¢ A(a% x 1) - A(X x 1)

Soit r(o) = a(o,i) [ala? x 1)]

Le complexe A(Aq x I) est augunenté et acyclique d'apreés

est donc de méme de son image par ,A(c,i)

On définit ng sur les générateurs

5653,
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(la vérifiaction est facile).

s 1)(0) ae

G(i)) \

, ol

W Ap-a Aq.x I [B.Q (&{1,’w£)’ en prenant les coordonnéeS] par

ar ¢ (1) Ly VT als 2 Tl |
n;{a(e"7,1) §w1), wz)] = 86,1) [ef w, 5 w,]
le lecteur vérifiera que ng vérifie les conditions requises,

2) Montrons que A(ho) et A(h1) ont leur support dans T

A(ho) o=h o= (0,0)

= (o,1)

Ii
j
Q
|

A(h1 )t)’G
Ces deux quantités sont dans T(g) car

(6,0) = Alg,1i) (14 . 0)
A

(6,1) = (c,1) (Iqu L 1)

I1 en

Comme A(ho) et A(h1) vérifient évidemment les deux conditions requises,
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elles ont leur support dans: T et d'aprés 5.55

A(ho)‘: A(h1)

Corollaire 5,58,

Si fd , f1 s X=X sont deux applications continues homotopes, alors

A(fo) = A(f1) : A(x) - aly)

Preuve :

©o

Soit F o
0 1

1l
=
a3
Hh
il
!
_‘b"

Donc T
o) o)

et A(fo) = A(F) A(ho) = A(F) A(h1) = A(f1) .

Définition (homologie relative) 5,59,

a) Une- application entre paires : f : (X,A)-* (Y,B) est une application

f i X-Y dont la restriction & A vérifie
fla s A—B
sont dites homotopes,

b) Deux applications continues £ £, s (x,a) - (Y,B)

F réalisant l'homotopie et sont notées

s'il existe F : (X,A) x I — (YB) continue telle que

i

7(x,0) -

F(x,1) = f1(x)

fo(x)
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(rappel 3 (X,A) x I'=(XxI, Ax1I))

¢) Etant donnée une paire (X,A) on définit l'homologie relative de X

modulo A comme

H(X,4) = H5(a(X)/a8)

et - HE,A ; 6) = 2H(ax)/a(a) 5 6)

On remardquera qu'on peut comme en 5,17 identifier

H(X,ﬁ) avec H(X)

On remarquera de méme que 1l'homotopie F fb = f1 pour deux applications

£, £, (x,4) - (¥,4) stidentifie de f .8, t X1

d) Une application £ : (X,A)-» (Y,B) induit un homomorphisme
- f, & H(X,A) - B(Y,B)

*

et la correspondance est fonctorielle covariante,

Théoreme 5,60,

Si fo s f1 :’(X,A)-—> (Y,B) " sont hommtopes, alors

f o« = £, ¢ H(X,4) - 8(Y,B)

Preuve :
Soit Fov (AxI , Ax1I) - (f,B) réalisant l'homotopie.

Posons 'Eo , 'H1 : (X,4) » X xI , Ax1I) aéfinies par :
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o (x) = (x,0) ; 31(::) = (x,1)
et soit: ho R h1 s X » X x I définies en 5,57.

On a la diagramme commutatif dont les lignes sont exactes

0-ala) - a(x) - ax)/aa) - o0
A(hi‘) A(hi)‘ A(hi)
0-aAxI)-aXxI)>aXxI)/aRrxI)—0
gul nous permet de définir

D A(EO) = A(Iq1.)

par passage au quotient-de D:h =h

et

Remarque : Cette propriété que le foncteur homologie ne dépend gue des classes

d'homotopies est l'une des plus importantes de la théorie de l'homologie,

Définition (caractéristiquevd'EUler) 56610

On suppose Hi(X,A) de type fini pour tout i .

éﬁ Le rang de Hi(X,A) est appeld g tome

nombre de Betti de (X,A) .
La torsion 1(Hi(X,A)) peut (et de manidre unique) &tre décomposée @'apres

4,14) en

x(Hi(X,A)) = @ _Z/niZ avec ¢ n, divise ng., » pour tout i,

ogigk
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La suite (no ;0 ,,..,nk) est appelée suite des 1OMOSS efficients

de torsion de (X,A)°

b) La caractéristique d'Euler de H(X,A) est appelée caractéristique

d'Buler de (X,A) et est notée

x(X,4) = x(H(X,4))

Remarque 5,62,

a) Aq' est connexe par arcs, donc c(Aq) aussi pour tout q-simplexe g

Si (Xj)jEI

est 1l'ensemble des composantes connexes par arcs de X , alors
AX) = @ A(Xj)
jeT

b) Ltensemble {Ka , } on Ka décrit 1l'ensemble des sous-espaces

i
op
compacts de X , ordonnés par inclusion et ol i Ka <K

af-

forme
B H

un systéme inductif et on a

X = Li? (Ka 5'1a6>

Théoréme 5,6%,

a) L'homologie singuliére d'un espace X est la somme directe de 1'homolo-
gie de ses composantes connexes par arcs - (Xj)j€J
H(X) = ® H€(x.)

j€T J

b) Lthomologie singulidre d'un espace X est isomorphe & la limite inductive

de l'homologie singuligre de ses sous—espaces compacts (x ,1i )
a

ap
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Bx) ®Lim (B ), 1 L)

ap

Preuve : conséquence immédiate de 4.33.

Lemme 5,64,
51 X est un espace topologique non vide et connexe par arcs alors

B~ (X)) 8 7z
[o]

Preuve : Soit un point XO € X , et W, un chemin de Xo 4 x , pour tout
x € X . Coume A1 est homéomorphe & I il existe un 1=~simplexe o,

(image de w. par l'homéomorphisme) tel que-

c(o> =X 3 ci1) = XO (en identifiant un o~$im91exe avec son image);

Une chaine de AO(X) sfécrit z nXX ol nX =.0 sauf pour un nombre fini

de points.
Si c'est un eycle , on a ¢ E(anx) = an =0 mais alors €'est un bord car

din ¢ =3¥n X = IN X = in X
X X bl X 0 X

donc %O(X) = C ou HO(X) =2Z

Corollaire 5,65,

Pour tout espace topologique X , HO(X) est un groupe abélien libre, dont

le rang est égal au nombre de composantes connexes par arcs non vides de X ,
Preuve : évident d'aprés 5.63 et 5,64,

Définition (simplexe lindaire) 5.66.

a) Un simplexe singulier ¢ : Aq-—> An est dit affine si
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G(Zaipi) = 2ai c(pi) o S Zai = 1

Si ¢ est affine, il en est de méme de ses face c(l) . L'ensemble des
simplexes linéaires dans An engendre un sous-complexe A'(A") de a(a") .
Un simplexe lindgire ¢ é&tant entidrement déterminé par les c(pi) , nous

le noterons :

¢ = (c(po),.--,a(pq))

RN A
et on a : d(xo,,.., xq) = 2(—1) (XO eoe Xi ...Xq) .

b) Le barycentre b(An) nous permet de définir un homomorphisme de degré 1

(A L . n
B, * Aq(A ) A Q+1(A }

par Bn(Xo yooes s Xq) = (b(An) s XO yosoy Xq)

Lemme 5,67,
La transformation de chaines ¢ ¢ A'(An) - Z est une éguivalence de
chaines et si ¢ : Z — A‘(An) est la transformation.de chaines définie par :
1 (1) = (o(s))

alors g0 1= 1Id

B. ¢ 1T 0 ¢ -—IdA'(An)

Preuve :

1) I1 suffit de voir que e o 7 (1) = e(0(a™)) =1

2) ap (x )

. (XO) - o(a™)

et dBn(Xoe..Xq) + Bnd(xo..,xq) = (XO,..., Xq)
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Définition (S4) 5.68,

a) Etant donné un espace X , on définit la trensformation de chaines algé-
brique

sa @ A(X) - a(x)
par induction

q=0 sa_ Ao(x)-» AO(X) sa_ = IdAO(X)

qQ >0
{ sa(o) = a(o)(sa(1d,q))

54(1d,q) = Bq(Sd(Sd(d(Iqu)))

b) On définit la déformation :

D : A(X) -~ a(x)

par induction

q=0 D AO(X)~» A1(X) D, =0

D(o) = alo)(p(1a ))
, A

D(1d ) =g [ -sd(ta ) +1a - Dpd(Id )]
At e %! % A%
Lemme 5.69.
Soit f : X—-Y continue. Alors on a les diagrammes commutatifs

a(x) —24, A(x) als) 2 a(x)

lA(f) iA(f) lA(f) LA(f)

a(r) 5L Ay) a(y) —2 A(y)
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Preuve 3

Alf) sd(e) = alr) als) sd(za ) = A(f o o) Ds(1d q) = Sd A(£) (o)
: Aq A

Alf) p(o) = a(f) ale) D(1a ) = Alf o o) ﬁ(Id ) =D A(£)(g)
A4 A%

Théoreme 5,70,

Sous les hypothéses précédentes :

D 3d = IdA(X)

Preuve

qg=0 dd(g) + Dd(g) = 0 = ¢ - Sdo

qa>0
On veut prouver que : dD(g) + Dd(s) = ¢ - Sdo

Donc en simplifiant que : aD(Id ) + Da(1g ) = Id =~ 3dId car la
a? X! Al

premi®dre expression est obtenue & partir de la seconde en composant par A(c)q

29

an(ra a(1d ) = d ) -dg - dp Dd Dd 'apre
Or (1 Aq) + Da(I Aq) qu(I Aq) By ~ 9By (Iqu) +DdId,  d'aprds
la définition de D(Id q)
A

=d Id + dbd{Id - dg Sd Id
By 2 Bom ( Aq) By .

A A

d d =1Id 'aprds 5.67.
car Bq + Bq~1 A" (42) d'apres 5.67

L'hypothése d'induction appliguée & dId , € A! 1(Aq) donne

A%

dDd Id  + DAAId -. = dId. - sd dId
A9 a A4

A2 A

et dbd Id = dId - sd dId
B! ) =BT g = By

A% A A%
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Donc 3 dD(Id q) + Dd(Id

, Aq) ap, Iqu + Bqd(Iqu) - gqsdd(Iqu) - quSd(Iqu)

I

Id = sd{Id
r% ( Aq>

d'apres 5,67 et la définition de sd(Id q)°

Ce qui achéve la démonstration.

Définition (maille) 5,71.

Lorsque X est un espace métrigue, on définit la maille d'une chaine

C € Aq(X) par

maille(c) = sup{diam c(Aq) | n_ # 0}

On remarquera 1l'analogie awvec la maille d'un complexe simplicial,

Lemme 5,72,

An est un espace métrique (muni de 1la métrique ‘d' induite par celle de RN)

et on a la relation

. v q .
mallle(Sdc) < E;T mallle(c)

pour toute chalne ¢ ¢ Aé(An>

Preuve

I1 suffit bien sfir de se restreindre au cas ou C est un g-simplexe ¢ ,

affine,

Par une preuve analogue & 3,31 , le lecteur montrera que si c = (x so0a 4 Xq)
X, -
i
t b T
e (o) z e
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on a
. % e
d(b(g) » z.tixi) < g meille (o)
pour toute combinaison convexe des Xib (Zti =1 , ti > O) o

D'aprés 5,71 la maille de Sdg est obtenue soit entre deux points de

Sd(dc) ,_soit entre b(c) ‘et un de ces points. Donc :

maille (Sdg) < sup(a%T maille(g) , maille(Sd(ds))

I

q .
e mallle(c)

en supposant par induction que : maille Sd(dc) £ E%l maille(dc)

donc  Sd{de) ¢ E%T maille (o)

Définition (8d7) 5.73.

.

On définit les transformations de chalnes algébriques itérées de 3d par :
m
sd ¢ A(X) - ax)

1 m"'1)

sa' =84 et 8d" = sda(sd m > 1

Corollaire 5,74,

Pour tout c € Aé(An)

maille(sd"(c)) (E%T)m maille(c)

Définition (A(U)) 5.75.

a) Soit un espace topologique X et U = {A} une collectian de parties de

X

On appelle A(U) 1le sous-complexe engendré par les simplexes ¢ @ Aq = X
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tels qu'il existe A €U et

o(ad) <4
On a effectivement un sous~complexe de A(X) car

o0 ca = oHT Ny ca

b) sda(v) < aly)

pA(U) « a(y)

Lemme 5.76,
Soit U = {A} une collection: de parties de l'espace X' tel que
U= {int A} soit un recouvrement de X .

Alors pour chaque g-simplexe ¢ de X , il existe m » 0 , noté n(g) ,

tel que 8d" (o) € A(U) .

Preuve 3
ot A > X

{0?1(int A)IA € U} est un recouvrement ouvert de Aq , compact, auquel

correspond donc un nombre de Lebesgue A\ (cf. 3.43)¢
. q \In . q :
n(g) = inf{m l (E:T) idam A™ & A}

D'aprés 5.74 maille,;(Sdm(G)(Id q) <A

Donc chaque simplexe de Sdm(c)(ld q) a son image dans un 5_1(intA) et
A
sd" (o) = a(o) sa™(1a J) €8
A

Théoréme 50 770

Soit U = {A} wun recouvrement de X tel que U = {int A} soit aussi un



- 257 =
recouvrement de X, Alors l'inclusion :

i AU) cax)

est une équivalence de chalnes,

Preuve
On remarquera d'abord :

mis) =0 <= o€ A(U)

() ¢ m(o)

Définissons D A(X) - a(x) par

5(0) Dde(c) (o gq-simplexe)

“oc5n(g)-1

D(g) = 0 <==> ¢ € &(U)
et
aD(a) + Ba(o) = an( 3 a¥(e)) + 2 () sz 5y sad(e’)
ogigm(o)-1 ogiga ogigme /=1

d d = Id - 5d
or D+ D I A(X) S

dp(g) + Dd(g)

It

5 549 (o) - £ 549 (6) - = Dsad(do) + ) (-1)1g Dsd? (™)
j

=g = Sdm(c)(c) -3 (—T)i'z,, Dsdj(éi)
ocica  m(e)<i<m(o)-1 \

Posons (o) = -dD(g) - Dd(g) + ©

Le calcul précédent montre que (o) € A(U) pour tout simplexe de X . On
définit donc une transformation de chaines algébrique :

t : AX) = a(v)
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gui vérifie :

i = Id
ol =14y

ol

s 1 O 7. IdA(X)

Théoreme (excision) S.78.

Soit un espace X et Uc AcX tel que

U < int(a)
Alors l'inclusion (X -U, A - U) C:(X,A) induvit un isomorphisme sur

1l'homologie singuliére,

Preuve :
ona: int(X-U)>DX-TUDX ~ intA

soit U= {X - U ,A} . Alors int(X - U) intA = X et on applique 5.77.

AU) = A(X - U) + a(a) c ax)
est une équivalence de chaines,
On a le diagramme commutatif
A .

AMX=T)

A(X>/A

\ /

ala) + A(X—U)/A(U)

BLA N (2-U)]

o j: (4,84 (X-U)) e (X,%x-U)
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i,i* étant induit par des inclusions,
Dlapres l'exactitude de la suite d'homologie et le lemme des cing, 1'équi-
valence A(%-U) + a(4a) = A(X) induit un isomorphisme il

i est un isomorphisme d'apres 4,3 , donc i, aussi et

je 3 HX - U, A - U) »H(X,A)

Définition (couple excisif) 5,79,
a) Nous dirons yu'un couple (X1,X2) de parties de X est excisif si 1'in-
clusion de chalnes

v )
A(X1) + A(XZ) - A(x1 X,)

induit un isomorphisme de groupes d'homologie,

> . . “ -= . . 1
En particulier si X1 X2 . 1ntX1U X2 X1 v 1ntX1ux2 X2 , le couple
(X19X2) est excisif comme on le voit en appliquant 5.77 au recouvrement
{X1, xz} de X,UX, .

b) Nous dirons que le couple de paires {(X1, A1) (X2, A )} est excisif

2
si (X1,X2) et (A1, A2) sont deux couples excisifs.

Proposition (suites de Mayer-Viétoris) 5.80.

a) Etant donné un couple excisif (XT’XZ) on a la suite exacte de Mayer-

Viétoris :
i () b (6,0 %,) —e
—»Hq(x1n X,) ——-»Hq(X1)@Hq xz)———»Hq V%) — 8 (X nx)
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ou

i*(z) = (i1*z,—i2*z) H j*(z1,z2) = 31*21 + j2*22

pour Z € H(X1ﬂ X2) , 2, € H(X1) , z2 € H<X2)

1

b) Si de plus X1ﬂ X2 # ¢ , on a la méme suite en homologie réduite
d

e ) 0 Ix w , * W
e — H — ————
ﬁq(x1 x,) 5 (X ® o (%) H (X0 %) H_ (X0 %)
c) Etant donné un couple de paires excisifs {(Xj,A1),(X2,A2)} on a la

suite exacte relative de Mayer-Vietoris :

LI ) Iy oa)en )

d

¥

Hq(X1U X, , AV X))

Preuve :

a) On a toujours A(x1n x2) = A(X1) fn A(X2)

et le couple étant excisif : H(X1l} X2) % H(A(X1) + A(X2))

I1 suffit donc de prendre la suite exacte d'homologie associée & la suite
exacte (cf. 5.24).

0 - A(X1 n Xz) - A(X1)C+) A(Xa) - A(X1) + A(x2> - 0

b) se trailte de méme en prolongeant comme en 5.25.

¢c) Il suffit pour compléter ce qui précdde de voir que :

A(X1) + A(XZ)/A(A1)+A(A2)C A(X1\) XZ)/A(A1UA2)

induit un isomorphisme en homologie. Or c'est une conséquence du lemue des
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cing puisque le résultat est vrai pour :
8(x,) + alx,) < alz,v %)

alay) + ala,) ca(aun)
I1 suffit donc de prendre la suite exacte d'homplogie associde &
9 - ok, X22/A(A1ﬂ A,) ” A.(X1)/A(A1) 6LM(X’a)/A(%)
A(X1) + A<X2)/A(A1) . A(Az)_é Q
qui est exacte d'apres 5.25.

Application 5.81.

Pour n » 0
1 (Sn) :'{Z g=0 ou g=n
4 0 sinon

Preuve :

Soient p et P! les pbles Nord et Sud de s™

s" - {p} et S° - {p'} sont contractiles donc

(s" - {r} , S {p'}) est un_couple excisif puisque formé de deux ouverts ;

7/

on applique la suite de Mayer-Vietoris correspondante, ce qui donne :

. ~ ny, , ¢ n '
a2 B (8) 2 H (57 - {p,0'})

Or (Sn - {p,p'}) a le type d'homotopie de Sn—1 (en déformant le longdes
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méridiens, on trouve que Sn_1 est un rétract de déformation fort de

(s = {p,p'}))

Lemme 5,82,

Donec ﬁq(Sn) #rﬁq_1(sn-1)

or 80 = {41,1} et ﬁq(SO) = {g nggn
et par induction H (Sn) = { z a=n

4 0 sinon

et le résultat s'ensuit :
Si K1 est un sous—complexe d'un complexe simplicial K et
de X tel aue |K [0]s| = |$]

alors ([K%[ R ]S]) est un couple excisif .

Preuve :

Soit XO € <3 - X1 = lK1|U (ISI - {XO}) a le type d'homotopie de IK

puisque IK en est un rétract de déformation .

y|
Posons V = ]S! - {Xo} « Alors X1 = |K1|U v o,
Dlapres 4.3,

Ax,) + §{s|/A(A1) ® A[S,/A<v)
et

e els] gy @ 818l

Par application du lemme des cing

H(A|s|/A(V)) ~ H(A|S|/Alsl).

x1r\|s{ =V

S und simplexe

i



car [S, est un rétract de déformation de V .

On définit i HM(A|K1I + AIS'/AIK1|) ~ Ha(x,) + A|S|/A£X1))

Une seconde application du lemme des cing &

0 - ax, <> A(x,) + a(]s]) — My)+MﬂM@)—»o
n N n 1

0 - ax, = axy |s]) — sz, |s| )/A(X1) — 0
donne
5(alx,) + AISI/A(X1)) v B(a(lx, |V s)/A(X1))
car le couple (x1,ls|) est excisif d'aprés 5.79 , et que
xulsl =[x v s
1

donc 5 (k| + AISI/A|K1|) s u(xg|vs, x,)

Une troisieme application du lemme des cing donne

Bl Vs x) = E(Efols] , |,)
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car ]K1| est un rétract de déformation fort de X et une quatriéme

1

application

- Hq(]K1I) - Hq(AlK1| +4ls]) - Hq(A[K1] + AISI/A|K1|
s 1 )

~ 85 (x]) - B (xluls)) - B (&5, &) -

permet d'affirmer que la fléche centrale est un isomorphisme, donc que

(Jx,| , [8]) est excisif,
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Remarque : Les applications ne portent pas de nom car il est bien entendu qu'a

chagque fois ce sont celles induites par les inclusions naturelles,

Définition 5.83.

On définit la transformation &e chaines
v : c(x) - a(|x])
pour le complexe simplicial K , en associant au complexe ordonnée (po’“"’

pq) le g-simplexe affine (po,.,.,pq) .

Lemme 5.84.
Pour un simplexe X , y dndult un isomorphisme du groupe d'homologie ordonnée

de S dans le groupe d'homologie singulidre de ISI °

o
Preuve : On sait que H(S) =0 = ﬁ(]S])

I1 suffit donc. de voir que sous 1(isomorphisme 4,38 Y se réduit a un

o¥
isomorphisme Z—~ 7

test Iad
Or c'e 7

Théoréme 5,85,

Btant donnée une paire simpliciale (K,L) la transformation de chaines v
induit un isomorphisme de l'homologie ordonnée de (K,L) et de 1l'homologie
singuliére de (|K|,|L])

vy ¢ B(X,L) % 5(|K|,|L])

Preuve :
1) Résolvons le problime pour un complexe K , tout d'abord. Nous:iallons
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procéder par induction sur le nombre n de simplexes de K .
n=20 XK=3 ou S8 est un O-simplexe. Le résultat suit 5.84.

n >0 Supposons que v, est un isomorphisme pour tout complexe & moins
de n simplexes,
Soit S un'simplexe de X de dimension maximale K--V<S> =L est un

sous—complexe de K & (n~1) simplexes

Donc v, + BH(@L) = 8(L])

*

xR

u(|s|)

vy 3 H(S)
D'aprds 5.84. vy, : H(S) wH(|s])
Il reste & appliquer la suite de Mayer—Vietoris de (]L[),'SI) (qui est un
couple excisif d'aprés 5.82) en homologie ordonnée et en homologie singulidre

»Hq(s) - Hq(s)@ Hq(L) - Hq(K) - Hq+1(s) -

S \LY* S lv* i"* S lv*

- Hg(|8|) ~H (IsD @ (u) - (x5, (8]

et le résultat est une conséquence du lemme des cing.

2) Le résultat général suit 1) par nouvelle application du lemme des cing.

Théoreme 5,86,

Pour toute paire simpliciale (X,L) , v est une équivalence de chaines

v i C(K)/G<L) - Al Kl)/A(lKI')

Preuve : Clest ici que nous utilisons le puissant théoreéme 5.45.



- 266 -

Remarque 5.87.

a) Le lecteur pourra démontrer que pour un complexe simplicial connexe

H, (k) = H1(|Kl)’Po)/[n1,n1]

on [m, , L] est le commtateur de I (|X|,p )
(un élément de H1(1K|), po) est la classe d'un chemin d'ardte auquel on
fait correspondre la somme de ses arétes dans H1(K) , et cette correspon-

dance a pour noyau [H1,H1}) .
b) Le méme résultat est vrai pour un espace connexe par arcs X

B (x) »m,(X,x ),
1 1 0 /[H1 , n1]

mais la démonstration est considérablement, plus compliquée (isomorphisme de

Hurewicz)o

CARACTER;g&g;ON AXTOMATIQUE DE L'HOMOLOGIE ET DE LA COHOMOLOGIE.

Nous allons, pour terminer le chapitre, donner une caractéristation axiomati-
que d'une théorie de l'hemologie créée par Bclenberg et Steéenrod,

Ce recueil d'axiomes correspond aux théortme précedemment démontréds en ce
gu'ils sont la matitre minimale capable de démontrer toutes les autres pro-
priétés. Leur importance tiend donc au fait gu'ils constituent la connaissance

élémentaire exigible pour utiliser ce puissant outil de 1'homologie,

Axiomes d'une théorie de l'homologie 5,88,

Une théorie de lthomologie (H,d) a coefficients G est un foncteur covariant

H de la catégorie des paires topologigues dans la catégorie des groupes graguds
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i.e. : . Pour toute paire (X,a) H(X,A) est un groupe gradué

H(X,A) = © H (x,a)
q€Z

. Pour toute £ (X,A)'e (Y,B) continue, il existe un homomor-
phisme H(f)

B(f) : 5(X,A) - H(Y,B)

= 1d

(14 H(x,14)

{ (x,4)

qui vérifie

H(fog) = 5(f) o H(g)

et en un homomorphisme d de degré - 1

a(x,A) : H(X,p) - H(A)

) . X . -
tel que dq( JA) Hq(X,A) Hq_1(A)

. a(yB) H(f) = H(f]A) a(xa)

pour toute f (X,A) - (Y,B) continue &t sous l'isomorphisme :

A = (A,ﬁ) . Le couple (Hd) étant astreint & vérifier les axiomes suivants :

a) Axiome d‘homotopie 3

Si fo , f1 S (X;A) - (Y,B) sont homotopes
E

H(fo) = H(f1) : H(X,A) - H(Y,B)

b) Axiome d'exactitude,

Pour toute paire (X,A) , i et j désignant les inclusions
it AcX 3 53 Xc(X,4)

on a la suite exacte :

a . B (d ‘ a
q+1(X,A) VN Hq(l) - Hq(a)w q(XgA)

Hoa) —4—s Hq(X) — 5 E (X,A) 24— Hq_1(A) -
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c) Axiome d'excision,

Pour toute paire (X,A) 81 U est un ouvert de X tel que T < inta ,

alors l'injection
3: X-U,a-1)> (X,2)
indult un isomorphisme

H(3) : 5(X - U, A - U) ®H(X,A)
<J

d) Axiome de dimension.

Pour tout espace P réduit & un point

0 si g #o

Hq_(P> - { G 8i g :.Q

Nous avons remarqué en 4.56 qu'une transformation tres. simple existe entre
complexes de chaines et complexe de cochalnes. On aurait donc pu établir de
fagon similaire toutes les propriétés d'une théorie de la cohomologie.
L'importance de la cohomologie que le lecteur a pu percevoir au chapitre IV,
par llapplication du foncteur Hom, ne tardera pas & se falre connaltre da-
vantage =2'il veut pousser un peu 1'étude homologique.

Nous allons donc terminer en énongant les axiomes d'une théorie de la

~cohomelogie,

Axiomes d'une théorie de la cohomologie 5,89,

* *
Une théorie de la cohomologie & coefficients G , (H ,d ) consiste en un
.
foncteur contravariant H de la catégorie des paires topologiques, dans

la catégorie des groupes gradués
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X *
i.e, : . Pour toute paire (X,A) , H (X,A) est un groupe gradué
* q
H (X,4) = {5°(x,4)}
» Pour toute f : (X,A)'e (Y,B) continue, i1 existe un homomorphisme

H*(f) : H*(Y,B) - H*(X,A)

qui vérifie
*
(1d ) = 1d
{ e ¥ (%,4)
* *x *
H (fog) =H (f) o B (f)
et en un homomorphisme d* de degré 1
a*(xa) : Hx(a) » H*(X,4)
t -
el que ihdq(XA) : 54(a) - 14 (x, )

d4(x,a) B*(£(a)) = m*(£)a%(y,B)

Le couple (H*,d*) étant astreint & vérifier les axiomes suivants :

a) Axiome d'homotopie

S1 f

o!?

b) Axiome d'exactitude :

Pour toute paire (X,A) , 1 et j désignant les inclusions i=AcX;
J ¢ X C:(X,A) ; on a la suite exacte :

% a4 a; *
& 30, ) g B8 ga(n) S gari(ry)

c) Axiome d'excision

Pour toute paire (X,A) , 81 U est un ouvert de X 1tel que U cC int 4,

£, : (X,a) » (¥,B) sont homotopes H*(f,) = H¥(f,) : EX(Y,B) » H*(X,4)
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1'inelusion i (X-U, A-U) - (X,A)
induit un isomorphisihe
a*(3) : B*(X,a) ® @¥(X-U, A-U)

d) Axiome de dimension

Pour tout espace P réduit & un point
G q =0

Hq(P) = {

0 q # o)

Remargue 5.90.

a) 1'homologie singuli&ére constitue une théorie de 1'homologie (avec coef=
ficents Z ; ou G en prenant H(X;A H G)

b) 1la cohomologie singulidre de (X,A) & valeurs dans G définie comme la
cohomologie du complexe de cochaines

Hom (A<X>/A(A) ; G)

est une théorie de la cohomologie & coefficients G .



CHAPITRE VI,

HOMOLOGIE . : APPLICATIONS.

THEOREME du POINT FIXE, DEGRE TOPOLOGIQUE.

6.1, ngggo

Soit une paire (X, A) ou A est un rétract de X.
Alors H(X) =.H(A) @ H(X, &) »
Preuve ¢+ i s ACX j ¢« X C(X, &) »

On a par hypothese ri = 1d donc r i, = Id Utilisons la suite

A * H(4)®

d'homologie
d i d d

* * * ¥*
iy Hq+ (X, &) —> Hq(A) — Hq(X) — Hq(x, L) —>

1

i, est injectif et Imd, = Ker i* = 0,

On a donc la suite exacte
i* j* d*
0 > Hq(A) — Hq(X) — Hq(x, 4) ——> 0

et le résultat est évident dlaprés 4.4, car r,6 i, =.Id

* ¥ H(A) e

6'0 2s Thé Oréme o

st n'est. jamais un retract de Dn+1o
Preuve :
Sinon 20™Y = HsY @ 5™, s
or ™Y =0 et H(S" £ 0.

6.3, Corollaire. (Théordme du point fixe de Brouwer)-.

Toute application continue f : " — D" a un point fixes

Preuve :
On a vu au chapitre I.
s"  rétract de Dn“H & 11 existe f : Dn+1 —p Dn+1 continu sang point fixe.

Nous allons maintenant étendre cette étude aux polyedres compactse



v - 272 -
6.4, Définition (nombre de Lefschetz). ’

Etant donnée une application continue f : X —>» X, 1l'espace X étant supposé
avoir ume homologie de type fini (cf. 4.79, 4.80), on définit le nombre Ae Lefschetz
de f, par :

A(f) = Tr(£f,)

A(f) est uUp nombre entier (pourquoi %)

6.5, Remarques 3
a) Si f et g sont homatopes A(f) = A(g),
b) 8i f est une application constante A(f) =1,
e) A(Ia) = x(X)-
a) f, = 84
b) Soit (Xj)j eI les composantes par arcs de X

f(X)=x0 x €X o x € X

) 0
Bn dimension 0 : HO(X)¢¥ ZJ et f, s ZJ — ZJ a pour matrice dans
)
la base canonique (aij)jyj ed telle que a4q = 1, aij = 0 sinon
Tr f* = 1
)
Pour n £ 0 f*n : B (X) —> H (X) Imf*n =0
TIr £, =0
n

X(£) =Y T (-0 e, =1

c) évident d'apres la définition (cf. 4.20) car b est Tr £, en représen-
n

tant Id, par la matrice unité.

6.6, Théortme du point fixe de Lefschetz.
Soit un polyedre compact X et une application continue £ : X — X.

Si A(f) #0, £ a un point fixe.
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Preuve :

On peut se restreindre &4 X = IKI ou K est un complexe simplicials Nous
allons supposer que f n'a pas de point fixe et nous prouverons qualors A(f) =0
comme IK! est compact, 1l existe a > 0 tel que

i(x, £(x)) >a  x e |K|
(sinon on aurait (xn) telle que d(xn9 f(xn)) < % dont il suffirait dfextraire
une sous suite X telle que (xn') et (f(xn')) convergent ; mais alors le
point de convergenie x € jK! véri%ierait f(x)Jz X o
Soit K*'* une subdiwision de K vtellé que :

maille (K') ¢ %

et K'" une subdivision barycentrique de K' telle qu’il existe une approximation
simpliciale

P K% ke
de £ s K] ey K7

Comme %Kx) et f(x) sont dans un méme simplexe (par définition de T)D on a

§

a ex), £(x)) < 3 (x € |K])e
On en déduit 7
lo(s) nlis| =¢ (s €K

car sinon, on aurait x = ?(y) et

2a
dly, £(y)) 2 d(x, y) + a( @(y), £(y)) < =5
Le théoreme 5.33. nous a permis de définir £, par £, = oy Sdi o
_ . = Sa- : o 2K H (K*%) — 7 s H K')
Posons ¢, = 8d, ¢, : H(k'") —s H(K*) - > m(
et soit ¢ la transformation de n ?* n
sd, | sd,
chaines : P
H (K™ ——3 H (K'Y
m m

2: C(K?) —» C(K*™)

n
définie au théoreme 5,12 pour la transformation acyclique Sd »
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On a :
e C(p) s C(K'™) —> C(E'™)
et Q; = [3 (c ?):L °
On sait donc que la transformation de chafnes L C((P) a une trace nulle ; car
pour tout simplexe ordonné ¢ 5 C(%’) (o) est une chafne ordonnée qui ne contient
pas ¢ Dpuisque C(? )(6") est disjointe de g . Donc d'aprés 4.80
Trif*:',l‘r(co C(tf)) =0,
Or 5.31 nous permet d'identifier H(K') et H(K“n) par Sdg
A(£) = Tr(f,) = Tr(Sd, G sa® !y = Tr @, = 0
* * Yx SYx *
car dtaprés 4.75 la trace n'est pas affectée par un isomorphisme.
6.7, Corollaire (Téorime de point fixe de Brouwer généralisé).
Toute application continue d*un polyedre compact contractile dans lui-méme a
un point fixe.
Preuve :
Comme X est contractile A{(f) =1 car £ ¥ Cteo
Remarque :
Le résultat est faux pour un polyddre non compact (translations dans Bn)e
6.8, Définition {(degré de £).
n

Etant donnée une application continue £ : § ——— Sn elle induit

~ n ~ n
f* s H(S) = Z —3 H (8)=1%»
n n n

On appelle degré de f, 1l'unique entier

deg £ = Tr £, o

n
Clest~a~dire le seul entier qui vérifie s

£ (z) = (deg £)o z (ze®_(sM)-
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6.9. Remarques :
a) Si f ¥ g deg f = deg g
b) deg(f o g)=deg £ - deg g
¢) Ltapplication antipodale A de " vérifie s deg A = (—1)n+1

d) On a toujours la relation : A(f) =1 + (—1)n deg fo

6,10, Corollaire-

Pour n peir, il n'existe pas d'application continue £ 8" —_ s™

h

+
telle que x et f(x) soient orthogonaux (pour le produit scalaire de R"
pour tout Xo
Preuve : par ltabsurde.

Soit une telle f. Alors on définit H : £ = Id , par
S
Px, ) = (1-t) f(x) + tx

[ (1-t) £(x)+ tx]

car la condition d‘'orthogonalité implique :

(1-%) £(x) + txnz = (1_1-,)2 + 12 £#0 pour + €1
Donc AE) = A(Td ) =1+ (=17 = 2
S

et dlaprés 6.6 £ a un point fixe f(xo) =X ce qui est en contracdiction avec

le fait que f(xo) est orthogonal & X o

6,11 Définition et proposition.

2) Un champ de vecteurs tangents & Sn est une application continue
+
£ §% —p BV
telle que x et f(x) soient orthogonaux pour tout x.

b) Si n est patr 6,10, affirme qu'il n'existe pas de champ de vecteurs tangents
£(x)

.9

fex) |

2 §s° qui ne s'annule pas (sinon 3 @(x) =

: st —s s et (x)

orthogonal & x, pour tout x).



¢) 81 n est impeir, un tel champ existe, par exemple :

f(x1,|‘o, xzm) = (—x2, x1,o¢., —x2 , xzmm1)

m

6.12. Définition : (suspension).

a) Etant donné un espace topologique X, on définit la suspension de

S(X) =X x I/R

ot R est 1'identification de tous les points (x, O) d'une part,

de tous les points (x, 1) d'autre parte.

b) Etant donnée une application continue f : X — X,

de £ par
S(£) : 8(X) — S8(X)
s(£)[z, t] =[£(2), t]
6.13. Lemme.

Pour n >0 S(Sn) est homéomorphe & Sn+1.

6.14. Théoreme.

n
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(n=2m - 1)

Soit une application continue f : 8§ — s telle que :

£(E)) C B, £(E) CE

n n n
(E+= xesnlxn?_o; E = fxes lxn$0} .

Alors si £t : §%' 5§

deg £ = deg f£' .
Preuve :

n n n n-1
S .= E+ L)E_

-e.

On peut trianguler s* de telle manitre que

Sous—complexess
*

En effet Sn—1 a pour triangulation S ou S

pour triangulation de E: et E- s le joint du pdle noxrd e,

§e8 n
s =E_ r\Et

-

n
E+ et

est un n-simplexe.

ED

et du pble sud

e

X par

V4

on définit la suspension

. -

désigne l'application induite par f sur son équateur

correspondent & des

On prend

oon/oo.
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Utilisons donc la suite de Mayer-Victoris de

cC =

+

0 —>

0 —>

car H(C*) = H(C) =

deg £ = Tr(£,

6,15, Corollaire.

6+16., Corollaires

.

C(e+ *8) ; ¢ = C(e_ * S )

Y n~1
B (S) —5> E ") —s 0
£, lf;
(s % B (s") —> o
¢ | —
» L )
0 cer la+ * S] et le_ * Sl sont contractiles et

D =@ £p ) = Tr(e)) = deg 2.

deg S(£) = deg f.

n n

Il existe des application £ : 8§ —>» § de tous degréss

Preuve :
n=1 £ définie par £(z) = z¥ est de degré. ps
n >1 On utilise 64.15. per induction.

THEOREMES DB SEPARATION SUR S°.

6‘17. Lemme.

Si 4 8" estun plongement de Ik, 0<£Lk&ne

Alors

H(s® - A) = 0.
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Preuve : par induction sur k
. n , s n ¥ oon.
k=0 A est donc un point et (8 - A) est homéomorphe &8 R o Donc H (8 - 4) = 0.
k > 0 Supposons le résultat vrai pour k' <& k et soit A un prolongement de

Ik = Z[km‘l x I par

. k~1 1 -
Soient A, =0 (1" x[o, 5] Al _ ¢ (1% x[%y 1]) . Alors

- k-1 1
= U 8 ° ¢ =2 o
4 AU AL AN A ) (I X 2)°

. _ ~N
Donce ATI\ A; est le plongement de Ik ! et par hypothése H (Sn - A D AY) = 0,

A1 et A; étant images de compacts sont fermés dans s” (qui est séparée) et

1) est un couple d’ouverts donc excisif. Considérons leur suite de

c J3 . n
(87 -4, 8 - A

Mayer~Victoris réduite :

n ~ n ~ ®
He (ST = A N A!) =0~ H.(8 -A) 55 H (5 -4A,)@®H.(S -4}!) —»
gq-1 1 1 q q 1 q 1
~ n
H.(s —AlnA{)ro
~N ~ ~
H(G" ~aA)AH(S"-4A )@ H(s" - 45),
q a 1 q 1

Soit =z € ﬁq(sn — A) non nul.

Par 1'isomorphisme, il lui correspond soit i1*zy soit i{*z non nul. Soit par

exemple i, =z £ 0.

On recommence avec A1 au lieu de A, On obtient donc une suite d'ensembles

emboités

DA D 2 0
A :>A1 2

telle que :
o
a) Llinclusion i : st -4 cs” - A, vérifie i 240 dans Hq(sn -4

n_ A 1,
b) aen 2o est un plongement de

n . .« . | n
(s - Aj9 ljj”) ol :ijﬂ s § = Aj cC 8 - Ajv

. n . n 0N
Lim ST - A, 1., = (8§ - L) -
( 3 JJﬁ) ( jem J)

est un systeme inductif et
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En utilisant 4.33. et la condition b)

~ ~n n
Lim (H(s" =a) i, ) =H(s"=NA) =0
——~é( a i o3it* q i

Dtapres la caractérisation 4.17. la condition a) est impossible car si i,z = 0

~ n
dans Lim H(S -4,) 1. . alors il .existe m +tel que i z = 0 dans

~

H (s" - 4).

q m

Lthypothése qu'il existe z # 0 dans Hq(Sn — A) est donc fausse et :

~
H(s"-4) =0

, q

6,18, Corollaire (dfAlexandre)

Soit un sous-~espace B de Sny slongement de Sk pour 0 £k £ n-1,

~ B ~ V& q=n-k~1
. — ]
Alors H (8 B) {0 G £n -k -1

Preuve : par induction sur k

k=20 B consiste en un ensemble de deux points distincts §x09 x1} et ST - B

~1
est homéomorphé &> Rr" - {xl} donec & §° et
Z g =n =1

~ n_ ~
i (s" - ) io i

: k
k O Supposons le corpllaire vrai pour k' < k, et B un plongement de S
. k k
B = A1 U A2 ol A1 et A2 correspondent par le plongement & E+ et E_
k \ k-1
Alors A1 et A2 sont des plongements de I et A1l1 A2 a 8 s
(s" - A s° - Az) est un couple d'ouverts, donc excisif. Considérons sa suite de
Mayer-Victoris réduite :
~ n 3 o n ~ n ~ N
—_— H - - H - (A, N A H(S -B
> B 6" -ap e "-a) — K 5"-wna)) - E6" -8 —
~  n ~ o n
- H - p—
Hq(S Aj) & qKS A2) >

Diaprés 6.17., aux extrémités les groupes sont nuls et

H (s"-A NnA)= H (s" - B)
q+1S-1/‘\2~q -— o



=380 -

Comme A1n A2

Z g+l = n-k

~ n P~
Hq(s - B~ §0 g+1 £ n-k

6,19, Théoreme (de Jordan-Brouwer)

est un plongemeunt de Sk_1, on utilise 1'hgpothése d'induction :

Un plongement ¢ de Sn_1 dans st sépare s” en deux composantes connexes

dont ¢ (Snm1) est la frontidre communes
Preuve 3
n-1 , n-1 .
¢ (87 ') étant un plongement de S, dlepres 6.18
[ad - "
B(s"-¢ ")) =2

~1
Donc §" - ¢ (Sn ) posséde deux composantes connexes par arcs U et Vo

Or c'est un ouvert de Sng donc un espace localement connexe par arcs. FPosons
¢ (Sn~1> _B
UNvVcB x €UNT
si x € s - B .ouvert, il existe V& voisinage ouvert de x, Vg ¢ s" - B, donec
V%.C U ou V#_C V, ce qui est contraire & 1l'hypothése
BCUNY x € B.
So@t Vg un voisinage de x dans SIl ° V% N B est un voisinage de x dans
B ; soit Afo VX(\ B un voisinage de x homéomorphe & Inm1, dans B
H(s" - (B-4)) =0 aapres 617
st - B - Ax) est connexe par arcs., Soient pe U, g €V et w un chemin de
P & q aans st - (B - Ax)° w rencontre nécessairement Ax (sinon il serait dans

est dans U, le point w(t1) ol t1 = sup {t eI I w(t) ¢ V} est dans

Donc dans ny il existe X, €U et X, € V et x€UNV.

$" - B un cheminde p & q). Le point w(t) oh t_ = inf {t € I wit) ¢ U}

V.
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6,20, Théoréme (d'invariance des ouverts de Brauwer).
. n n
Soit un ouvert U de S et un plongement ¢ $ U—>» 8
Alors ¢ (U) = V est aussi un ouvert de Sno En particulier toute_application bijec—-
tive et continue de Sn dans Sn est un homéomorphisme,
Preuve s
Soit y €V, et x €U tel que y = h(x})o Soit A un voisinage de x dans U
, . 4D . [ s n-1
homéomorphe & 1 o Soit B 1le bord de A 3 B est homéomorphe & S
A" = h(4) B* = h(B).
Dlapres 6,17 s® = A" est connexe par arcs et d'aprés 6,19 s - B! possede der
composantes connexes par arcs
§" - B = (8" - A') U (A" - B"),
Comme »(Sn ~ A') et (A' - B') sont connexes, ce sont les composantes de s™ - Br.
(A' -~ B!') est done ouvert dans Sn (car Sn est localement connexe par
arcs) et y € A' =B'C V,
Donec V est voisinage de cheacun de ses points.
6.21, Remarque.
1 3 a
On appelle noeud un plongement de S dans R . On en déduit un plongement

¢ de S1 dans S3 en composant par R3 c S3

Z g=0,ou gq=1

B (5° -0 () =
4 0  sinon.

Donc l'homologie ne permet pas de distinguer le noeuds par contre, on se rendra

compte que W}(R3 -0 (S‘)) distingue les

deux noeuds c¢i =~ contre
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DECOMPOSITION CELLULAIRE.

6,22, Définition (adjonction decellule)
On dit que l'espace X est obtenu par adjonction de mn-celliules (e?) au
sous-espace fermé A (n D> 0) si les conditions suivantes sont réalisées :

a) Pour tout j € Jn9 e? est un sous-espace de X

b} En posant é?’: e?‘ﬂ A, pour j % 3

n ol n o

(e; =8.) N(e,, -&.) =6

J J J J

) X=A U(U &Y
j J

d) Pour tout j, il existe une application :

..n_ne-1 n .n
f.: (D, 8 ) —a» (e, 8.)
J ? it
telle que fj(Dn) = e? et que
e | @ -, ot - Y (e - &%)
J J
soit un homéomorphisme.
On note 3 X =AT Dn U Dn U.eoo U Dn U oos
f1 fz f.
J

6,23, Définition (complexes cellulaire).
Un complexe cellulaire est un espace topologique X muni dfune suite de
sous—espaces (Xn) {squelettes de X) qui vérifie :
a) X; est un ensemble de points
b) pour =n > 1 Xn est obtenu & partir de X _q Per adjonction de n-cellules

(par les applications f?)

¢c) X= UX
n
n

6.24, Définitions,
a) Un sous-complexe Y d'un complexe cellulaire X est un sous-espace Y C X,

qui est un complexe cellulaire et tel que 3

Y =INX {(n € N)
n n
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b) On appelle décomposition cellulaire d‘un .espace topologique X 1la donnée d'un
structure de complexe cellulaire pour X.
¢) Un complexe cellulaire est dit fini si Xo est fini et si

{er.l ljed, n€EN} est fini.
J n

Dans ce cas, il existe n tel que X = Xn (n = dim X).
Remarque s {e}l - é? ' j € Jng n €N } est une partition de X.

6,25, Exemples de décompositions cellulairesa

Exemple 1 ¢ 8

I1 suffit de prendre : Xo = 000 = X = X (x : point de §)
n
X ={x1 U, »
)
ol £ o (Dng Snm!) —_— (Dn9 {x })
o o
n
Exemple 2 : D
I1 est, je pense, évident & chacun que : Dn = an Uld D", On obtient donec

" = {xo} v oV u o

Exemple 3 : Pn(lR)o
Pn(!R) est définie par le quotient de Sn par la relation antipodale R. Soit

P, la projection canonique

P, ¢ S ey Pn(lR)
, 1
n=1 P (R) {xo} UP0 D
5 ’ n
n> 1 Pn(R) = anl (R) Up )
n-1
Ces relations sont évidentes s la premiere identifie le bord s de D1 3 X
1

et rappelle la relation connue : P, (R} = S 3 la seconde consiste & faire

ltidentification antipodale pour les points de s" non situés sur son équateur d'abo

Ooo/ooo
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(ce qui donne un hémisphdre ouver* dons homésmorphe & int Dn) puis 1'identification
sur l*équateur,
On obtient denc par :nduct:on, la dé-omposition :

1
PR {x}u DU 22U ... U D,
n 2P,

Py n-1

Exemple 4 : Pn(C)
On définit de mé&me Pn(C} comme le quotient de E . sphére unité de l'espace
n+1

. , 2 2 2 N
C (muni de la norme. |zl !z1l +ooot (zn+1! ., o z = (z1,000g z

n+1) )
par la relet:on R .
zRz' <> 30 [0, 2a ] z=¢e 2z
(De méme que Pn(R) peut aussi &tre défini comme 1°ensemble des directions de droites
de Rn muni d?une toposlogie canvenable. Pn(m) peut &tre considéré comme l’espace des

directions de droites complexes muni d’une topologie)o

Soit P la projection canonique

n
. 7 — ‘0
b, ¢ 2, -~ B(€)
STt NEPRL ' 2,
Or R {(Z‘lyooo\) Zn+1) ! ,ZI! +oo00t |Zn+1l = 1} o
En écrivant z = u + iv.
i n . 2 2 2 }
>, ;&uI» Fqroees W4 Vn+1) | lu1] + lv1{ +o ot [vn+1l =1
Donc z:ﬂ % st homéom-rphe Y 82n+ﬁ
4 ' crp °

. . . n \ 2n.
De méme ia boule unité B de € est homéomorphe 3 D

Apreés composition par l'homéomorphisme. on pose,

2n+1 o
g & — o
P, - S > Pn(‘w)
On a comme précédemment
o 0
n>1 P(¢) - P .i¢)U, D"
= n n-1 §

n-1



- 285:-..

Car on définit le diagramme cemmutatif

L San1 - 3] D2n

ou i [(Z15)ooog Zn):I = E(O» Z1gooog Zn)j P d)

“‘n-1 :
. - ‘.2 8 2 ; 'n
¢n(u19v1?°°,un9vn) - E(yl [z5 ) u1+ux19409uh+Lvn)j
|2 = 1 2 { i |2 i )
(avec |zl !u1+1v1! +ooot (u +iv | ) P _€) ——> Pn(m)
,n2n 2n-1. N , .
A g j e 8 s
lors ¢n (D", S j = (Sn{®) ’ an1(G)) vérifie

[(pR . g2o-1y (p2n . 2n-1, _
ol s s (D s — P (0) - P,

(€)

est un homéemorphisme {dont le lecteur trouvera la réciproque en remarquant qu'il
existe pour tout élément de Pn(G) - an1(®} un représentant dont la premidre coor-
donnée est réelle strictement positive).

On a donc défini par induction la décompositiaon

2 2n

3 D UOOO UP“ D

£e) i) o
‘ ne-1

P?

Exemple 5 : Complexe simpligial.,

La suite des squeleties K(l) de K nous donne celle des squelettes

(1) & partir de

pour la décomposition cellulaire, En effet on obtient K
en ajoutant les i~simplexes de K qui sont homéomorphes & D',

Exemple 6 : Variété orientable de dimension 2.

Nous avons wvu au chapitre III qu'on les obtenait par identification sur les
a

1 b

polygones & 4n arétes ; et en Stant 1'intérieur bn !

a

1
de P, on obtient un bouquet an‘ de 2n cercles, P
b
Alors la décomposition est la suivante s !
W= fx )} U ' U...u, D U D
oy f £ i
1 2n

. s . . 1
ol fi identifie les deux points de SO et f applique 8 sur le bord de P.
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Q

Exemple 7 3 Variété -NOn grientable de dimension 2, s 1
Clest cette fols par identification sur un polygdne
P & 2n arétes qu'on obtient ces wvariétés. Mais alers on &te
de méme l'intérieur de P et on sbtient un bouquet BIl de n cercles, donc la
désomposition :
1 1 2

M {xv} Uf] D Uoee U, D U, D

ol fiy f ont la méme significaiion que dans 1l'exemple 6,

6,20, Théoreme,

§i X est un complexe sellulaire de dimension finie. Alors :
card J
) ‘ % n =7
H(X , X .- 1
q n n-1 0 qin

fon raeppelle qu'eon a noté J l'ensembie d'indice des n-cellules)
I

Preuve :
n . ¢ i
oit int e, o 3 J et P = | o i X
Soit pjé nt ej s 1€ L ° P %Pj i€ Jn} On voit que - est un
rétract de déformation fort de (X «~ P)o L'ineclusion : X CX ~PCX
n n-—1 n n

nous permet d'associer une suite exacte {cf., 4.,65) done une suite exacte d'homologies

(0]

~% H{X -P, X ) =0 —HIX,X j-23 H(X,X ~P) —
q n n-~-1 g n’ u-l g n’ n
qu1(Xh - P, Xhml) = 0
dons:
E{(X , X )®H(X , X-Pj,
g n’ n-1 g n n

Scit ng j€ Jn une boule de centre p.. homéomorphe 2 D" et telle que

B ¢ (eF - &%) et soit U«X -§ B
J J J n n J

On peut appliquer le théoreme d'excizion (5,78) zaxr U C in“c;(X.n - P) et

H(X ,X-P) =H ~U, X =P ~T)
qQ n n q n
= H (,/\ U B9 U (B = p:))"

q n dJ Jn J J
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Or cette union est disjeiunte et d'apras 5,62,

Hq(;ny X -Pj® & H(B,B, - pj)

5 q J J
jed,
Or d'aprés 5,23 {eot une application facile du lemme des cing)
H (By B, - P) ~ Z q =1
a 37 0 .

ce qui achéve La preuvs,
6,27, Corellaire.

Pour un complexe cellulaire X de dimension finie, et un groupe G :

sard Jdp
HiX,X . 6~ & q =n
4 0 q % n
card Jdy
HUX X 5 6)R ¢ = n
n’ ne o q % N

Preuve

On applique la formule des wcefficients universels 4,68 et 4.72

-3

Hq(xny X 406 Hq\xn,, X )06

a4y . G &2 Hom(H ¢
H thy Xh_ Gy = Homkﬂanhg Xn_1>9 G)

q 7
car H{X , X .} est iibre.
n -1

6.28, Lemme,

Pour un complexe cellulaire X de dimension finie on a :

] n

pour tout q > n
BLX ¢ G) = 0

Preuve
n =20 Le rézultat est vraio
n >0 Supposons le résultat vrai pour toubt m £ n. La suite d'homologie du

couple excisif {th th1) denne 3
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— Hq(xn_1) —> Hq(Xn) — Hq(Xn, xn_1) —_—

) -0

Or par induction si q > n Hq(Xn_1

) =0 et dlaprés 6.26 H (X , X
g n’ Tn-
Donc H (X ) = 0.
g n
On agit de méme aveec coefficients.
6.29, Lemme.

Pour un complexe cellulaire X de dimension finie I'homomorphisme natursl

{induit par ch Xn+1)

i, tE(X) — H(X )

q n g n+t

est un isomorphisme pour tout q < ne.

Lo méme résultat est vrai pour :

i, s Hq(Xn ; G) —> Hq(xn+1 ; @)

*
L4 . Ay
i : H (Xln+1 ; G) —> H (Xh ; G)s
Preuve :

Considérons la suite de Mayer-Victoris du couple (Xn’ Xh+1)

(x

- n4+1°

Xh) — Hq(Xh) — Hq(X ) —» H (X X))

Hq+] n+1 g n+l1’ "m

Les deux groupes extrémes sont nuls dlaprés 6.26 car

q4mn+1 et g+l £ n + 1,
6.30, Corollaire.,
Ltinclusion i : XE&J C X induit un isomorphisme

i o . ~ 3
i, s Hq(xq+1 ; G) Hq(X, G)

*
i Hq(xq+1 s G) = HY(X ; @)

Preuve :
Dl'aprés 6,29, :

H(EX ) AaHE Ja .~ (X

q g+l q " qt2 q dim X) - Hq(x)°
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Nous avons donc les éléments nécessaires pour établir une récurrence et calculer
ainsi par induction lthomologie des complexes cellulaires s.s tous sauf le moyen pra-
tigque de calculer Hn—1(xh et Hn(Xh),

Ce probléme sera réglé si nous connaissons l'effet sur lthomologie de l'adjonme=
tion d*une mn-cellules,

6031, Théorémea
Soit un espace topologique X et un sous—espace fermé A +tel que

X =AU D%

=R o]

Alors 'I:I/ (X) =~ (4)
n- LY [, "]

ﬁ'n(x)a/’ En(A) ® Ker[f*l En— (511_1)]

1
Preuve :
Ltapplication £ 3 (Dn, Sn_1) —>» (X, A) induit un homomorphisme des suites exactes

d*homologie réduite

n ' . d‘* 4
= (A) — H (X) —» H (X,4) —> H_ _(4) —>
0=H  (X4) — H Y Ky 1

+1To To 0 T £, NT £, 0 g'

n n~1 v =1 n, n n-1 n-1, . &' . n
0=Hn+1(D ) )-—>Hn(s ).—0—>Hn(D )_o-_;Hn(D S ) (87)

-1

£, ¢ Hn(Dn9 Sn—1) — Hh(X, A) est un isomorphisme car £ I (" —-Sn_1)

homéomorphisme.

Remarque :

f, est un isomorphisme

n _n-1 ,
Hn(D ¥ S ) —Y Hn(xy A)

n—1 )

car f l (Dn -8 est un homéomorphismea

En effet, soit B = {x € " I le > % } et C = {x € " I lx] > % } .
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Dtaprés le lemme des cing

1

n

N n
Hn(D s S )F»”JHn(D 9 B)

car B est un voisinage de sn~1 est rétract de déformation (on dit parfois un

collier de Sn_1)

o

Par excision de C ( C C B)

n

n-1y n P 7
a4 -_ B — o
B(D, s ) B (D, B)~H (D -c, C)

De méme H (X, o) ¥ H (X, £(B)) =~ H_(X - £(C), £(B) - £(C))-

Or f est un homéomorphisme sur (Dn -0)

£lD"-C: (D" ~-C,B~C) —> (X=£(C), £(B) - £(C))

done Hn(Dny sy Hn(Dn - C; B-C)~ H (X - £(C), £(B) - £(C)) ~H (X, 4)
B (x H (Al (4)
H X} = coker d, = H A) ~ H A
n-1 -1 1 a, =117/ £, En»-‘l (s

en composant par les deux isomorphismes.

Dfautre part on extrait la suite exacte :

~ n—1

n-1.

ot
Ker £, ¢ H (S )& Z est libre, donc la suite

n-1

o ~
0 —» Hn(A) —_— Hn(X) —> Ker £, —» 0 est scindable ce qui donne le second résultats

6.32, Corollaire,

Si X=AU D'U...Uu 0%
f f
. 1 q
Alors

( N1

HO~NHE L) eker £, | H(s") @00 @ Ker £ | H (s

1% ¢ "n-1
Preuve : BEvidentes
6.33. Corollaires

Soit Bn le bouquet de n cercles attachés en; X H1(Bn)¢¢ 7.
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Preuve :
)
= T 0 > .
Bn {X } Uf D U c 00 Uf D ou f]_ @ S ——? iXO}
1 n
0 ~ 0
£, | H(s) : H ()~ & —> B (jx}) =0
. ~ o
donc Ker f_, l H(s )~z
i o

et le résultat suit 6,32,
6.34. Applicationss
Nous allons calculer l1'homologie des exemples 6.25.

a) Variété orientable de dimension 2.

Mzzfx}U D' U ... U » v p?
° f‘l fon f
2 2

=B, U, D

1
£, B (s) —> H(B,)

ou M

1 . . 1 .
Nous savons qu'un générateur de H1 (S') est le simplexe g qui a A assocle

aid
un "tour de cercle® (© e2 * ) donc

f*(o-)=a1+b1-a~b +ooot = 0

1 1
et Ime, | H (s =0 Ker £, | B (s') =B (') ~ 2
S I x 1 1
HO(M2) X%
H, %y » 778
2
HZ(M y =%
2
H () =0 q#0, 1,2
b) Variété non orientable de dimension 2,
2
On a de méme MZ:B U. D
n f
1
£, : B (5) — H(B)
f*(o") = 2(c1+°“+ cn) ( oo défini ci~dessus).

. n
Soit la base de H1(B y= 7 (01, Cypoaer C o g5 Cq Fooat Cn)o

2 1
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Alors
H (B ) =3 C z"‘ooo"‘ c Z + (C +oo0t C ) /4
10’/ 1 1 n--1 1 n’ 7/
£, 18 (8 2(c toute X
-1
Vil
/. ® 2/
-]
et : Ker f, l H1(S } =0
B (M%) &z
)
B 07~ 2 @2,
2Z
2
H (M)~ 0 q 40,1
q
c) P (R)»
n
Hq(Pn(R)) = 0 gq»n, q<0
Hq(Pn(R)) = {0 0 <q<«<n q pair
V/4 q=n n impair
Z/ 0<q4n q impair.
2%
Par induction. Clest vraili pour n =1 et n = 2,
Supposons que
z/ 0<qg<2n q impair
. . 2%
H (P, (R) =
4 0 sinon
ot %/2Z 0 <qg < 2n-2 ¢ impair
H (P, ,(R) =
4 Z q = 2n-1
0 sinon.
. 21'1‘!‘10
(R) =P, R) U_ D
2 n+1 2 Py
Or Py, % ° H )szs' H ( (R))
Done H Py B)) & By (B (B)) = 0
B Poneq ®)) & Ker by o 2o
Ce qui donne le passage de (2n) & (2n+1)
Z/Zﬂ 0<q<2n q impair
Hq(P2n+1(R)) =4 % q = 2n+i

0 Sinon.



I1 reste & voir ce qulest l'homomorphisme

2n+1,

Pontr » # Hongg

(s o B —>

- 29% -

o
o

( (R) =~ %

H2n+1 P2n+1

Clest la multiplication par 2, ce qui nous donne

I-12n+1 (P2n+2 (R)) ~ H2n+1 [P2n+~1 ®) j /

H (P

on+2 Fonsp (B)) = Ker P

1
2n+1 /
* I:H2n+1(S )] 24

= 0

2n+1 ¥

Il ne nous reste donc plus qu'd justifier l'affirmation précédente au sujet de

Ponst %2

chaque fois qu'on cherchera & calculer f

n n n
S = E+ UE

p . Sn+1

et pour cela nous allons employer une méthode qui pourra &tre reconduite

pour employer 6.31.

—» P _(R)

n4+1
n+1

(cfo 6514) et Pn+1(ﬂ) = Pn(R) Ub D

n

Nous allons considérer successivement oces restrictions

On définit les deux diagrammes commutatifs

n+1
Pn+1 ’ (E+

L | n
Pn+1 ° (E - 9 S )

, 8 - (B ®), P (R))

— (2, ®), P_(®)

o

jY
n+1 n, n+1 \ n+1 n n+1
&, 8 (e ®), 2 ®) | @&, 8" - (P ,,@®, P (®R)
1 Proj proj proj proj
D
+1 +1 n+1 n+1
(] ) —— (B ®), b)) | B, ) —= (B ®), pt)
P
/Sngpt P_(R) S., ,pt _(R)
—t - 15 —
+ Ia +1 n+1 n+1
(5™, pty s (™, po) (™ ) 25 (5", pt)
Le passage au quotient est clair dans les deux cas §$3 f , £' s'obtiennent & partir
- . : +
de f+9 £ , £f* définis naturellement pour que s E2+1 = Sn Uf+ p" 1,
Ei+1 = Sn f_ n+l Pn+1(R) = PnQR) Ufﬂ Dn+1 (£? = pn) par compactification.

I1 est clair, je pense, que ces trois applications sont des homéomorphismes par le

fait que f+9 £, £ soient des homéomorphismes relatifs

5 D?+1

- s¢

est un homéomorphisme).

(i.e. leur restriction:
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On déduit donc les diagrammes commutatifs suivants :

P
+1 +1*
B (B, 8 — B b1 B ®) 1 P, (8))
2 24
n+1 P P _(R)
E /. Ppatx n+l '/ pt)
g g 70 =2 1, (7 @)
—ufo e §
f*.]} f* S
+ 14 41
Hn+1 (Sn ! 9 PJG) ———p HD'H (Sn 9 Pt)
n-+1 n Pn+1*
41 (Eﬁ y S ) P 1 ( ([R) 9 Pn(lR) )
adl P n;l:1 ®)
3
o (= /28— By P_(R)] pt)
g
I §
H <6n+1 +) Ax H (Sn+1 +)
n+1 s P A S » P

I1 reste cependant & justifier la commutativité dans les carrés inférieurs.

. n-1 n n+1 n 4 - .
Or a P l (E+ - 8) et P11 ! (B -~ 8§} correspondent par £ , £ , £')
respectivement Id et )\ {application antipodale) : Sn+1 —p Sn+1
Sn+1 sn+1

(par construction de Pn+1(m))° I1 suffit alors de completer ces applications dans

le compactifié de Dn+1o

Cheoisissons un générateur 1 de H _(8S }}o Il lui corres—

n+1

o—

-t Lo 7 - —
pond done par £, f , f des générateurs e., el', e dans

n+1

" / o B9 B Fan ™

P (R)9 pt’)%) H (E_‘ / 9 Pt)o

n+1 n+1 n

s + -
A chacun de ces générateurs correspond par les fléches un générateur : e , e', e

n+1 n n+1 n —+
dans Hh+1(E+ s, 8, Hn+1 (R), P (®)) Hn+1(E! ;, 8) (car e par exemple
A
‘ést une somme de simplexes g de E: ! n & chacun desquels correspond un simplexe

o de En+1° Le bord de e+9 somme des ¢ , est dans s® donc ctest un cycle

+
ooe/vaaa



- 295..-

de H (B

n . . -+ .
e Be o S) : c'en est un générateur (sinon e n'en serait pas un).

. . s . +
Llapplication P dans les deux cas est caractérisée par un entier a ou

1%

a  tel que

N +‘ + - e
(e) =a et g (e ) =a el.

Prax Prarx

. . + L
Les seconds diagrammes montrent dleairement que a et a sont respectivagent les

degrés de Id et A

a =1 e 2 = (wl)n+20

\ rd rd N +
Enfin, il nous reste & montrer qu'un générateur de H (Sn_1)

+ -
- est (e + e ).

I1 est facile d*imaginer une triangulation de Sn+1 symétrique par rapport &
1thyperplan (xn = 0)s (Il suffit de prendre deux (n+2) simplexes S1 et 32
(simpliciaux) et de les coller sur une face So)o

. » + , . n+1 n,
Soit 52 : n. c}:: e la génération de %p*l(E+ s S7) (E : n, o est la
somme- des faces non collées de Sl>° Alors
n
dz no_(j“eHn(S )o
Soit ¥ 1la symétrie par rapport & l'hyperplan (xn = 0), Il est clair, je

pense, que {Z n. X(o-)}::; e et que
(37 g ¥ (@) = + AP ny ©)

n+3 . . .
+ h
(sinon on écrit plus précisement : e = gz (—-1)L Sl}' ou (Sl) sont les faces de
1
S1)‘V
""" - z 7
Donc e + e a pour représentant E : no_(o~+ X(T) qui est un cycle de
+
(Sn 1) car

n+1
ay ) no_(o“Xo‘)—deno,c'—-dZ:no_o-:Oo

De plus c'en est un générateur (évident). Done

n+1 e g ‘
Pn+1* 2 Hn+1(S ) —> Hn+1(Pn+1(R)) est caractérisé par la donnée
+ - n+2
- _ 3
n+1*(e +e ) = E1 + (-1) e’y
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Ou par. isomorphisme canonique :

Pn+1* A S 1

P (1) =14 (1),
Ceci nous redonne le résultst évident : Pzn*(T) = 0 et celui, beaucoup moins évident
que nous cherchions :

Poney #(1) = 20

Le lecteur démontrera & titre d'exercice le résultat suivant. Le .procédé
est encore.le méme, mais les calculs sont trés simples. Bnfin, tout ceci est donné
dans le cadre de l‘'homologie, mais le lecteur pourra vérifier que la formule des
coefficients universels et les théortmes précédents lui permettent de calculer de
méme la cohomologies

a) Pn(m)a
-4 si 04£q42n g pair

H (P (¢)) ~
i = iO sinon,

HOMOLOGIE et COHOMOLOGIE.

60,35, DéPinition (Varidté).

Une variété topologique V de dimension n est un espace topologique tel
que pour tout x € ¥V il existe un voisinage Vx et une application Py gui est
un. homéomorphisme de ng solt avec Rn9 soit avec Ri = ix e R" ! Xn.z-o} °

L'ensemble 4V = gx €V IC?X 3 Vg Zs Eii} est appelé bord de V.

Nous terminerons ce cours en donnant quelques importants théorémes sans
démonstrationse
6.36. Théoréme.

S8i X et Y sont deux complexes cellulaires, et si la cohomologie de X

est sans torsion pour tout degré.
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Alors

PEAxI; &~ @ [H(X;66 B(I;a]
i+j=n

6,37, Définition (orientation).

a) Une owientation d'une variété V au point x € V est le choix d'un générateur
de Hn(Vg YV - {x}) 5 Zo

b) Une orientation de la variété V au voisinage de x € V est le choix d‘un
générateur de Hn(V'3 V - Vx)
(I1 est clair, je pense que cette orientation ne dépend pas du choix de Vx pourvu

. . P N o N I

qu'il soit homéomorphe & R ou & R ) »

c)On dit que la variété V estjorientable, s'il existe un choix compatible
d'orientation de chaque point.

i.eo Si P(x) désigne cette orientation en x, et si x et y sont dans
la méme composante par arcs, quel que soit le chemin ¢ de x & y et le recou~
vrement de ses points par des V'Z9 ltorientation induite en y par )J(x) est )A(y)
(car ”(x) induit une orientation au voisinage de x).
6.38, Théoremes

Si V est orientable et compacte de dimension n, il existe une unique

classe Ny € H.n(V) (classe fondamentale de V) +telle qu'en tout point x €V,

. . . _ . . . . . . .
1'inclusion i : VC(V, V {x}) induise une orientation compatible })(x) = l*n()'\v)
6,39, Théoreme de dualité de Poincaré.

a) 8i V est une variété sans bord orientable ét compacte de dimension n, il

existe un isomorphisme s

Hq(V s Q) A YY ;@)
b) Si V est une vatiété orientable et compacte de dimension n, on a les
““kgomorphismes Hq(‘% av ; G)Nﬂn—q(v s G)

H(V; @ ~H Y, av ; 6).
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