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1. -~ INTRODUCTION

Dans [16] et [17] G. Reeb a étendu aux feuilles d'une variéié feuilletée
certaines propriétés topologiques des trajectoires des systémes dynamiques. Sul' une
variété compacte une notion essentielle dans 1 étude du comportement asymptotique des

feuilles est celle d!ensemble minimal, ¢'est-a~dire d'ensemble compact réunion non

vide de feuilles et n'admettant pas de sous-ensemble propre ayant les mémes propriétés.
Par le théoreme de Zorn, 1'adhérence de toute feuille contient au moins un tel ensemble
minimal qui peut &tre soit une feuille compacte, ou toute la variété {supposée connexe),
ou un ensemble minimal non trivial dont toute section locale est un ensemble parfait

sans point intérieur (donc un ensemble de Cantor si la codimension est un). En généra-
lisant une terminologie classique pour les équations différentielles on appellera ensembie
minimal exceptionnel (c®est-a~dire réunion de feuilles exceptionneiles) tout ensemble

minimal dont la trace sur une variété transverse est un ensemble de Cantor, c'est-a-

dire un compact métrisable parfait et totalement discontinu (deux ensembles de Cantor
sont homéomorphes),

L.‘objet de ce travail est de montrer que ces ensembles minimaux qualifiés
d!exceptionnels peuvent en fait se rencontrer dans les feuilletages d'un grand nombre

de variétés fermées, et éventuellement avec une propriété forte de stabilité structu-

relle si la dimension des feuilles est au moins égale a 3. Les principaux résultats
sont les théorémes d'existence suivants, ainsi que le théoréme B § 12 et son corol-

laire de stabilité,

THEOREME 1. Toute variété fermée de dimension 3 admet des feuilletages de

codimension un et de classe C contenant des ensembles minimaux exceptionnels.




THEOREME 2. Toute variété fermée de dimension 3 admet des feuilletages avec

. . 7 - - w » rd
singularites, de codimension un et de classe C , ne contenant pas de feuilles ferineées

(pour chaqgue variété, les ensembles minimaux peuvent &tre des deux types : excep-

tionnels ou toute la variété).

THEOREME 3. Toute sphére de dimension impaire S°41 ¢> 2, admet des

. ) . ' o] . ¢
feuilletages de codimension un et de classe C~ sans feuilles fermées, avec un

nombre arbitraire n > 0 d'ensembles minimaux exceptionnels.

Pour les trajectoires des champs de vecteurs sur les surfaces fermées, on
sait que ces ensembles minimaux exceptionnels ne peuvent exister sur la sphere
(H. Poincaré, 1880 ; I. Bendixson, 1901), ni si le champ est de classe C‘2
(A. Denjoy, 1932 ; A.J. Schwartz, 1963). Les recherches de Poincaré sur les courbes
intégrales des équations différentielles sur le tore (1895) ont probablement été influen-
cées par ses résultats aniérieurs sur certains groupes discrets de transformations

analytiques du cercle ou de la sphére de Riemann (groupes fuchsiens, 1891 [151]) ou

il reconnut 1'existence dfensembles limites parfaits et totalement discontinus. En fait,
les premiers exemples de tels groupes apparaissent dans la thése de F. Schottky (1875,
[227) et étaient déja connus de B, Riemann.

En 1964, en réponse & une question de G. Reeb [ 18], R. Sacksteder exhibe
un ensemble minimal non trivial dans un feuilletage de codimension un [20] et démon-
tre une généralisation profonde des théorémes de Denjoy et Schwartz sur les feuilletages
de classe C2 [21 ] . Le feuilletage décrit dans [20] est transverse aux fibres du
fibré trivial en cercles au-dessus de la somme connexe de deux tores, avec un groupe
structural a deux générateurs (cet exemple c” peut facilement &tre rendu analytique
réel comme 1'observe G. Hector dans [4]). De facon analogue, les résultats classi-

ques de H. Poincaré et F. Klein sur les groupes fuchsiens non horocycligues (c’est-




a-dire ayant un ensemble de Cantor de points limites) fournissent une construction
simple de toute une classe de variétés orientables de dimension 3 admettant des feuille-
tages analytiques a ensemble minimal non trivial : ce résultat de base (théoréme A, § 5)

étend a certains espaces de Seifert (avec fibres singulidres) une construction déja

étudide par J. Wood [30], [31] dans le cas de fibrés en cercles localement triviaux.

L'idée de la démonstration du théoréme 1 est alors de choisir dans cette classe
une variété qui puisse étre changde en la sphére 53 par chirurgie en-dehors de 1'en-
semble minimal (lemme 8),

La méme technique de chirurgie est utilisée dans la démonstration du théoréme 2,
qui peut &tre regardé comme un nouveau contre-exemple & une généralisation possible
du théoreme classique de S.P. Novikov sur les feuilletages de 53 . Un autre exemple
de structure d'Haefliger sans feuille fermée sur 83 a été donné par H. Rosenberg et
R. Roussarie dans [19] , Mais sans renseignement sur le comportement asymptotique
des feuilles.,

Par 1l'intermédiaire des feuilletages singuliers décrits par le théoréme 2, le
théoreme 3 découle deés résultats de H.B. Lawson [8] etI. Tamura [26] sur la
fibration du complément de certains noeuds dans les sphéres de dimension impaires.

Le méme théoréme a été annoncé indépendamment par P. Schweitzer, Ces feuilletages
ont seulement un fibré tangent continu, et le probléme de 1'existence de feuilletages C1
reste ouvert,

Finalement, on construit des feuilletages avec des ensembles minimaux excep-

tionnels qui sont structurellement stables sous 1'effet de C1mperturbations du champ de

plans tangents. Ceci est obtenu en toute dimension m = 3 et toute codimension p = 1

par une généralisation de certains groupes fuchsiens (théoréme B, § 12). Cette pro-
priété est un exemple typique de 1'effet de la dimension des feuilles en dynamique topo-
logique, puisque, a lexaption des orbites périodiques stables ou des points fixes
génériques, les attracteurs stables des systémes dynamiques classiques ne sont pas des
ensembles minimaux et contiennent un ensemble dense d'orbites périodiques. La construc-

tion utilise une limite projective comme dans les modeles usuels de la dynamique symbolique.
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2. - SOMME CONNEXE DE NOEUDS DANS LA SPHERE SB

Afin de décrire la chirurgie mentionnée dans 1'introduction, nous rappelons
dans ce paragraphe quelques propriétés élémentaires des noeuds en dimension 3.

Le complément fermé d'un noeud k est la variété & bord M(k} obtenue & partir

3

de la sphére orientée S” en retirant un voisinage tubulaire ouvert T{k) d’un cercle
plongé orienté (noté aussi k) qui est un représentant du type de noeud k. Son groupe
fondamental n1M(k) est le groupe du noeud, G(k). Si k n'est pas le noeud trivial et
si le point-base est choisi sur 3M(k), 1'injection de 8M dans M induit un morphisme
injectif de fr1(a M) dans Wl(M) et un morphisme surjectif de H1(aM,Z}) ¥Z SZ sur
H1(M9Z)“§Z . Ce groupe H1(a M,Z) sera rapporté i la base standard {(m, £), ou
m est la classe des méridiens (bords de disques dans T(k), ayant un nombre d'entre~
lacement + 1 avec k), et B estla classe des longitudes (homologues & k dans T(k)
et & zéro dans M(k) ).

Le cobordisme W(k) désignera la variété obtenue a partir de M(k) en retirant
un voisinage tubulaire ouvert T{(u) d'une courbe fermée p isotope & un méridien

(fig. 1). Notons ? W et 3,W les composantes dubord de W, avec 3,W identifié

2 1
a dM par llinclusion W = M : définissons dans Hl(aiwgz) les bases standard
(m, , ﬁi) par : (m1 , 2 1) = (m, B) sous 1'identification par inclusion ;

(ng ﬁz)m(m19 —@1) a travers W(k).

La remarque suivante est triviale :

LEMME 1. 11y a un difféomorphisme de W(k) sur lui-méme préservant 1'orientation

et échangeant les composantes du bord avec leurs bases standard.

Démonstration : Prenons un collier j: [0,1] x sTxsla Ni(k) énvoyant (1% - x Sl>

sur un méridien et (1 x sty . } sur une longitude. Dans le tore épaissi muni de ce

paramétrage, supprimons le tube D X S1 , ou D est un disque ouvert dans 1'anneau



(0,1) xs"

-5-

. 11 suffit de considérer un difféomorphisme du disque i 2 trous

([0,1] x s! \D qui échange les composéntes 1xs! et 3D dubord et laisse fixe

Oxsﬁ

w (k)

N

Figure 2

Al
i
I,
(8

VAR Mk

Figure 3

Somme connexe de deux noeuds. Soient B et B' les deux boules ouvertes-

bordées par une spheére s2 plongée dans S3‘. ‘Soient k et k' deux noeuds repré-

sentés par deux courbes fermées dans B et B! respectivement, a 1'exception d'un

. : I'e 2 ) . * . ” . .
arc commun a situé sur S” et recevant des orientations opposées de k et de k'.

La suppression de a fournit un représentant de la somme connexe k #k'. Supposons

que ce représentant de k # k' soit lisse et coupe transversalement la sphere s2. Les

variétés (a bord anguleux) r\\’/l(k) =BNMK#Kk') et 'Iﬁ(k?) =B M Mk # k' ) sont deux

boules plombées homéomorphes & M(k) et M(k'). Elles sont recollées le klong de 1tan-

neau méridien s?n M(k # k') avec identification des méridiens m et m' et (avec

orientations opposées) des arcs de longitude. En poussant le trou torique 3 1'intérieur

de M(k) oude M(k') on obtient (fig. 3) :
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FORMULES DE RECOLLEMENT :hﬂk#kﬂ==ijufw&ﬂy=w&)ufmwﬂ)

wm#szwwﬂ%w&m

ot le difféomorphisme de recollement £ : aiM + 3 jM“ qui identifie une paire de compo=-

santes du bord satisfait la condition suivante : 1'application induite £ % H1(Bil\/l) -

| 1 o
-+ HziajM“) est définie par la matrice [O ] dans les bases standard {d'aprés le
: =

lemme 1, le choix des composantes & apparier est indifférent).

Double amphicheiral d'un noeud. Soit =k le noeud opposé & k (en renver-

sant 1'orientation sur le cercle) et K 1'image de k par réflexion. Alors la variété
fermdée M{k} Up M(mk*), avec la mé&me condition que ci-dessus pour f, est simplement
le double 2M(k) de la variété a bord M{k). Le complément du noeud k # k¥ stobtient
en retirant un tube méridien T{(y) dela Var;iété fermée 2M(k). Dans la suite, nous ne
considérons que des noeuds inversibles (k = -k), c'esi-a-dire que la variété M(k)
admet un autochoméomorphisme renversant les méridiens et les longitudes. Clest
pourquoi nous noterons k # k¥ le noeud amphicheiral obtenu par ce procédé de dupli-

cation (fig. 2).

Nous pouvons maintenant indiquer le principe de la démonstration du théoréme 1 |
soit k un noeud inversible, F un feuilletage de M(k) transverse au bord d3M(k), et
K¢ un cercle méridien {ransverse au feuilletage. En prenant le double, le feuilletage F
peut 8tre étendu en un feuilletage 2F dans 2M(k). Alors par le procédé usuel consis-
tant a retirer un tube transverse T{u), modifier le feuilletage le long du nouveau
bord [29], et recoller une composante de Reeb (avec échange des méridiens et des
longitudes on obtient un feuilletage de 53 ou la composante de Reeb est nouée

*
comme K# k™,



3.~ FIBRATION ET FEUILLETAGE DU COMPLEMENT D'UN NOEUD TORIQUE

Dorénavant k sera un noeud torique de type ‘(cx] . az),, Dans le cas le plus

simple Q= 3, a,=2, k estunnoeud tréfle, et k # k* est le noeud carré dessiné

2
sur la figure 2.

Pour les noeuds toriques, la variété M(k) a une structure bien connue d'espace
fibré en cercles au sens de Seifert, complétement déterminée par la Z-surface
(Zeregungsfliche), ici un disque DZ, et le type de chaque fibre singuliere S i
(ordre o, et valence ﬁi), Rappelons le calcul de ces invariants, inspiré de 1'article
de Seifert [24].

Ecrivons la sphere de dimension 3 comme

3

S° = {(21,22)6 c? . 121l2+ 122{2:1,}.

Pour toute paire (oz1 N 2) d'entiers premiers entre eux (ozi > 1), la fibration de

Seifert de 83 , de type ( o, ,,cxz) , est le feuilletage par cercles qui sont les orbites

1 3 3

de l'action p :S' xS’ + S” définie par

p(exp 2mit ; zi,zz) = (z1 exp 21:‘&11’(:; Z, exp Zw.azzt) .

Les orbites des points (1,0) et (0,1) sont deux cercles S, et S,, non noués et

1 2°
simplement enlacés, Ce sont des orbites singuliéres, d'ordre .oz1 et a 5 (Si est

couverte o, fois par les orbites voisines). Toute autre orbite est nouée comme un

noeud torique k de type ( a,,a En supprimant de $3 un tube invariant T(k o)

2)'

autour d'une orbite non singuliere kog on obtient une copie de M(k) munie d'une

fibration de Seifert. Soient I\/I(S1 ,S.) et M(ko,s S.) les compléments fermés des

2 1772
82} , Obtenus de la mé&me fagon en supprimant les
2
1

enlacements {S1 , SZ} et {ko, S 17

tubes invariants disjoints T(Sl) et T(Sz) définis par |z 2o et lz,1“<¢. La

2l 1

variété M(ko) et sa structure périphérique sont alors completement décrites par le

lemme suivant :
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LEMME 2. Soit Z' la 2-sphére avec 3 trous, et {509 Sq 52} les composantes

? 1
orientées de son bord (avec la relation homologique Syt Sq+8,= 0). Soit (51 , 52)

une paire d'entiers rationnels tels que « 52 + . =1 (gi_g o az) est une paire

26 17
donnée d'entiers positifs premiers entre eux), et soit (B 1° 32) la paire unique telle que

1
B, = B4 (modai) 0<B <e .
Alors

[}
(i) La variéié M(k S ) est le fibré en cercles trivial au-dessus de =

1 9
{(avec les orbites de Seifert comme fibres) ;
1

§
(ii) Il y a une trivialisation £ xS = M(k098 82) telle que, pour i =0,1,2

19

les bases (Si*’ k) induites dans H, 3. M(k S.,S 2) sont liéés aux bases standard par

1

4:9

m =8 =K m, = o
0

o 1 s+ﬁlk m

151 g = 0pSy + Bk

= == k

ﬂ» 00,8 +(a.§&2 + 1)

{Comme corollaire deux fibres non singulidres ont un nombre d!entrelacement .a]\az
puisque k =.a,0,m_ + BO).,

] g
Démonstration : Il y a une paire unique (Bl N ﬁz) telle que

¥ J
O<ﬁ,§<.o¢ ma2<,32<0

1
¥ ]
Alors £1=B1 B2=52+o¢2 .

Considérons deux paramétrisations du tore épaissi M(Sl’ S 2)‘ par [€,1-€ ] x stxsl s

ol la premiére coordonnée est |z Les autres courbes coordonnées sont

2
1 1<
respectivement :

Les courbes coordonnées (z3 , 22), définissant la base (m1 sz) .

Des sections de la fibration de Seifert et les fibres, définissant la base
(s',k). La section est choisie de facon que
¥
st + 51 k

¢ g
P=Bymy - Bym, my =0,

]
= : =t e i
k a,m, +.o,m, m, ==0,s' + ﬁzk



La section annulaire [€, 1-€] x 81 est changée en Z' en 8tant un disque. Avec les

identifications par inclusion sf'1 + s et sé + =s! les méridiens sont définis par

~al — ) 1 — 1 ¥
m, =Sy ml_,als]+ﬁ1k mz_,a252+32k

La section peut alors &tre modifiée de facon que

I = = [ -
sO s0 k s1 51 52 52+k

En recollant les tubes T(S 1) et T(S 2) , on obtient les relations homologiques dans

M(ko) :

4 [}
— — 7 — 1 —
k = (a] ,32+‘a2/31)k = -0y 2(s +52)_ oga,st = oo m

Il en résulte que les longitudes sur BM(kO) sont données par

P =-a,oom +k = ~o,a.s +{a,a, +1)k
o o

17270 172 172
Par le théoréme de Van Kampen, cette décomposition de M(k) donne aussi la
présentation usuelle du groupe du noeud :

oa?)

G(k) = (a,“a2 ; ay
Son centre Z(k) est le sous-groupe infini cyclique engendré par la classe d'homotopie
o
2

o
de la fibre : [k] = a, L a,” . Le groupe quotient G(k)/Z(k) est le produit libre de

deux groupes cycliques :

~ % %
G(k)/Z{k) = <A19A2,A1 =A, "= 1)

ou Ay représente la classe d'homotopie [si] modulo [k] d'une section (si X )
dans n'importe quelle trivialisation de M(k iS58 ) (cette classe est modifiée par

une puissance de [k] dans un changement de trivialisation).

Nous pouvons maintenant donner une description des feuilletages de M(k)

transverses aux fibres (une construction en sera donnée au § 5 a 1'aide d'un revétement

de M(K) ).
Soit S, la fibre au-dessus d'un point base situé sur dM(k), et soit F un
un feuilletage transverse aux fibres. Il induit sur 3 T{S 1) et 3T(S 2) un feuilletage

par méridiens, de pentes ﬁi/ai (mod 1) dans n'importe quelle trivialisation de
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Mk, S Sz) . Par le procédé usuel de relévement dans les feuilles des lacets basés en

1 4
x, il définit une antireprésentation ® de G(k}/Z(k) dans le groupe des difféomor-
phismes de SXQ telle que Ai est envoyé sur un difféomorphisme périodique de nombre

de rotation ﬁi/ai .

Inversement soient {f 1]- et {fz} deux groupes cycliques de difféomorphismes

du cercle, conservant 1'orientation,; ou chaque générateur fi a un nombre de rotation
dgal a 1/ a, . Alors il existe un feuilletage de M(k) tel que E(Ai) = £ i (la différen-
tiabilité de ces feuilletages résulie de leur construction au § 5). Le groupe de difféo-
morphismes de la fibre SX sera noté I": '{f1 ) fz} , et le feuilletage correspondant
F(l"ﬂ) ou F‘(f1 , f2) . Il est défini & conjugaison pres par un difféomorphisme déplacant
les points le long des fibres. Un point important pour la construction envisagée est

le feuilletage périphérique :

LEMME 3. Soit F(f,,f,) le feuilletage de M(k) défini ci-dessus. Alors le feuille=

1772
tage qu'il induit sur le bord 3M(k) est associé au difféomorphisme
y=By 4By \
p=f, £, (défini & conjugaison pres), et ses feuilles compactes correspondant

aux éventuels points fixes de p sont des méridiens.

Démonstration : Considérons la trivialisation de M(k, S 10 S 2) définie dans le lemme 2,
7
et faisons deux coupures c 1 et <, transformant la section T en une région simple~

ment connexe R!, dont le bord est la courbe fermée homotope a zéro vy = So ¥V %Yy

basée en x (figure 6 ou So est noté o ). On peut supposer que chaque lacet
Yi=G * S * c;1 est un représentant de Ai” de sorte que son relevement dans les

feuilles définit le difféomorphisme fi 1 de Sx" Alors le difféomorphisme p résultant
B, B
du relevement de g est lié aux fi par foi 1 f2 2p =1id.

Supposons maintenant que p possede un point fixe € € SX, et soit 2bw

la rotation dans la fibre le long du relévement %’o de Sy d'origine ¢ . Dans la
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trivialisation choisie, la rotation le long de chacun des relevements i est comprise
{strictement) enire O et 2m. Puisque la rotation totale le long de vy est nulle, nous

avons
-4 <2bm <O

Donc b est égal a - 1, qui est la pente des méridiens dans ceite trivialisation.

4, = GROUPES FUCHSIENS ET REVETEMENTS

Ce paragraphe passe en revue la terminologie et les résultais de base concer=-
nant les groupes fuchsiens. Malgré 1'existence d'une abondante littérature sur le
sujet depuis les travaux célebres de H. Poincaré et F. Klein, le traité de R. Fricke
et F. Klein [2] demeure un outil précieux pour 1'étude géométrique de ces groupes .
D'autres références classiques sont [1], [9] et [12].

Soit {1 le groupe des automorphismes projectifs de la sphere de Riemann CP1 o

'@ U, ou o estlepdle

Si CP1 est décrit a 1'aide d'une seule carte (avec CP
de la projection stéréographique) un élément g € § est une fonction homographique
"—"1 . o pe £ hS ° a b
z v g(z) =(az +b){cz +d)” ', avec ad-bc #0, etseraidentifiée 3 la matrice [ 4 ]
_ C
définie a un facteur complexe prés. Ainsi  est isomorphe & SL{2,€)/{I,~I}. Les
élémenis de  sont classés comme suit

Si g aun seul point fixe £, c'est une transformation paraboligue et

1 - 1+ 7

glz) - ¢ z~¢

Dans le cas de deux points fixes {, ' elle peut s'écrire

g(z)“c =N ch
glz) - ¢ z=!

Le birapport constant » = (g(z), z, £, L'} ou son inverse est le multiplicateur de g.

Enposant x=pexpi 8, p>0, 0= 6 <27, latransformation g est elliptique si

p=1, 6 #0 ; hyperboliquesi p #1, 6 =0 ; loxodromiquesi p #1, 8 #£0.
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Tout g € 1 peut &re plongé dans un flot t = gt, t € R, enremplacant 7 par t7r

ou x par x’t. En dehd§ des points fixes les trajectoires de ce flot sont respectivement :
un faisceau de cercles tangents en ¢ (cas parabolique), un faisceau de cercles a points
limites ¢, £' (cas elliptique), les arcs €' d'un faisceau a points de base ¢, €'

(cas hyperbolique), une famille de loxodromies & points asymptotes ¢, ' (spirales

logarithmiques si €' = ),

Groupes a cercle principal. Soit S un cercle bordant deux disques ouverts

D et D dans CP1 , et soit QS le sous-groupe de  constitué des éléments g € G
appliquant D sur D (et donc D* sur D* ). Deux tels sous-groupes QS et Qsﬂ
sont conjugués dans ). Par changement de carte on peut supposer que D =U,; le
disque unité |z| <1, ou D =H, le demi~plan supérieur. Dans ce cas Q]R s'iden=
tifie & PSL(2,IR) = SL(2,IR)/{I,~I} . Une transformation g € QS ne peut pas étre
loxodromique et est de 1'un des types suivants :
(h) une transformation hyperbolique avec points fixes €,{' situés sur le cercle
principal S.
(p) une transformation parabolique avec point fixe £ € S, telle que S\{¢} soit
une trajectoire de gt .

(e) une transformation elliptique dont les points fixes ¢, g* sont inverses 1'un

de 1'autre par rapport a S.

Un groupe kleinéen I' est un sous=groupe de type fini de §l qui est discontinu

dans un ouvert 9 de cp! (c'esta-dire pour tout z € @ 1'orbite I'z est une partie
discréte de ). Les transformations elliptiques d'un tel groupe sont donc toujours

périodiques. Un groupe fuchsien est un groupe kleinéen avec cercle principal S.

Ensemble limite ([9] , chap. 3). Un point limite d'un groupe kleinéen T

est un point d'accumulation dfune orbite de I'. L'ensemble des points limites est
1'ensemble limite £(I'), son complémentaire 2 (I') est 1'ensemble de discontinuité.

Les groupes avec 0, 1 ou 2 points limites sont appelés quelquefois groupes élémentaires.
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Iis ont été classés par Klein (1a liste en est donnée dans [1], chap. 6). Si £(I")
contient plus de deux points, c'est un ensemble parfait qui est 1'adhérence de 1'ensem-
ble des points fixes des transformations hyperboliques ou loxodromiques de I7. C“est

1'unique ensemble minimal de I, c'est=a=dire que 1'orbite I'z est dense dans £T°

pour tout z € £{I'}). Dans le cas des groupes fuchsiens Poincaré a démoniré que ou
bien £ =5, le cercle principal, ou bien £ est un sous=ensemble de S sans point
intérieur. Les groupes fuchsiens sont ainsi divisés en deux classes :

{1) Les groupes de premidre espéce (groupes horocycliques, Grenzkreisgruppen)

admettent tout le cercle S pour ensemble limite, et ont donc deux domaines de discon=
tinuité D et D", |

(2} Les groupes de deuxidmes espéce ont un ensemble de Cantor K ¢ S pour
ensemble limite, a 1'exception des quatre types de groupes fuchsiens élémentaires
{groupes cycliques elliptiques9 paraboliques, hyperboliques, et le produit libre
ZZ * Z > engendré par deux transformations elliptiques de période deux n'ayant pas
les m&mes points fixes). Ces groupes ont un domaine de discontinuité non simplement

connexe &&= CPT\ K.

Région fondamentale ([9], chap. 4 et 7). Une région fondamentale d'un groupe

I' discontinu dans @ est un ouvert maximal de & , non nécessaivement connexe, ne
contenant pas de points distincts équivalenis par I" {son existence résulte du théoréme
de Zorn}. Pour les groupes fuchsiens, Poincaré a démoniré 1'existence de régions

fondamentales (les polygones fondamentaux) dont les cbtés sont des arcs de cercle

orthogonaux 2 S. La construction de Poincaré {polygones normaux} est basée sur la
géométrie non euclidienne dans D ; la méthode des cercles isométriques due a

R.L. Ford [1] s'applique aussi aux groupes kleinéens. L'hypothése que T admet
un nombre fini de générateurs implique 1'existence d'un polygone fondamental R ayant
un nombre fini de cdtés (ce résultat de M. Heins [5] résout un probléme posé depuis
Poincaré). Un groupe fuchsien est de deuxiémev espéce si ef seulement si R renconire

S le long de certains arcs, appelés les cdtés libres de la demi-région R =R N D.
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Les sommets de R" sont les points fixes de générateurs elliptiques et paraboliques

Vde I' (répartis en cycles par la T'=équivalence), les extrémités des cbtés libres, et
éventuellement quelques sommets accidentels. Les cdtés auires que les cbtés libres

sont conjugués deux~-a-deux, d'oit 1'on peut déduire une présentation finie de I’

({27 p. 210-398 ; [9] chap. 7). Dans le cas des groupes non horocycliques, cette

présentation fait intervenir des générateurs hyperboligues libres : une transformation

hyperbolique h € T' est dite libre si elle engendre le stabilisateur de sa paire de
points fixes (L, '), et si ces points sont les exirémités d'une composante S\ £
(si T" n'est pas un groupe élémentaire, on dira qu'un tel arc (£,€') est une lacune

de l'ensemble de Cantor K=&, et que { et {' sont des points exirémaux de K.

Revétements branchés. Nous faisons désormais 1'hypothése que I' ne contient

pas d'élément parabolique. Ce cas générique se produit si et seulement si le polygone

fondamental n'a pas de sommet parabolique ([9] p. 151). Si T" est horocyclique, b
désignera un difjue principal D et R un polygone normal relatif a$ . Si I’ n'est
pas horocyclique, £ sera le domaine entier CPI\ £, et R un polygone normal entier
(ainsi 3R n'est pas nécessairement connexe). L'espace dés orbites /T" est alors
une surface fermée orientable Eg de genre g, provenant de R par identification des
paires de c8tés conjuguds. La projection @ & /I" est une application de revétement
avec un nombre fini de points de branchement Ei (ies images des sommets elliptiques
de R) qui apparaissent par paires (£ i’ E;’? si T n'est pas horocyclique. Liindice

de branchement o de Ei est 1'ordre du groupe d'isoiropie {gi} d'un représentant

gi de E i Soit n = 0 le nombre de classes de conjugaison dans I' des sous=groupes
cycliques elliptiques, c'est-a-dire le nombre de points de branchement ou de paires de
points de branchement selon que I' est de premiere ou de deuxiéme espéce. Le symbole
(g, n; Qysenes ‘an) sera appelé la signature de I,

Supposons que I' soit de deuxidme espéce. Le demi-espace d'identification

=" = (D\£)/T est une surface de genre g' dont lebord a r composantes oy
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résultant des cdtés libres de R” par une identification de leurs extrémités. Puisque
1" espace~quotient Eg est le double de E+9 le genre g satisfait la relation

g =2g"' +r =1, Dans ce cas on peuf considérer une signature plus précise

(@', r,n: O, oo, _ozn)o Si R est un polygone canonique ([27, [9]) on obtient

une présentation de I’ par n générateurs elliptiques gis T générateurs hyperbo=

liques libres h. et 2g' générateurs hyperboliques kg, k% , avec comme relations
j /AN 2

1
‘ . h b kEk"Ek}}k“g] =1
i=1 ' =1 B

[}
omad
|
(e}
\V}
H
i
(o]
Il
=
e}
o R

Les éléments hyperboliques libres de I' sont les conjugués de hj et h;l (clest=a~
dire les automorphismes du revétement 0 - &/I" associés aux composantes du bord

de =7 ). Le genre du groupe I' est défini généralement comme étant le nombre g’

et non g.

En résolvant la derniere relation de définition par rapport a 1'un des généra=
teurs hyperboliques libres th on obtient une présentation de I' a l'aide de
2g'" +r=1=g générateurs hyperboliques, et n générateurs elliptiques g, avec

o,
. i s g
pour seules relations g = 1. On peut ainsi énoncer :

LEMME 4. Tout groupe fuchsien I" de seconde espéece, sans élément parabolique,

et de signature (g, n; _oz1 5 eoas _an) est isomorphe au produit libre de g facteurs

infinis cycliques et n facteurs cycliques Zoz
S |

5. - FEUILLETAGE DE CERTAINS ESPACES DE SEIFERT

Fibrations de Seifert du tore plein. Considérons le tore plein paraméiré par

2

D°xS8’ = {(z,L)ea«”; |z| =1, |gl =1}

et définissons une action de S0{2) par
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(exp 2mit 5z, €) = (z exp 2wVit, L exp 2 ait)
ou o et vV sont deux entiers premiers entre eux, 0 <v < o. L'orbite du centre
est une orbiie singuliére d'ordre «, les autres sont des orbites principales. L'appli-
cation de Poincaré de 1'orbite singuliere est la rotation ZW% du disque D2 . Surle
tore du bord soit k une orbite principale (orientée par S0(2) }, m un méridien

2

{3D“ x -} et s une section telle que

mrv~os+ Bk avec BY =1(modo) et 0<B<a .

Ce modele est appelé fibration de type (o ,B8) du tore plein,
Une construction équivalente de ce feuilletage par cercles est la suivante :

le groupe cyclique Za engendré par = exp %l agit sur D2 X S par

(w53 2, &) + (w2, o Pr)
‘Puisque cette action proprement discontinue {donc sans point fixe} est compatible avec
les projections sur chaque facteur, elle induit sur 1'espace-quotient D2 XS L /Za
(difféomorphe a D? x 51) deux feuilletages transverses : un feuilletage par disques

D?

et un feuilletage par cercles. Le feuilletage induit sur le bord {ou sur n'importe
quel tore |z| = p) est obtenu en identifiant ('sz, ) a (z, 'w‘g £), donc il a pour
pente % (mod 1) par rapport & n'importe quelle trivialisation ayant les fibres comme

second facteur. Le tore plein D2 X S1 /Za est donc feuilleté par les orbites d'une

fibration de type {(a,B).

Espaces de Seifert orientés. Un espace fibré de Seifert, de classe cr

est une variété compacte de dimension 3 munie d*une cP-action de S0(2) sans point
fixe. Considérons le modele suivant :

Soilent b € Z, g € IN des entiers arbitraires, et n paires (aig ﬁi) d'en-
tiers premiers entre eux, 0 < Bi <. Soit E’g la surface fermée orientable de
'3 D, la surface obtenue en Stant {n + 1) disques D;

i=0
{0 = i=n) avec des bords orientés 8; = ;’)Dia Sur le produit M! = Eé X S1

genre g et 'Eé =Zg \
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considérons 1'action standard de SO0(2) (agissant sur le facteur S 1) . Pour chaque
valeur de 1l'indice i, 1 =<1i=<n, recollons le long du bord E)Di X S1 un tore plein
muni d'une fibration de type (aig Bi) par un difféomorphisme équivariant tel que

m; "’aisi + ﬁiki
Enfin ie long du dernier tore 9 DO X S1 recollons un tore plein muni d'une action
standard de S0(2) selon la régle

mo~ S+ b k0
Alors un résultat fondamental de la théorie des espaces de Seifert [147], [24], [27],
est que toute fibration de Seifert d'une variété fermée orientable M3 peut &tre conju-
gude a un modele de ce type (par un Cpmdifféomorphisme conservant 1'orientation) pour

une valeur unique du systeme d'invariants et peut étre désignées par un symbole tel que

)}

(d'autres paramétres sont nécessaires dans le cas non-orientable). Plus généralement

{b;g,n; (0‘19 Bi)s °°°9(an9 ﬁn

ce modele est valable pour tout feuilletage par cercles dfune variété fermée orientable
de dimension 3, selon un résultat profond dfi & D.B.A. Epstein (Ann. of i "Ag 95,

pp. 66-82). La surface fermée Eg (la Z-surface) est 1'espace transverse de ce
feuilletage. L'entier b, qui définit 1'obstruction a une section globale, est la classe
caractéristique du S0(2)-fibré au-dessus de v =3t U D,; avec des sections données
s

43 oees Sp (une classe de cohomologie dans HZ(Z}” y8,U...Us Z)). Parle

n’

lemme 2, la fibration de type (a1 R .ozz) de la sphere 83 est caractérisée par
{=1;0,2; (aw ﬁ])9 (a29 ﬁz) } avec -~ 0, + Bl‘a2+ a132 =1 .

Plus généralement ([24], th. 12) Seifert démontre qu'une variété de Seifert orien-

table 1\/1‘3 est une spheére d'homologie (distincte de SB) si et seulement si

M= {b; o0, n;(a19 131)9 ceos (ang ﬁn)} n=3

ou les o, sont des entiers premiers deux a deux satisfaisant a

bo,...00... + o,....00 + o U o U S s Y » =1.
1 n 312 n 132

n 1°°° nm1ﬁn
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Espaces de Seifert amphicheiraux. On dira qu'un espace de Seifert orientable

est amphicheiral si c'est le double 2M d'un espace de Seifert M avec bord. Ceci a

lieu si et seulement si b =0 et si les fibres singuliéres apparaissent par paires de

types (ai, B.

1) et (ai, o - Bi)c Puisque B peut étre défini mod & quand la valeur

de b est précisée, un tel espace amphicheiral sera noté

2M={0;g, 2n; (ozj, ;';31)9 ooy (angi n) ¥

En particulier {0 ; g, 0} est le fibré trivial au-dessus de Ego Finalement on peut
dire qu'un feuilletage (de codimension un) de 2M est amphicheiral si c'est le double
2F d'un feuilletage F sur M.

Le théoreme de base peut alors s'énoncer :

THEOREME A, Tout espace fibré de Seifert, orientable et amphicheiral

2M = {0 ; g, 2n;(a1,iﬁl)o.,(an9 ':Bn)} avec g>0, n=>0, g+n=>2

excepté {0; 0,4 ;(2,£1), (2,2 1)}, admet des feuilletages analytiques, amphi-

cheiraux et transverses aux fibres, possédant un ensemble minimal exceptionnel.

Démonstration : Admettons 1'existence d'un groupe fuchsien I' de deuxiéme espece,

sans élément parabolique, et de signature (g, n ; Qyy ney o:n) (ct. lemme 5 ci-dessous).
Selon le lemme 4, le groupe I' est un produit libre de rang g +n. Soit

&:T - DiffJ:(S1) une représentation de T' par des Crmdifféomorphismes du cercle
(r=0,1, ... , ®©, w) conservant 1forientation. En particulier le groupe image

T'' = ®(T") peut &tre un sous-groupe de 959 discontinu ou non, dont 1'action est res-
treinte au cercle principal S. Pour chaque indice i, 1<'i<n, soit y; un entier
défini mod oy et premier avec o . On dira que @ est de degré ('y] s cacy yn) si les
conditions suivantes sont satisfaites :

(1) Chaque sous-groupe cyclique elliptique {gi_} a pour image par ® un sous-

groupe cyclique {fi} de méme ordre Q.
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dg.
. Cami 4 1. _ 21w . . .
(2) si g; apour derivee - (gi) = exp-mi au point fixe gi €D etsi
Y|

fi a pour nombre de rotation E]z- , alors CID(gi) 'fi
i

Comme produit libre de ses facteurs cycliques, I' admet des représentations
de n'importe quel degré. Soit & une représentation de degré (- ﬁ] ) eoosy mBn) .

Définissons une action du groupe abstrait I' sur le produit KX'E =d(T') xS par

(g:2z,8) ¥ (gz, ®gl) g€T, zePH(), L €S .

LAY
Alors I' devient un groupe de Crmautomor‘phismes de M conservant 1'orientation,

19

et proprement discontinu (les é1éments périodiques n'ont pas de point fixe sur la

nf
fibre S). L'espace des orbites M, = M 1 /T est donc une variéié fermée orientable

1
de dimension 3. Puisque 1'action de I est compatible avec la structure de produit

~J (a4
de M1, la variété M1 hérite de son revétement M1 deux feuilletages transverses

(comme dans le cas des fibrés localement triviaux, [3]) p. 373), a savoir un feuille-
tage de codimension un F 1(1“‘-‘) transverse a une fibration de Seifert. Clairement

la Z-surface est Eg = (T)/T et chaque point de branchement & ; estl'image d'une
fibre singuliere Si d'ordre o Plus précisément soit 6i < D un disque fermé
invariant autour de gi, bordé par une trajectoire du flot g?l et ne contenant pas

d¥autre point fixe que gim Alors le tube invariant 6i X S/T admet le modele

p? xs’ /Z., décrit plus haut, et S, est une fibre singulidre de type (e, B,). La

réflexion a travers S dans P(T), z Z*Q induit une involution de M, compatible

1

avec chacun des feuilletages et M, peut &tre séparé en une paire (M, Mi*) d'un

1

espace de Seifert a bord et de son inverse par réflexion, Ainsi M, est 1fespace

1
fibré amphicheiral 2M = {0 ; g, n ; (a1, I 1)9 ons (am 4»‘;ﬁn)} muni dfun feuille-
tage amphicheiral F 1(1"“) = 2F(T").

Choisissons maintenant pour groupe I'? la restriction de I au cercle
principal S, et pour @ un automorphisme de degré (- 51 Foeeeg = ;Sn) . Les cas
écartés par le théoréme correspondent aux groupes fuchsiens élémentaires (isomorphes
a Z, Zoe ou Z

5% Zz)s Ainsi £(I') est un ensemble de Cantor K et le feuilletage
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F(I') admet un ensemble minimal exceptionnel, les autres feuilles étant des feuilles
propres

Reste a prouver 1'hypothese initiale, a savoir :

LEMME 5. Toute signature dans la classe (g, n}), ¢>0, n>0, g+n>1, estla

signature d'un groupe fuchsien de seconde espéce sans élément paraboligue.

Démonstration : Cette construction classique est due & F, Klein, qui introduisit le

concept de produit libre (Composition der Gruppen [2] p. 190), Elle se déduit du

lemme suivant

LEMME 6. Soit (I"i)"; i=1, ..., n une famille finie de groﬁpes discontinus avec

des régions fondamentales Ri telles que Ext Ri < Rj si i#j. Alors le groupe qu'ils

engendrent est le produit libre I'=T', % ... * I' , et T' est un groupe discontinu
n
admettant (N R, comme région fondamentale.
i=1
Ce lemme est purement topologique. Une démonstration est donnée dans [9]

p. 118 ou dans [12] . Au paragraphe 12 il fournira une construction d'un groupe T
d'automorphismes de la sphére S™ (m>= 1) ayant un ensemble de Cantor comme
ensemble limite, et isomorphe a n'importe quel produit libre de groupes cycliques
{finis ou non), pourvu que ce produit ait au moins deux facteurs (non égaux & Z 2 stil
n'y a que deux facteurs). La démonstration générale du lemme 5 est reportée i la fin
du paragraphe. On examine déja le cas particulier utilisé dans la démonstration du
théoreme 1.

LEMME 7. Tout produit libre de deux groupes cycliques finis, excepté Z, % Z

2
admet Une représentation fidéle par un groupe fuchsien non horocycligue ayant un

2?

ensemble de Cantor minimal,
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Démonstration : Soit (& i;’ é_;;*) un couple de points inverses 1'un de 1'autre par rapport
au cercle principal S, ¢, € D, g? €D'. Soit (Di’ D/ ) un couple de disques fermés
dont les bords se coupent en 519 gf et tels que "1e polygone a deux ctés

R, = CPj\(Di U D‘;) ait des angles %E en ., §§° Alors R, est le polygone fonda-
i g .
mental d'une transformation elliptique g, telle que —acé(g i) = exp%ﬂ-ﬂ ., et on peut
i
supposer que g, appligue int Di sur ext II)"1 Etant donné un couple d'entiers

(a 10 @ o 2 2, on peut faire cette construction pour i= 1, 2 de facon que

2)9
D1 U D; et D2 U D; soient disjoints. D'apres le lemme 6 le groupe I'= {g.1 , gz}

est le produit libre {g_i} * {gz'} et admet R = R1 N RZ comme polygone fondamental .
Le demi-polygone RT = RN D a au moins un c8té libre , d'extrémités (x, x'). Le

groupe I ‘est un groupe non horocyclique de signature (0, 2: 0y, O qui a plus de

2

deux points limites si (a1 , ozz) £ (2, 2). (Le cas dessiné figure 4 correspond &

a1 = a2 =4), Cette construction s'étend clairement & tout produit libre

Za * .M*Za
1 n

Figure 4 Figure 5 Figure 6

Dans ce cas trés simple, il est facile de construire un polygone canonique et d'en
déduire la présentation standard de I" donnée par le théoréme de Poincaré. En faisant

tourner 1'une des paires de disques (Dis D;) autour des points fixes gig g? on peut
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rendre les disques D 1 et D; tangents en un point y (fig. 5). Le nouveau polygone
R+ reste un polygone fondamental relativement & D (le lemme 6 exige seulement que
les intérieurs de Di U D“i soient disjoints), avec un seul c4té libre ¢. Les cycles
elliptiques sont constitués d'un seul sommet &, ily a un cycle accidentel (xx'y), et
les cbtés ont 1'ordre cyclique prescrit : 0c, c“zc 1 cf}] . Alors R" estun polygone
canonique, et le théoreme de Poincaré affirme que la relation correspondant au chemin
fermé dR" homotope a zéro (fig. 6), c'est-a-dire g gzh = 1, jointe aux relations de
périodicité : g;x = gz =1, constitue un systeme de felations de définition pour le

systeme de générateurs (g1 ' 855 h). Cette présentation, naturellement, n'est pas

o o
minimale et peut &tre réduite a I = <g1 » 85 5 84 1 g5 2. 1) en résolvant la relation

par rapport au générateur hyperbolique libre h = (g1 gz)“1 . Les autres éléments hyper-
boliques libres de I' sont les conjugués de g,g, ou (g1 gz)m1 . L'ensemble wO(S\ K)
des lacunes de K est en bijection avec 1'ensemble des classes de conjugaison du sous-
groupe cyclique infini {h}, c'est-a-dire avec 1'ensemble T/ {h} des classes a
gauche puisque {h} est son propre normalisateur.
Une étude algébrique des représentations vérifiant le lemme 7 est faite dans

[11]. Elle utilise les représentants suivants dans SL(2, RR) :

s [0 e, - [T P] e

1 T 2°p 1

-1 2C0s —071 = B‘ 0]

€1=exp% € H €2==peXp=i-E €H
1 2

d 2i d i

E1(gy) = exp =T g2(€2§=exp-%ﬂ

dz oz1 dz -052

COROLLAIRE 1. Pour tout noeud torigue k la variété fermée 2M(k) admet des

feuilletages analytigues amphicheiraux avec un ensemble minimal exceptionnel.
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Démonstration : Si (« 1° .ocz) est le type du noeud torique k et si ( By B 2) sont

les entiers définis par la condition

(1) - o0, a2ﬁ1 taf,=1
la variété 2M(k) est 1'espace fibré {0 ; 0, 4 ; (oaw fﬁi)g (a29 ;%82) } auquel
s'applique le théoreme A.

Voici enfin le lemme~clé pour les théorémes 1 et 2 ¢

LEMME 8. Soit k un noeud torique et F(I') un feuilletage de son complémentaire

fermé M(k) construit par le théoréme A. Alors il existe un méridien p transverse

3 Ia partie discréte du feuilletage si et seulement si k est un noeud tréfle (¢! est-a-

dire de type 3, 2).

Démonstration : Le feuilletage périphérique est défini par le difféomorphisme d'holo=

nomie p = g g qui est clairement un élément hyperbolique du groupe fuchsien
I= {g1} * {gz} (il ne peut &tre périodique puisque c'est un mot cycliquement réduit

‘ o, e,
pour les relations g, =8,

= 1), D'apres le lemme 3 ce feuilletage de 3M(k) a
deux feuilles compactes méridiennes uC et U e passant par les points fixes de p
sur' la fibre=base st Elles peuvent &tre déformées isotopigquement en des cercles
transverses au feuilletage et disjoints de 1'ensemble minimal T si et seulement si 1'un
des deux arcs de Sx d'extrémités , L' est une lacune de 1'ensemble de Cantor

K = SX N M. Donc p doit &tre une puissance d'un élément hyperbolique libre, et par

conséquent un élément hyperbolique libre puisque € est un automorphisme de I'. Ceci

se produit dans deux cas :

1

(2)  p=g,g, ou deg®=(1,1) 2') p=g, gcf ou deg & ={-1, ~1)

a1m51;_a2m32:1 1051“31:\0:1«&-1 azzgzzezzm‘i
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Les équations (1) et (2) ont 1'unique solution (& 1?échange des indices pres)

@, =3 a,=2 B,=2 p,=1

puisque 1'élimination de 31 et /32 conduit a la relation

(a1m1)(a2m1)=2

Les &quations (1) et (2') n'ont pas de solution acceptable puisque 1'élimination
des Bi fournit
= 1) (a

(o -1 =0

1 2

(En fait le cas (2') correspond au noeud inverse par réflexion k*) .

Démonstration du théoreme 1.: Soit k un noeud trefle et T un groupe fuchsien de

deuxi®éme espéce de signature (0, 2 : 3, 2) agissant sur (I') xS par

g(z,8) = (gz, g€). L'application du revéiement

DI xS » @) xS)/ T =2Mk)

définit un feuilletage analytique admettant un unique ensemble minimal M = ((T) x £(I")/T".
On peut trouver deux méridiens “‘l et “2 sur 3M(k), transverses aux feuilles et
disjoints de M., En retirant deux voisinages tubulaires T‘(/.L1) et T(u 2) disjoints

et extérieurs & M on obtient un feuilletage de W(k = k*) induisant un feuilletage longi=
tudinal sur chaque composante aiw dubord de W. Ce feuilletage peut &re modifié a
1'intérieur d'un voisinage collier de chaque tore BiW en un feuilletage c® tangent au
bord [29] ayant ke m8me ensemble minimal M., En recollant une composante de Reeb

on obtient un feuilletage du tore plein qui peut &tre prolongé en un feuilletage de toute

variété fermée de dimension 3 par un procédé standard [29].

Démonstration du lemme 5 : Prenons sur la sphere CP1 n paires de disques (Di9 Dg)

dont les bords se coupent sous 1'angle %l{ , et g paires de disques disjoints (Dj9 D§)9
i

toutes ces paires étant disjointes et orthogonales & un méme cercle S (fig. 7). Ily a
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une application elliptique g; de période oy appliquant int Di sur ext Dgig et une
application hyperbolique hj appliquant int Dj‘ sur ext Dgo Le groupe I' engendré par
(h1 s eens hgg Bqs coes gn) admet S pour cercle principal. Par le lemme 6 c¢lest un
groupe fuchsien de deuxieéme espéce admettant pour région fondamentale le complémen-
taire de la réunion des disques Dig Dﬁi et D, Dgo Il est clair que T a pour signature

J
(g, n:a,, ..., o) cequi compléte la démonstration du théoréme A.
1 n

€4 &
P~

Remar_que 1. Silegenre g n'est pas nul, 1'espace de Seifert amphicheiral
{0:¢g,n; (c:zi9 + i)} admet une infinité de feuilletages dont les ensembles minimaux
ne sont pas deux a deux homéomorphes, puisque chaque facteur cycligue infini {hj} de
I" péut agir sur la fibre par un groupe cyclique {Cﬁh;j} de n'importe quelle période. Par
‘exemple le feuilletage de Sacksteder dans [20] correspondaucas g=2, n=0,
avec une représentation ® ¢ Z *Z' -» Zz * ZBO

On peut noter aussi que tous les espaces de Seifert du théoréme A admettent

une fibration localement triviale sur le cercle S1 , en utilisant une représentation @

appliquant T' sur un groupe abélien de rotations T'e Z o ® Z o ®...8Z o °
1 2 n

6. - QUELQUES AMELIORATIONS DU THEOREME 1

Soit D le disque unité |z| < 1, S le cercle unité 3D, etsoit T < & g un

groupe fuchsien non horocyclique isomorphe a Z 5 % Z 3° Nous considérons les repré=-

sentations ¢ : IT" =+ § S de degré (1, 1). Pour plus de simplicité les générateurs
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périodiques de IT" seront rebaptisés 8,5 83 et leur image fzg f39 ou 1'indice est
égal & la période. Si F(fzg fB) est le feuilletage correspondant du complémentaire
fermé M(k) d'un noeud tréfle, le feuilletage périphérique 3F induit sur le tore 3M

est associé au difféomorphisme p = f2f3 de la fibre.

11 est clair que les classes de conjugaison dans QS de telles représentations

& forment une famille & un parametre. Par conjugaison on peut prendre pour f3 la

rotation R3 T Z <+ Z exXp :-2%’-{ ; 1'autre générateur f2 ne dépend alors que de son

point fixe £ € D, qui peut &tre pris sur le demi-axe réel positif gz € [0,1] apres

une nouvelle conjugaison par une rotation centrée en 0 {qui laisse donc f3 invariante),
]

De plus on peut tirer parti du fait que I’ = {f29f3} est un groupe de Hecke (c'est=a~-

dire que 1'un des facteurs cycliques est d'ordre 2) et caractériser 1'involution £, par

2
un autre paramétre, son point de Frégier A relativement & S (cela signifie que les

paires (z, fzz) de points conjugués sur S sont les extrémités d'une corde pivotant
262
1+ 1g,) 2

La famille (@X )., A € [0,1] , beut alors &tre classifiée par le type du produit p = f, f.39

qui dépend de la position de A par rapport au cercle |z|= % (inscrit dans les triangles

équilatéraux {z, 1”:329 fzz} , z € S); la classification comporte 4 cas :

autour de \). Les deux parametres 52 et A sont liés par la relation \ =

a

(A} XA =0. Le groupe ' = f.B} est un groupe abdlien fini isomorphe a

29
Z 2 ® Z 3% Z 6° Les feuilles du feuilletage F(I'') sont des surfaces compactes et la

projection de M(k) sur 1'expace transverse S/I'' est une fibration analytique sur S 1

La fibre est décrite § 10.

1
2 o
a une rotation dont 1'amplitude € peut prendre toute valeur de 1'intervalle (mgér_r, , 0},

(E) o< < Alors p est une transformation elliptigue, conjuguée dans {ig

puisque la trace 2 cos § de la matrice unimodulaire [p] dépend continfiment de X .

De facon plus précise la démonstration du lemme 3 montre que le feuilletage périphéri=

que E)F‘A a une pente moyenne comprise entre = % et = 1 dans la trivialisation du
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lemme 2, et ces valeurs exirémes sont respectivement les pentes des longitudes et des

méridiens. On a ainsi obtenu

LEMME 9. Soit k le noeud trefle orienté défini au paragraphe 3, et M(k) son com-

plément fermé. Pour fout nombre positif v, 0 < v =< + o, il existe un feuilletage

analytique de M{k) induisant sur le bord un feuilletage lindaire de pente v dans une

trivialisation analytique S'xS' » 3M(k) par méridiens et longitudes.

.8 . . LA . . .
Si > est un nombre irrationnel, le groupe I' n'est pas discontinu, sinon

¢'est un groupe fuchsien horocyclique. Ainsi les feuilletages du lemme 9 (excepté la

fibration v = =) ne contiennent que des feuilles partout denses.

Remarque 2. Soient o, , o,, &, trois entiers positifs tels que

17 727 73
1 1 1
— e — <
0, &y g
La réunion d'un triangle d'angles _,&"L , -6-2 ) -&1-7-= dans le disque D et de son inverse
1 3

par rapport a 1'un des cbtés est le polygone fondamental R d'un groupe horocyclique

' de signature (0, 3 : Qs Oy oz3)° Ces groupes triangulaires (découverts par

H.A. Schwartz en 1872) admettent une présentation

o (67 o
“_%2_ B

Tp=CEty, byt =6, %= =1, 6,0, =1)

T
Nous pouvons définir une action libre de I',, sur D X S en prenant comme. action
sur la fibre S la restriction de 1'action de T't au cercle principal. L'espade de Seifert
(D x S)/PT a 3 orbites singuliéres de type (ai9 a, - 1) puisque @ est de degré
(1, 1, 1). Ltinvariant b estici égal & - 2 (c'est 1'opposé de la caractéristique
d' Euler-Poincaré de 1'espace transverse D/I"T ¢ en regardant D XS comme une
trivialisation du fibré des vecteurs tangents unitaires, le calcul de la rotation dans la

fibre est la démonstration classique de la formule de Gauss=Bonnet), On obtient donc

un feuilletage partout dense sur la variété de Seifert
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(D xS),/PT = {=2:0,3; (aw a1=1)9(a29 a2=1)9 (ozy oc3=-=1)} .
D'aprés le résultat de Seifert rappelé au § 5, c'est une sphere d'homologie si

oz1oz20z3 = oz,]ozz m,ozzoz3 = a3a1 =]

relation qui est vérifiée par (cx1 » Qs aB) = {2, 3, 7). Le pavage associé au groupe
triangulaire T, = (0,3 32,3, 7 estdessinédans [2] ou[9]). On a ainsi obtenu :

Certaines sphéres d'homologie admetient des feuilletages analyiiques sans feuille fermée.

(P) A = 1. Latransformation p est parabolique, avec le point fixe { = exp (,%’L)
T2
(tel que la corde €, £,¢ soit tangente au cercle |z| = %)o Le groupe I'' est un

groupe triangulaire horocyclique (0, 3 ; 2, 3, ®} isomorphe a Z., * ZBO Le feuille-
tage dense F(Pn) de M(k) induit sur 3M(k) un feuilletage avec une feuille compacte
méridienne (instable).

Prenons le conjugué de I'' par l'homographie g € © qui envoie le quadriiple

i =im
harmonique (e %9 e 3,41, 1) sur {0, =, =1, +1). On obtient alors la réalisation

habituelle de T'' dans QH par le groupe modulaire classique PS1{2, Z) =

= SL(2, Z)/{X 1}, avec les générateurs périodiques

seLa] el

-1 1
C::AB-:[O =1]°

0 1
] dont le produit est la translation
-1 1

(H) %< A <1, Dans cecas p est hyperbolique et ' estun groupe non horocy=

clique (0, 2 3 2, 3) isomorphe & Z 5 * ZBO Le pavage correspondant est dessiné
fig. 8, ol un polygone fondamental est la réunion d'une région hachurée et d'une région
non hachurée. La figure 9 montre la construction de quelques lacunes de 1'ensemble

limite K, ou J=(g, V) est la lacune associée au générateur hyperbolique libre p.

, 1 .
On verra au paragraphe 9 que tous les feuilletages F{I" } correspondant i ce cas
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hyperbolique (H) ont des ensembles minimaux M homéomorphes.

On peut remarque qué PSL(Z, Z.) admet une filtration infinie par des sous-
‘groupes isomorphes a Zz * Z 3 et que tous ces sous-groupes propres. ' sont du
type hyperbolique (H). Ainsi le feuilletage de 2M(K) utilisé dans la démonstration
du théoreme 1 peut étre eﬁtiérrement décrit a 1'aide de matrices 2 x 2 unimoduléi.res

a éléments entiers , par exemple

R M IS BTl

X ‘ =N
\\\"&
=
= L

Figure 8 Figure 9

- Plus généralement tout produit libr'e' fini ou infini de facteurs cydiques Z, Z‘z :
‘ou ZB admet une représentation ﬁd‘éle par un sous-groupe non horocyclique de

PSL(2, Z) ’. comme conséquence immédiate du lemme 6 (inversement tout sous-groupe
du groupe modu}aire est isomorphe & un produit libre de tels facteurs d'aprés le
théoréme de‘Kurosh).k Cependant un sous-groupe propre " de T petit avoir le

A - il s L : .
méme ensemble minimal que I'" . Par exemple soit T’ P 1e sous-groupe invariant de .

T £ ! . ) Py . ry 1
I"" engendré par les puissances n-iémes des éléments de I (tous ces sous-groupes
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sont libres si n est un multiple de 6). -Alors tout élément hyperbolique h € T '
engendre un élément hyperbolique K" e r'n ayant les mémes points fixes, de sorte

. ,
que I' e T ™ ontle méme ensemble minimal. Un exemple typique est

2. (£} * {10 2} % {f

2
3050 tyf3)

3723
produit libre des 3 groupes cycliques d'ordre 2 engendrés par les 3 involutions de
2im 4im
points de Frégier X, Xe "3, Ae 3 . Il admet pour géndrateur hyperbolique libre le

produit des 3 involutions :

2 2 3
(£)) (58,15 (13E,E5) = (£,15)

ayant mémes points fixes (£, £') que £ty (ct. fig. 9).

Cette longue description d'une homotopie (2 travers les groupes fuchsiens)
entre le cas abélien (A) et le cas hyperbolique (H) montre qu'une assez grande
perturbation de la fibration provoque 1'apparition d'un ensemble minimal non trivial. Le
cas elliptique (E) et le cas hyperbolique (H) peuvent maintenant &tre combinés par

une soimnine connexe.

PROPOSITION 1. Soit T un fore plein muni d'une trivialisation par D2 X S1 . Alors

tout feuilletage linéaire de son bord BDZ X S1 peut étre étendu en un feuilletage c”®

de T avec une seule composante de Reeb et un nombre arbitraire n d'ensembles mini-

mmaux exceptionnels contenus dans 1'intérieur de T, excepté le feuilletage par méri-

diens ( aD2 x +) qui nécessite deux composantes de Reeb.

COROLLAIRE 2. La sphére 82 et 185 espaces lenticulaires LB(a) admettent des

3 m - .
feuilletages C  avec une seule composante de Reeb et n ensembles minimaux

exceptionnels.,
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Démonstration :

1) 1l existe un feuilletage de W(k = k*) transverse au bord, induisant un feuilletage

longitudinal sur chaque tore 3 1W et 3'2'W ‘et .contenant un ensemble minimal excep-

tionnel M dans 1'intérieur de W (démonstration du théoréme 1). Par modification du

feuilletage le long de 3 .,W. et recollement d'une composante de Reeb on obtient un

2

tore plein T qui peut étre paramétré par D2 X 81 avec (- X S1) comme feuilles sur
le bord. Ceci prouve la proposition pour n =1 et un feuilletage longitudinal sur le

bord.

2) 1l existe un anneau connectant deux méridiens de d 1W et BZW sans rencontrer

I (résultant d'un anneau méridien sur 3M(k) ). On peut 1'étendre en un disque iso-

tope a (D2 X +) dans D2 X 51 . Alors un revétement cyclique T a n feuillets de’ T

contient n copies de 1'ensemble minimal M. Le complémentaire de la composante ‘

de Reeb dans T est W (#"k #"k%).

3) Considérons un feuilletage de M(k) donné par le lemme 9, avec une pente v > 0
sur le bord. En retirant un tube transversal T(p) autour d'une courbe transverse
2W et de pénte v
sur 9 1W. I1 peut %&tre recollé au feuilletage précédent de "\l" avec identification des

‘méridienne p on obtient un feuilletage de W(k) longitudinal sur 3

feuilletages longitudinaux de a,W et oT. Par le lemme 1 le feuilletage du tore plein

2
qui en résulte apparaft avec une pente positive v sur le bord. Quand le tore plein est
plongé de facon standard dans ]RB, la composante de Reeb est nouée comme un noeud
composé # (k # k*) # k (fig. 10). Pour une pente v < 0 il suffit de prendre 1'in-

verse par réflexion. Et pour v=0 il suffit de prendre le double du feuilletage précé-

dent et de retirer de 52 X S‘I un voisinage tubulaire d'une fibre (- x S1) .

Figure 10
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Remarque 3. Le recollement le long du bord de deux variéiés a bord munies
de feuilletages transverses au bord, avec identification des feuilletages induits sur le
bord, repose sur 1'existence de voisinages colliers adaptés : le cas analogue des

voisinages tubulaires feuilletés est détaillé dans [29].

Remarque 4. La deuxiéme étape de la démonstration précédente peut &tre rem-
placée par 1'emploi itéré de la formule W(k1) Up W(kz) = W(k1 # k2) . Notons alors que
1'un des générateurs de r" peut ®ire altéré par une modification Cc” dans le complé-
mentaire de K de facon que 1'ensemble des points fixes de p = f2f3 contienne un

intervalle fermé [n, n'] inclus dans la lacune (£, ') (fig. 12). Les méridiens

transverses “x1 et “XZ issus des points X, €(C,n) et x, €(n', ') rencontrent

2
des ensembles disjoints de feuilles propres. Si W(k# k) = 2M(k)\[T(uX]) U T(;.LXZ)]
aucune feuille ne renconire a la fois 3 1W et bzwo En insérant un tel exemplaire de
W dans la chafne on peut donc réduire le nombre d'ensembles minimaux contenus dans
1'adhérence d'une feuille sans réduire le nombre total d'ensembles minimaux contenus

dans la composante de Novikov : les feuilletages de 83 sont loin d'étre classifiés par

1'enlacement des composantes de Reeb.

PROPOSITION 2. Toute sphere de dimension impaire admet des feuilletages c”

contenant une feuille compacte et un nombre arbitraire d'ensembles minimaux

exceptionnels ,

Démonstration : Il suffit d'utiliser un feuilletage de D2 X S1 donné par la proposi-

tion 1 & la place d'un feuilleiage de Reeb dans les constructions de H., Lawson [8]

et I, Tamura [26]). Nous omettons les détails.
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7. = FEUILLETAGES AVEC SINGULARITES

Un feuilletage de codimension un avec singularités sur une variété différen-
tiable M est défini par un recouvrement ouvert {Ui} de M et une collection de fonc=
tions de Morse locales Q, Ui -+ IR, relides par des difféomorphismes locaux de IR :

] =

.| U.NU,
%I i Y
Toutes ces applications sont ici c®,
Selon un théoreme bien connu de S .P. Novikov, tout feuilletage de la sphere

g3

contient au moins une feuille compacte. La démonstration de Novikov utilise un
champ de vecteurs sans zéro et transverse aux feuilles ; elle ne peut donc s'appliquer
aux feuilletages avec singularités. En fait le théoreme 2 signifie que le résultat de
Novikov n'est plus vrai en présence de singularités. D'auire part les feuilletages

construits dans ce paragraphe sont seulement lisses et non analytiques, résultat qui

ne peut &tre amélioré d'apres un théoréme d'Haefliger [3] p. 390.

LEMME 10. Il existe un feuilletage C” du tore plein D% xs' , avec deux singula-

rités coniques, transverse au bord, induisant sur a(D2 X S‘) le feuilletage longitu-

dinal ayant (- x Sl) pour feuilles, et ne contenant pas d'autre ensemble minimal qu'un

ensemble minimal exceptionnel M < int (D2 X S]) .

Démonstration : Considérons la chirurgie usuelle permettant de réaliser la somme

connexe de deux surfaces feuilletées avec introduction de deux cols (dventuellement de
facon analytique). Elle est schématisée sur la figure 11 sous forme de deux plongements

3 jzzD.le1-b]R3

iy =8°xD? 4 R
Une identification des colliers a(D1 X 51) x [0, €] » 3(s° x DZ) x [0, €] viala
projection (x1 s Xy x3) -+ (x 17 x2) permet de conjuguer les germes (le long des bords)

des deux fonctions de Morse <p1 = p1., j1 et goz = plo j2 (ol P4 est la projection

(X19 x29 XB) - x1)°
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Par révolution autour de 1'axe z (fig. 11) on en déduit un feuilletage F_. de

S
D2 X S1 avec deux points conique w, w' ; un feuilletage Fp de 81 X D2 induit par

un plongement standard dans ]R3 ; et une identification des colliers :

1 1

anzx[oye] N_-2aD? xS x [0,€ ]

X =N, * N N,=S )

2 1 1
telle que x-1(F IN,)=F_|N
p 1 S 2°
Soit alors F un feuilletage d'une variété M de dimension 3, et soit g un
cercle plongé dans une feuille L. de F, tel que sa classe d'hometopie dans 1(L)
appartienne au noyau de la représentation d’holonomie. Il existe un plongement du

tore plein j:S'xD%~+M telque j(S'x0)=p et i VF)= F_. Enrefirant 1'éme

j(S1 X D2\ N 1) et en greffant le feuilletage FS par 1'application jo X, on obtient
un feuilletage /ﬁs avec deux singularités coniques w, w' sur la variéié ﬁ déduite
de M par cette chirurgie sur pg. Deplus si F peut &tre défini par une unique
fonction de Morse sur un voisinage saturé U de la feuille L., il en est de m&me du

FaY Ay
feuilletage FS sur un voisinage saturé U des points critiques w, w'.

Cﬁn“ g

Figure 11 Figure 12



- 35 =

11 suffit maintenant d"appliciuex“ cette construction a un feuilletage F convenable

de la variété 2M(k)., Soit I'! = {f f3} une réalisation de Z o ¥ Z.., par un groupe

29

de difféomorphisme du cercle, tel que f

3
,f; admette un segment (n,n'] de poinis
fixes contenu dans la lacune J={, £') de 1'ensemble de Cantor minimal K (fig 12).
Un tel groupe peut &tre déduit d"un groupe fuchsien de deuxiéme espece par une modifi=
cation C* du générateur f2 a l'lintérieur de la lacune fBJ 5 avec la modification
corrélative a 1'intérieur de J. Munissons 2M(k)} du feuilletage 2F(I''), et soit L,
la feuille issue d'un point x € (n, ') dans la tibre de base. La chirurgie décrite
plus haut peut &ire effectuée sur le cercle méridien u =1L M aM(k) et fournit un

A

feuilletage FS

PN
M de K est1'unique ensemble minimal de F‘S . On peut noter qu'apres cette chirur-

de la sphere 839 avec deux points coniques w et w', et le saturé

gie les cercles méridiens 4 n'et # n? deviennent des cycles limites (plongés) au sens

de la démonstration d'Haefliger de non analyticité.

Soit alors x 1 € (£, n) un point non fixe de f2f3 dans le domaine de disconti-

nuité de T''. Il existe une transversale fermée méridienne My passant par Xy qui,
1

apres chirurgie, est un cercle non noué dans 83 . Le complémentaire d'un voisinage

tubulaire T(ux ) transverse aux feuilles est un tore plein satisfaisant au lemme 10

1
pour une trivialisation convenable.

LEMME 11. Tout feuilletage lindaire de (D2 xS ]) peut &ire étendu en un feuille-
1

tage c” de D?xs' avec deux singularités (quatre singularités dans le cas d'un

feuilletage par méridiens sur le bord) ayant pour ensembles minimaux : soit un nombre

quelconque n > 0 d'ensembles minimaux exceptionnels mi contenus dans 1'intérieur

du tore plein, soit le tore plein tout entier,

Démonstration : Comme dans la démonstration de la proposition 1, on peut agrandir le

tube du lemme 10 en recollant des exemplaires de W(k # k*) ou W(k) munis des
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feuilletages convenables . Pour obtenir des feuilles partout denses il suffit de partir du
3

complémentaire S \T(yy) d'un tube non noué 'T(py) rencontrant toutes les feuilles,
et de recoller un exemplaire de W(k) ou Wik # k*) muni d?un feuilletage dense grace a

un groupe fuchsien horocyclique.

Démonstration du théoreme 2 : Dans toute variéié fermée M3 de dimension 3, orien=

table ou non, il existe un enlacement {S1 9 coosp Sp} a fibré normal trivial, dont le
complément fermé M> \tz',jT(Si) fibre sur le cercle S (dans les démonstrations de

W. Lickorish et J. Wood [29] la fibre est une sphére tnéuée) . Il suffit de prolonger
ce feuilletage a 1'intérieur de chague tube T(Si) par un feuilletage convenable du tore

plein donné par le lemme 11,

8, = FEUILLETAGE DES SPHERES SANS FEUILLE COMPACTE

Les feuilletages construits dans ce paragraphe sont lisses dans le complémen-
taire de 1'un des ensembles minimaux M. Aux points de M ils sont lisses dans la
direction de la feuille, mais seulement lipschitziens dahs la diréction transverse, Ceci
est une conséquence de la grande rigidité des difféomorphismes commutants de la
droite réelle (remarque 5). La méthode utilisée reproduit la construction classique

des feuilletages de Reeb dans Dm X S1 .

e
LEMME 12, Soit Fg le feuilletage de 53 défini au lemme 10, avec deux points

coniques w, w', et unensemble minimal M. Alors il existe un feuilletage F de

3 X 81 , de classe C°9 invariant par 1'action de S0(2) sur le facteur S1 , indui=

S

-~ .
sant FS sur chaque section 53 x {8}, etayant m x S1 pour unique ensemble

minimal .
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Démonstration : Revenons & la démonstration du lemme 10. Dans le feuilletage 2F(T'')

de 2M(k) chaque feuille issue d'un point fixe de p = f2f3 est difféomorphe a Tz\ K, ol

K désigne un ensemble de Cantor (cf. § 10). Paramétrons par .[=1 , +1] le segment
[‘.n ) n“ ] de points fixes de p sur la fibre=base. L'ouvert UO obtenu en saturant

1'arc (n, n') est paramétré par (T2 K) x (=1, +1), feuilleté par la projection 0

sur (-1, +1). Par la chirurgie décrite au lemme 10; il devient un ouvert U « s?m ,

feuilleté par une fonction de Morse ¢ : U =+ (=1, +1) ayant deux valeurs critiques

c, c' (=1 <c<c? < 1) etdeux points critiques w, w! d'indices 2 et 1. La feuille

m]? N
¢ th

est difféomorphe a SZ\K si c<h<c!, a'T2\\\K si h<c ou ¢! <h,

S

v
2 K si h=c ou h=c! (T2 un tore pincé). La figure 13 montre un voisinage

—3<

et a
saturé de 1'un des points singuliers.

Soit ¥: R » IR une fonction lisse telle que
¥h)=0 si |hl =1, o<wh)=1 si || <1
Définissons le feuilletage F |U x S1 par la 1-forme intégrable sans zéro

wix, 8) =dlpem) o+ (oo m) (x, 6) d6

3 1 3

o T désigne la projection S” xS -+ S7,

Les feuilles A dans U x S1 sont difféomorphes & U et spiralent (avec des
sens opposés) vers n! [‘cpnl(ul)] ot 77 [cp=1(1) ]. Dans le complémentaire de 1'ou~
1
vert UXS , définissons les feuilles de F comme les images réciproques des feuilles

3

de FS par la projection 7. Ainsi S° X S1 est décomposée en la réunion de variétés

A de dimension 3, disjointes et immergées injectivement. Nous affirmons que cette
partition est un feuilletage de classe C09 clest-a=dire que si ¢ est 1'application
dont la valeur en (x, 8) € 53« est 1'espace tangent TAx96 a A en (x,0),

alors ¢ est un champ de 3=-plans continu et satisfaisant une condition de Liipschitz

locale dans la direction transverse.
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Par construction ¢ est déja C” dans 1'ouvert (83 m) x S1° Soient
%)

(x,, X, X,) des coordonnées locales dans un voisinage N (dans S~) d'un point de
1772773

1

M, telles que le feuilletage FS |N soit défini par x., = constante. Sur (UNN) xS

3
on peut définir un champ de vecteurs normal & ¢ par

- o 9
nge‘ gradqox r (To o) (x) 58

La pente B(x) de la direction normale & ¢, qui ne dépend que de la coordonnée X35

est donc gx)=0 sixgU

B(x) = (2o 0)(x) | grade 17" six€U.

L'"idée est que |grad ¢ \m1 décroft aussi vite que 1'épaisseur de U si le feuille-
X

= : 2
tage F_. est declasse C~,

S

En identifiant S° AN & 2M(k) N N, on peut regarder la coordonnée Xq
comme un paraméirage d'un arc d'une fibre de Seifert S. Soit {Ji} la collection des
lacunes de m 'S contenues dans N, et I‘IV\I “le pseudogroupe induit par I'! sur

S M N, Puisque T'! est de classe C2 et de type fini, il existe une constante posi=

tive C telle que, si X3 et xé sont deux points de la m&me lacune Ji9 etsi f€ I‘;\I?

£1(x
¢! < 3)

o

3

= C (f' =

|

&

(Ce résultat de R. Sacksteder se trouve dans [21], inégalité 4.2).

Soient x et y deux points de N situés sur une m8me feuille de ?S et
fe PIU\I tel que y, = f(xB)e Alors B(y) = f“(x3) P(x). De plus si x5 et xj sont dans
une méme lacune Js il existe xg € J, tel que f(XB) - f(x%) = (X - xg) fu(xg) .

I1 en résulte que si CO est une constante de Lipschitz pour la fonction fg sur
1'intervalle Jo” le produit CCO est une constante de Lipschitz valable sur chaque

intervalle Jig donc aussi sur N, Ceci complete la démonstration du lemme 12,
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cycle limite

Figure 1;3

Remarque 5. Selon le théoréme fondamental de R. Sacksteder [21 J,, th. 1,
il existe au moins une feuille Lx € M ayarit un groupe d'holonomie linéaire non trivial
si le feuilletage ?S est de classe ng c'est=-a-dire qu'il existe un point x € K qui
est un point fixe transversal d'un élément f € AR (én'tait il y a une infinité dénombra-
ble de feuilles ayant cette propriété si I''  est déduit d'un groupe fuchsien, cf § 9).
Dans la représentation d"holonomie de la feuille A = LX X 81 du feuilletage ¥, le

1 ,
admet au moins tous les

difféomorphisme local T associé au chemin fermé {x} xS
points de K assez voisins de x comme points fixes, mais son germe en x n'est pas
celui de 1'identité. D'autre part f et T commutent puisque ce sont les images de
deux éléments commutants de 7 1(LX X 81) . Un lemme de N, Kopell ([7], lemme 1)
implique alors que T ne peut pas 8tre de classe C1 . En fait on peut montrer que la

fonction B de la démonstration ci-dessus n'admet pas de dérivée en un point tel

que X.

Remargue 6. On peut noter 1'analogie suivante avec le feuilletage de Reeb
de D2 X S1 s Le feuilletage F induit un feuilletage par cercles avec un centre sur
des 2=disques A bordés par un cycle limite tel que “’ﬂ . Ce cycle est évanouissant
au sens de Novikov : il n'est pas homotope a zéro dans sa feuille, mais tout cercle
intépieur A N A est homotope a zéro dans sa feuille . A € U X S1 . Cependant les
deux feuilles cp=1(~=1) et <pg1(1) qui bordent la composante U x st ot portent ces

cycles dvanouissants ne sont pas compactes.
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Remarque 7. On peut montrer le résultat suivant : si f2 et f3 sont deux difféo=

morphismes périodiques du cer(:le, de périodes 2 et 3, tels que 1'ensemble Fix(p) des

points fixes de p= f2f3 contienne plus d'un point, alors le groupe I’ - {fzg, f3}

~qu'ils engendrent est isomorphe a "%2 * Z et admet pour unique ensemble minimal

3 8
un ensemble de Cantor K. L'ensemble Fix (p) est contenu dans 1'adhérence J d'une
lacune de K dont les extrémités € s C“ sont des pbints fixes de p. En.utilisant un
groupe IT'" tel que Fix (p) soit un segment ‘[C s € "”* 7}, on obtient un feuilletage de

1. (53\m) X _S1 bordée par les

83 X S1 ayant une seule composante discrete U x s
deux feuilles extrémes de ‘M X S1 . Cependant la présence d'une deuxieme composante

est nécessaire pour le lemme 10 et les corollaires suivants :

COROLLAIRE 3. Il existe des feuilletages c® de codimension un de D? x T2 sans
feuille fermée, transverses au bord, et tels que le feuilletage périphérique soit induit

par la projection 3D X T2 + 3D2.

Ces feuille’tages peuvent contenixf un nombre n> 0

arbitraire d'ensembles minimaux.

3 3 1

COROLLAIRE 4. Pour toute variété fermée M de dimension 3, le produit M~ xS

admet des feuilletages c® sans feuille fermée.

Ces corollaires r'ésultenf du lemme 12 en retirant ‘de s? un tube transverse
non noué dans le complémentaire de M U U et en utilisant les techniques de recolle-
ment du paragréphe 7. On peut noter que le bord a(D2 xS 1) est disjoint de 1'adhé~
rence de U, de sorte que les feuilletages du corollaire 3 peuvent atre induits par la

1 2 1

projection (D2 X S1) xS =+ D" xS surtout un voisinage de (n - 1) ensembles

minimaux : le manque de différentiabilité est limité & un seul ensemble minimal.

Démonstration du théoreme 3 : Empruntons la définition suivante a I. Tamura [26]:

T . Y . m N . s 2y 7 . s
Une variété différentiable M de dimension m admet une sous-variété plongée
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m-2 . . . . Lo .
A de dimension (m - 2) pour axe de rotation si les conditions suivantes sont

satisfaites :

1) Le fibré normal de A est trivial ;

2) Le complément fermé Myint T(A) d'un voisinage tubulaire de A est 1'espace
total d'une fibration différentiable sur le cercle ;

3) La projection de cette fibration, resireinte & 3T(A), coihcide avec la projection

2 2 2

A x 3D“ =» 3D“ pour une trivialisation A x D de T(A).

- Dans ces conditions tout feuilletage de A X D2 transverse au bord, avec
(A x °) comme feuilles sur le bord, peut se prolonger en un feuilletage de M,

En utilisant le théoréme de fibration de J. Milnor; H. Lawson [5] a moniré

que la sphére S 5 admet une telle structure avec pour axe A3

dessus du tore Tzo 11 existe donc une submersion 7 A3 X D2 - ’I‘2 X ng et 1'image

5

réciproque par 7 d'un feuilletage du corollaire 3 fournit 1a solution pour 57,

un fibré en cercles au-

Pour les spheres de dimension supérieure, on utilise les résultats de

4p-1 4p+1

I. Tamura [26] : pour fout entier p = 2, les spheres S et S admeftent
des axes de rotation

A4p~-==3 _ Smez 9 SZp=1 ot A4pm1 _ SZp % SZp=1
La éonst:bucﬁon proceéde alors par récurrence : a chaque étapekl‘e feuilletage de SZDH

fournit un feuilletage de g2p-1

2p=-1

2 A _—
x D7 ayant les mémes ensembles minimaux, transverse

au bord, avec (S x ) comme feuilles sur le bord. Ceci s'obtient en retirant un

voisinage tubulaire int T(y) d'une courbe fermée y ={ X aDz) sur BT(AZpgl)g

Les tubes T(A_4p “3) et T(A4p“1) peuvent donc &tre feuilletés par les projections

2p~2 2p~-1 ><D2 o Szme xDZ ot SZp stpm1 2 2p~-1 2

S xD" 4+ § x D7,

xS

2p+1

COROLLAIRE 5. Toute variéié fermée M de dimension 2p +1 (p = 2)

{p=1)=connexe admet des feuilletages de codimension un et de classe c® sans

feuille fermée,
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En effet selon Tamura [26] une telle variété admet g2p-1

pour axe de
rotation.
Dans tous ces feuilletages les ensembles minimaux M sont les images récipro-

ques du méme modéle M par des submersions. Les deux paragraphes suivants donnent

quelques renseignements sur la structure de M.

9, = STABILITE ET MORPHISMES DVENSEMBLES MINIMAUX

On se limite dans ce paragraphe aux actionS du groupe modulaire abstrait

G= ZZ* Z. 3 sur le cercle; afin de décrire 1'holonomie de 1?ensemble minimal M.

Cette &tude est reprise de facon plus générale et plus précise au § 12.

Soient @1 et 452 deux représentations de G dans Diffi(s1)9 les homéo-

morphismes du cercle conservant 1'orientation. Un morphisme d'actions de & 1 a <I>2

est une application continue II : S1 - 81 telle que

I'I..oCII,I(g) = <1>..2(g). o I pourtout g€ G.

Par restriction de 1'espace de phase S1 a des ensembles minimaux m, et m, de

@1(G) et & 2(G) on obtient la notion de morphisme d'actions minimales (un tel mor-

phisme est toujours surjectif).

Prenons un groupe fuchsien I de deuxieéme espéce comme représentant de G,

opérant sur son domaine de discontinuité & (T') = s\ £(T'). Considérons deux actions

libres ¢, et y, de T sur le produit (1) ><S1, définies par ¥, : (g ;z, 8)~

~ (gz, <I>i(g) 8). Soit F, le feuilletage induit sur 1'espace-quotient 2M(k), soit m,
un ensemble minimal de <I>i(P) et mi 1"ensemble minimal correspondant de Fio Alors
si une application continue II : S1 - S1 induit un morphisme d'actions minimales
(<I>1I‘$, m1) - (<I=2P, mz), elle induit aussi une application continue de M | sur m,

(feuille sur feuille) compatible avec la projection sur la Z=surface g2 _ d(T)/T.
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1

+(S1) de

Finalement soit G 1'ensemble des représentations ¢ : I' »+ Diff
degré (1, 1). Le choix d'un couple de générateurs canoniques (g29 g3) pour T
permet d'identifier G au produit @2 ><$3, ou zadésigne 1'ensemble des C1—difféo-
morphismes du cercle qui ont un nombre de rotation -1& . On munit ¢ de la topologie
produit des C1—topologies sur chaque facteur Qaa Enfin soit & ¢ G 1'ensemble

des représentations par des groupes fuchsiens de deuxiéme espéce. On peut alors

énoncer :

PROPOSITION 3. Il y a un voisinage u de & dans G ayant la propriété suivante :

pour tout couple (<I>1 , @ 2) € U X Uu, ily a un isomorphisme d'actions minimales

K1 - K2 induit par un homéomorphisme II du cercle (les ensembles minimaux m1 et

m2 des feuilletages correspondants sont donc homéomorphes par un autohoméomor-

phisme de 2M(k) déplacant les points le long des fibres).

Démonstration : On utilisera cette propriété élémentaire de Z. ¥ Z, : tout élé ment

2 3
non périodique du groupe <{a, b ; a2 = b3 = 17 est conjugué par a, b ou b2 aun

élément du semi-groupe libre A de rang 2 engendré par ab et ab2 (par réduction

cyclique tout mot se réduit a ¢ a, b, b2 ouun mot W sur les syllabes ab et abz) .

Définissons un groupe fuchsien I'"'=&(I") par sa paire de générateurs
(f2 ; f3) €EF c ‘22 X 339 et regardons 1'ensemble limite du semi-groupe A engendré
: 2 v 2 . . .
parp_ = f2f3 et P, = f2f3 . Les 3 lacunes J, f3-J . f3J de la figure 9 divisent le
cercle en 3 segments que nous noterons [0-], [2.], [4.] avec I'ordre cyclique

J [0.] ¢£J [2.] ¢

: J [4.]

2
3
On remarque que P, et Py sont contractantes sur [O. ] , qui est appliqué sur deux
sous-segments disjoints po[Ool = [0.0] et pz[O,] =[0.2]. L'ensemble de Cantor
Ko =K M [0.] est alors obtenu par le procédé usuel de dichotomie. Si

[o. a,a . an] est 1'image de [0.] par 1'application Py Py -o- Py (avec

2 1 22 n
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a; € {0, 2}), chaque point x € KO est de fagon unique 1'intersection d'une suite

décroissante de segments emboités :

[0.] o [O,a1] o [Ooa1a2] D D[Oea1a ,oan] o> ...

o
et sera indexé par la suite (ai) :x = [0, a,a,. .. ]. Ainsi K est identifié & 1'ensem-
ble ZN des suites infinies sur deux symboles, muni de la topologie de limite projec-

tive des suites finies, ou la projection Py nd :'En - En+1 de 1'espace discret des
9

suites de longueur (n + 1) sur l'espace des suites de longueur n est la troncature :

[Oea‘1 Man:l - [O°a1a 1. Chaque générateur p, de A (e € {0,2})

a,. PRRRLNC RGP
opére sur cette limite projective par translation & droite (shift) :

+ [0.€aa,8,...]:

Pe [O.a1aa.”'?» 19533

273" -
Finalement K est identifié & 1'union de 3 copies de 2N9 et les générateurs canoniques
operent par

£, [O°a1a2a3...] i k[(a1+2)ea2a3,.c] a € {0, 2, 4} mod 6

I3

[aoea1a2a3,..] - [(ao+2).,a1a2a3”o] a; € {0, 2} siiz=1 .

Maintenant il est clair que les propriétés des applications contractantes utili-

sées dans la construction de ce modele demeurent valables dans tout un voisinage u &

®_  appartiennent a

de @, etl'lonprend u= U uq)o Alors si deux actions <I>-1 » 2,

PeF

u, l'identification de leurs ensembles de Cantor K1 ’ K2 via le modele ZNU ZNU 2N

est un isomorphisme d'actions minimales. Puisqu'il préserve 1'ordre cyclique des
points il peut &tre prolongé en un home’omor‘phisrhe I S1 -+ 51 en identifiant par

paires les lacunes homologues.

Remarque 8. Dans le modele précédent, deux points sont dans la méme orbite
si et seulement si les deux suites coincident aprés des translations vers la gauche.

Les points ﬁxes de T sont les suites périodiques, par exemple la suite
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[0.a,a o8y (byb,y.c. b ) (bby.oob ) (b bzmbr)m]

2° r 12 1

est un point fixe des puissances de

-1
h, = ghg aveC g =p_ P. --.D h=p_ p. ...pD
1 a, a, aq b‘g b2 bp
L'autre point fixe de h1 a la période complémentaire Tﬁﬁ‘ﬁpw
=1

b, =D, + 2 (mod 4) pu;sque P,

100 0‘5’2’5’1) avec

fz‘pz f2 .
Appelons cycles les suites finies modulo une permutation circulaire, et disons qu'un
cycle est primitif s'il n'est pas un revétement cyclique d'un cycle plus court (par

exemple le cycle ((002002)) est un revétement d'ordre deux du cycle primitif

((002)) ). Alors les orbites ayant un groupe d'isotropie isomorphe & Z sont en

bijection avec les cycles primitifs sur les symboles 0 et 2, Les deux orbites extré-

mes correspondent aux cycles de longueur 1, c'esi=a=dire aux suites se terminant par
000... ou 222...

Cette action minimale de Z 5 * Z 3 peut en particulier &tre décrite par un
modele PL dont 1'idée est empruntée a Sacksteder [20] : le cercle est regardé
comme le segment [0, 6] de la droite réelle avec identification de ses extrémités, et
le groupe T’ est défini par les générateurs suivants :

f, est labijection affine [0, 1] «= [2, 5], complétée n'importe comment ;
f3 est la rotation x - x + 2 {mod 6).

Alors KO est 1'ensemble triadique de Cantor dans [0, 1] et 1'indexation de x € K

par [aoa aq858g. .- ] est simplement son développement triadique :

-k

x = T a3 a €1{0,2,4} mod6 a € {0,2} sik=21

k
Dans ce modele les points fixes de T' sont les nombres de QNK.

Considérons maintenant 1 action standard du groupe modulaire sur le cercle

avec une orbite de points fixes paraboliques (le cas (P) du § 6). Ces points parabo-

liques sont appelés les pointes {cusps) du groupe, par référence au pavage modulaire.
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Dans 1'action naturelle de PSI(2, Z) sur la droite projective IR U «, les pointes

sont les nomhres rationnels. Si les générateurs de A sont rebaptisés Py = £f, et

273
Py = f2f3 et si [0.] est le segment dont les extrémités sont les pointes de Py et Py
chaque point de [0.] est identifié & une suite infinie sur les symboles 0 et 1 gréce

au procédé de dichotomie par les pointes, Les générateurs de £ opérent sur [o.]

par |
. [o. bbb I [ooebTbZWJO

Par conjugaison on étend cette action au cercle entier, identifié a 1'ensemble des

suites [b -b b, oo ls b, € 10, 1, 2} mod 3.
Par construction 17application I : K - S‘t qui envoie [a -8y 2] sur
[b b b ] avec b. = _a_£ est un morphisme d'action minimale, et on peut
1°2° i 2
enoncer :

PROPOSITION 4. Soit @1 (resp. @é’)”une représentation fidele de VZ?' * ZS par un

groupe fuchsien de premidre espéce (resp. de deuxiéme espece) ayant pour ensemble

minimal S (resp. K). Si $, et ¢, ontle méme degré, 1'application continue

II'": K » S définie par fusion de chaque paire de points extrémaux de K est un

morphisme d'actions minimales.

De facon plus imagée : 1'ensemble minimal M est obtenu en fendant le long de
1a feuille parabolique le feuilletage partout dense de 2M(k) défini par 1'action standard

du groupe modulaire.

Stabilité. Une conséquence immédiate de la proposition 3 est le

COROLLAIRE 6. Dans la variété a bord M(k), tout feuilletage F' dont le groupe

. i o\ N P
structural est un groupe fuchsien I’ de deuxieme espece a un ensemble minimal M'!

structurellement stable.
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En fait la proposition 3 montre seulement la stabilité faible : tout feuilletage F"

assez proche de F' dans la Clmtopologie des champs de plans a un ensemble minimal

M homdéomorphe & M'. On verra (§ 12) que F!' a aussi la stabilité forte : 1"homéo-

morphisme qui envoie M" sur M' est arbitrairement Co—pr‘oche de liidentité si F"
est assez voisin de F'.

Malheureusement cette stabilité n'existe plus pour les feuilletages de la
variété fermée 2M(k), qui admet aussi des feuilletages non amphicheiraux. Ceux-ci
ont pour groupe structural une image du produit libre amalgamé

a,b,3,B;a°=32=b° =T =

1, ab=2ab).

La stabilité des feuilletages amphicheiraux exigerait 1'injectivité locale de
1" application @2 X @3 + Diff (S1) définie par le produit (£, £3) = f,f;. Trivialement
ceci n'a pas lieu si le générateur périphérique p = f2f3 peut &tre plongé dans un

flot. De fagon plus précise :

PROPOSITION 5. Dans la variété fermée 2M(k), tout feuilletage amphicheiral 2 F

dont le groupe structural T est un groupe fuchsien peut &tre approché arbitrairement

(dans toute C'-topologie) par un feuilletage F(I'', T') dont toutes les feuilles sont

partout denses.

Démonstration : Soient (f2, f3) les générateurs canoniques de I'', et p=1£.f

23’
Pour tout t € IR définissons I'! = ptl“ﬁ pmtg Ses générateurs gfz et "f; dépendent
contindment de t (dans toute C'-topologie) et satisfont la condition ?2?.,; = fzfgo

Considérons 1¥action du sous=-groupe {fB’ ?;} dans CP1 . Pour les petites valeurs

e

de t, f3 a un point fixe ?3 = ptg 3 proche de c';‘3 sur la trajectoire du flot ptg

et il existe dans le disque principal D un triangle géodésique d'angles g« aux sommets
g3 et ?3 . Ainsi le sous-groupe {f,, xf:;} est soit un groupe horocyclique, soit un

groupe non discontinu. Dans tous les cas le groupe {I'', I''} opere sur le cercle
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principal avec des orbites partout denses.

La signification géoméirique est la suivante : le feuilletage induit sur 3M(k)
est invariant sous 1'action des rotations qui conservent les méridiens, de sorte que
les feuilletages amphicheiraux de 2M(k) peuvent &tre gauchis pas une rotation relative

de M(K) et M(k*) autour du miroir torique 3M(k).

Dimensions supérieures a 3. La mé&me construction peut &tre effectude en

1

dimension quelconque, en définissant une action libre de Z, ¥ Z_, sur (Sm\ K)xS',

2 3
et fournit un feuilletage de codimension un sur une variété de dimension {(m + 1), avec

un ensemble minimal stable si m=> 3.

Décrivons la variété quotient par une somme connexe (le long des fibres) de
variétés élémentaires. Pour a =2 ou o =3, considérons l'action libre de Zcx

, m 1 N ‘s , 2i7 N : m .
sur S XS, oule générateur w= exp ~o~ opere sur S par une rotation

%%Z avec comme axe une sphére gM-2 (plongée de facon standard) et sur s! par la

rotation Roz d'angle 36_11 . Alors 1'espace=quotient s™ S1 / Zaﬁf s™ S1 hérite

deux feuilletages de son revétement : un feuilletage par spheres s™ tpansverse & une
fibration par cercles, a savoir un fibré trivial Smm2 X S1 de fibres singulieres
(fibres courtes) revétu par un fibré localement trivial (fibres longues). Retirons de

chaque copie un tube invariant T(S)a autour d'une fibre longue et recolions leurs

m-1 1

mmlxsl)zﬁ(s xS

bords par une application id x¢ : (S ou la trivialisation

)gs
de chaque bord ? T(S)a est induite par les feuilletages. La variété qui en résulte est

un espace de Seifert Mm+1 muni d'un feuilletage transverse dont le groupe structural
T'! est engendré par (RZ’ (,oR3<,om1)y c'est-a~-dire toute paire (f29 f3) € 32 X;DB a
conjugaison prés dans Diff(S 1) .

Pour m =2 on obtient ainsi les feuilletages amphicheiraux de 2M(k). Pour

m = 3 on obtient tous les feuilletages de Mm_H transverses aux fibres, puisque les

1

feuilletages du revétement sont isomorphes a la trivialisation (s™K)xS' (car

S™\K est simplement connexe). Puisque 7 1(M)/ Z=Z,%Z 35 la stabilité de
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1'ensemble minimal du feuilletage résulie de la m&me propriété pour 1'action de

Z 5 * Z 3 sur la fibre. On peut maintenant faire une chirurgie en-dehors de 1'ensem-

ble minimal si la dimension (m+1) est impaire. En effet il existe une courbe fermée u

transverse 2 la composante discrete des feuilletages de MmH

2

, et qui est un représen-

tant de la classe @ b dans 1(1\/[) ={a,b;a” = b3> (1a démonstration est analogue

4 celle faite au § 5 pour 2M(k) ). D'autire part il existe un feuilletage lisse de la

sphdre S™1 avec une feuille compacte [81, [26]. Soit p! une courbe fermée

m+1 m+1)

transverse i ce feuilletage. Par somme connexe de la paire (M S le long

des cercles (p, u') on obtient une vaviété:simplement connexe Z m--1 puisque le

3 Tb = 1) esttrivial. Ceci conserve la stabilité de 1'ensem-

1

groupe <a,b ; a® =b ;A

ble minimal car la codimension m de p dans M™ ! est = 3. On peut enfin modifier

Em+1 N
par d'autres sommes connexes, Dfou

THEOREME 4. Pour toute dimension impaire 2q + 1= 5, il existe des variéiés
qu+1

simplement connexes admettant des feuilletages C” de codimension un, et

possédant (avec quelques feuilles compactes) des ensembles minimaux exceptionnels

structurellement stables.
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10. = LES FEUILLES DONT L'ADHERENCE EST MINIMALE

L'ensemble minimal M introduit au § 5 contient deux types de feuilles, qui
se déduisent facilement de leur revétement SZ\Kg gréce au sous-groupe d'isotropie

de 1'orbite correspondante dans la fibre S1 sous 1'action de T’ = {fz, f.}. Un

3
ensemble non dénombrable de feuilleé a un sous-groupe d'isotropie trivial : elles sont
donc difféomorphes a SZ\K . Un ensemble infini dénombrable a un sous~-groupe d'iso-
tropie isomorphe & Z. : elles sont donc difféomorphes a Tz\ K.

La décomposition en morceaux élémentaires utiliéée dlafindu § 9, et qui est
valable pour toute dimension m = 2, fournit une bonne visualisation de ces revéte-
ments. Quand la variété M st séparée en deux variétés a bord (s™xs 1)\T(S)a
avec o € {2, 3}, les feuilles dans chaque moitié sont des m-sphéres avec oatrous,
Dans une feuille de M1 , ces spheres trouées sont attachées de la méme fagon que
Ies cycles ((t , fz)) et ((fj,, f39 fB)) dans le graphe de ﬂorbite sur les générateurs
fz et f3 {clest-a-dire le graphe des classes a gauches modulo le sous-groupe d!iso=-
tropie dans I"'J. "A un sous-groupe d'isotropie trivial correspond une feuille (m-2)-
connexe Sm\K . Dans les autres cas le générateur du sous=groupe d'isofropie définit
un cycle supplémentaire dans le graphe, et donne naissance a une anse dans la feuille
(Sm‘m1 xS 1)\K° Ce cycle primitif sur deux symboles a, b est la classe d'homotopie
dans ‘!(M)/K ={a, b a® =b = 1Y du générateur d'holonomie de la feuille,

Quand le feuilletage de Mm'1 est une fibration sur le cercle, la fibre est
décrite de la méme fagon par le graphe du groupe abélien Z 5 © Z.. Elle est

3
difféomorphe a (Smﬂdg X SZ} # (Sm&’1 X Sl) comme le montre la figure 14.

LAY i)
R >
VA Ve
i y

Figure 14
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11. - LES GROUPES DE SCHOTTKY GENERALISES

En codimension p > 1, les ensembles minimaux non triviaux peuvent &tre des
compacts sans point intérieur de types tres variés. L'exemple des groupes kleinéens
montre qu'un ensemble minimal peut &re une sous=variété, ou un continu tres compli-
qué, par suite de 1 existence d-un sous-ensemble dense de points fixes paraboliques
et loxodromiques.

Dans son mémoire [15] p. 282, Poincaré étudie le cas des groupes kleinéens
obtenus par déformation de groupes fuchsiens, et les classes en sept familles (la
méme classification est utilisée par Klein [2] , dont les figures sont reproduites dans
[121) . Dans la seconde famille, 1'ensemble limite est une courbe de Jordan fermée :

a chaque point fixe loxodromique elle apparait comme la réunion de deux spirales, d'ou
une absence trés marquée de différentiabilité, Dans d'autres familles 1'ensemble
limite contient 1'adhérence d’une collection infinie de cercles tangents deux a deux,

de sorte que son complémentaire a une infinité de composantes. Mais le cas le plus
simple et le plus important est celui de la troisieme famille, c'est-a-dire des groupes
de Schottky déja mentionnés dans 1'introduction. Nous allons en donner une définition

valable en toute dimension m = 1.

Le modele abstrait des groupes de Schottky est le suivant 3

Soit G un groupe libre de rang g = 2, avec générateurs h hgo Tout

S T
dlément h € G admet une écriture unique sous forme d'un mot de longueur P ,

€, € €
h=h 1 h.?...nt ., sur les 2g symboles h.,, h“.z'1 , 1éduit par les relations
iy i i i

hjhj = h hJ =1, Soit Eg 1! ensemble des mots de longueur £, et pour P < n,
Soit PP n : Ef s Erl la projection définie par troncature :
9
2 h, h, ...h, « h, h, ...h, ...h,
p29n J] JZ JE J»! .]2 JE Jl’l

Le systéme projectif (Efy Pp n) admet pour limite projective (E, pE) l'ensemble E
9
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des suites infinies sur les 2g symboles hjy h;f'l , Tréduites par les relations, muni
de la projection Pp : Eﬁ + E définie par troncature. Dans le graphe de G chaque
suite ¢ € E peut &tre identifiée a un chemin infini, avec un sommet fixe pour point
initial, donc a un bout du graphe puisque le graphe est un arbre. On dira que E(G)
est 1'ensemble des bouts de G.

Munissons g = EU Eg de la topologie discréte. Sa limite projective E(G)
est alors un espace topoic]};ique compact et totalement discontinu (limite projective de
compacts discrets). Enfin E(G) est parfait dés que g= 2. L'ensemble T=GU E(G)
peut alors &tre considéré comme une compactification de G par adjonction de 1'ensem-
ble de Cantor E(G). Dans cette topologie une suite ¢ € E(G) admet un systéme fonda-
mental de voisinages ouverts et fermés, % (o)} P * ol ’UTE(G) = pE1 [pL(o) 1,
ensemble des suites ayant mémes 4 premiers symboles que ¢ .

Maintenant 1'action du groupe G sur lui-méme par translation s'étend de facon

naturelle en une action G x E(G) + E(G), par composition d'une suite finie

“ “n 1 2
h=h " ...h =~ €G et d"une suite infinie ¢ =h_. h.” ... € E, avec éventuelle-
K, n 132
ment réduction. Cette translation Th : G-~ ho est continue puisque T;1 UE (ho) =
fr%u(o) pour un L1, de sorte que 'action G x E(G) » E(G) est continue.
€, €
Finalement soient ¢' et ¢ = hj1 hj2 ... deux bouts de G. Pour tout voisi=-
1 72 € €
nage U;ﬁ(c) il existeun h € G tel que ho? EUE (0) , asavoir h= hj1 oo ohjl
1 1
€
(si h j%f; se trouve &tre 1'inverse du premier terme hf de o', il suffit de multiplier

, z 1 . . a .
h 3a droite par un générateur hj distinct de hi afin d'éviter une réduction)., L'orbite

de o' par G est donc dense dans E(G), et on a démoniré :

LEMME 13. L'action naturelle d'un groupe libre de rang g = 2 sur ll'espace de ses

bouts est une action minimale,
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On peut alors donner la définition suivante : un groupe de Schottky généralisé

de rang g = 2 opérant sur la m=sphere g™ (m = 1) est un groupe I' d'homéomor=-
phismes de Sm9 dont 1'action surl’ adhérence de toute orbite est isomorphe a 1'une
des deux actions G XG + G ou G x E(G) #» E(G) du modéle précédent. Ainsi T
opére librement et discontinfiment dans le complémentaire s™\K d'un ensemble de
Cantor minimal.,

Une réalisation analytique est donnée en dimension m=1 ou m= 2 par le
cas particulier g = 2, n=0 dulemme 5, Définissons (de facon trés restrictive)
une transformation hyperbolique de s™ comme un automorphisme de Sm (dans
PSL{m+1 , R)) ayant deux points fixes €, ', et qui induit une homothétie de RrR™
par projection stéréographique depuis 1'un des points fixes. Etant donnés 2g disques
disjoints Dj9 Dg dans Smﬁ7 pour chaque j € {1, ..., g} il existe un automorphisme
hyperbolique hj appliquant 1'intérieur de Dj sur 1'extérieur de DS.O Alors le groupe
I' engendré par les hj est un groupe de Schottky : une démonstration compléte est
donnée au § 12, théoréme B).

Par le lemme 6, le groupe I admet le complémentaire des 2g disques comme

région fondamentale, connexe si m > 1. Donc pour tout m = 2 1'espace quotient

nr m=1

(3™ K)/T' est une somme connexe de g anses S xs! (1a surface fermée orien~
table Mé de genre 2 si m=2), La projection canonique S™\K = (STNKI/ est
le revétement universel pour m = 3, et le revéiement régulier associé au groupe

libre image de n_1(M§) si m=2,

Figure 15
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Considérons maintenant deux réalisations d'un méme groupe libre G pardes
groupes de Schottky de dimensions m= 2 et p> 1, et soit K 1'ensemble limite du
groupe opérant sur Sma Alors 1'action produit de G sur (Sm\ K) x sP est une
action libre. L'espace quotient [(S™ K) x sP1/G est le fibré trivial en sphéres SP

-1 XS 1) . Il recoit de son revétement un feuilletage transverse

au-dessus de #P (S
aux fibres, ayant un ensemble minimal M dont les feuilles ont les deux types décrits
au § 10, Les cycles primitifs irrdéductibles sur les 2g symboles h?,r] indiquent la
facon dont les générateurs d'holonomie des feuilles de M sont plongés dans la
variété,

Un cas particulier important est celui ol m=p =2, Les groupes de Schottky

analytiques (dans PSL(2; R}) fournissent alors des feuilletages analytiques complexes

dans (CP’\ K X CPl)/Go
Finalement les actions minimales des groupes de Schottky sont structurellement
stables par transversalité des points fixes, de sorte que les ensembles minimaux mn

correspondants sontrstables pour m > 3 (cf. § 12 et § 13).

12. = UN THEOREME DE STABILITE

Les groupes fuchsiens de deuxiéme espéce définis au § 4 peuvent &tre généra-=

lisés de deux points de vue : par action sur des sphéres de dimension supérieure 3

deux et par introduction d!éléments renversant 1'orientation. On se contente dans ce

paragraphe d!esquisser ces deux idées sans prétendre 2 une classification compléte,
Nous allons détinir des groupes de transformation (dans GL{m+1, IR)/]R?;)

operent sur la sphére s avec un ensemble de Cantor K pour ensemble limite, en

combinant quelques syméiries élémentaires de la sphére. Quelques uns de ces groupes

de symétrie de la paire (Sm , K} sont schématisés ci-dessous :




2 translations 2 rotations 3 involutions

Z % Z
ZZ*ZB ZZ*ZZ*ZZ

Figure 16

Définissons d'abord un modele abstrait d’action minimale comme au § 11. Soit

G = G1 ¥ oo ¥ Gn un produit libre d’un nombre fini n = 2 de groupe Gig ou chaque

facteur G est soit isomorphe & Z, soit fini d'ordre a, (non nécessairement cyclique).
o 2@ /< V4 P £ ‘2‘1
[
Soit A 1'ensemble fini (alphabet) dont les éléments sont les 2 générateurs hi” h,
de chaque groupe infini cyclique, et la totalité des éléments non triviaux de chaque
groupe Gi d'ordre fini. Alors chaque élément de G admet une écriture unique sous
forme d'un mot (a1a2° oo ag) de longueur £ = 0, dont les lettres 'ap sont des éléments

de A, et vérifient la condition :

(C) Deux lettres consécutives asa

D+1 appartiennent a des groupes Gi" G‘j dis=

tincts, ou bien représentent le méme générateur d'un groupe Gi X,

Les éléments de A seront appelés éléments basi_ques‘(mots de longueur 1). La
cohdition (C) bermet dl'identifier G a 1'ensemble des sommets d'un arbre dont les
arétes sont les éléments de A. Soit E(G) 1'ensemble constitué par les suites infinies
¢ =aa,...ap... d'éléments de A vérifiant la condition (C). On dira que E(G) est
1'ensembles des bouts de G (on ne se soucie pas du fait que E(G) pourrait dépendre
de la factorisation de G). Comme au § 11 on munit E(G) de la topologie de limite pro-
jective des suites finies avec la topologie discrete. Alors E(G) est un compact totale=
ment discontinu et 4 base dénombrable (c'est-a-dire métrisable). De plus c'est un

2 .2

ensemble parfait si G # Z,*Z (le groupe <@, b ; a“ =b“ = 1) n'a que deux bouts

2
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ababab... et bababa...). Le groupe G opeére alors par translation sur E(G), par
composition d'une suite finie et d'une suite infinie, suivie éventuellement d'une réduc-

tion. Comme pour les groupes libres on obtient :

LEMME 14. Soit G un produit libre de groupes finis ou cycligues infinis, et distinct

de Z o ¥ Z 5 Alors 1'espace E(G) des bouts de G est un ensemble de Cantor, et

}'action naturelle G x E(G) » E(G) est minimale,

Pour des raisons de simplicité, on se lihﬁte dans le théoréeme B ci~dessous au
cas ol les facteurs finis G, sont des groupes cycliques. L'action minimale (G, E(G))
peut alors facilement é&tre plongée dans une action (G,,Sm)’ pour toute dimension m.
Il suffit d'utiliser 1'idée de F. Klein, qui observa la relation entre le produit libre
de groupes abstraits, et la somme connexe de leurs espaces de phase lorsqu'ils sont
réalisés comme groupes de transformation de la sphere. De fagon plus précise :

soient Sgn et S? deux copies de la sphere Sm, sur lesquelles operent respective-

ment deux groupes discontinus 1'“1 et I‘2c Soient Dr1n c R1 et Drzn c R2 deux disques
inclus respectivement dans des domaines fondamentaux de I“1 et Fz . Ltidentification
des 2 spheres par un difféomorphisme ¢ : Sr1n - Sr2n appliquant 1'intérieur de D g Sur

1" extérieur de D2 permet de faire opérer les deux groupes sur la méme sphére. Par

le lemme 6 le groupe qu'ils engendrent est le produit libre I',"* I,

1

Pour étudier la stabilité des ensembles limites, une représentation du groupe

G = G,g* A C'n par un groupe I' de C1-=difféomor*phismes de S™ sera identifié a
1'image (f gr s fn) d'un systéme de générateurs canoniques. Chaque fi se déplace

1 Q.
dans le sous-espace @i de Dift (Sm) défini par la condition £, o1 sile groupe

G~ Z, , oudans @i = Diff1(Sm) si G~ Z. Enfinonnote ¢ le produit

51

@1 X ., ”)@n muni de la C1wtopologie sur chaque facteur. On peut alors énoncer :

THEOREME B. Soit G un produit libre de n facteurs Gi cycliques finis ou infinis,

n=2 et G# Z 5 * Z. . Alors pour toute dimension m > 1, il existe un ensemble non

2
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vide G, de réalisations de G par des sous-groupes de G(L('mﬂQJR)/]ijs et un voisi-

nage ouvert u de @ w dans G composé de groupes de C1udifféomor‘phismes de la

Ay m s 7 »
sphere S _avec les propriétés :

a) Tout groupe I' € u a pour ensemble liﬁﬁte £(I') un ensemble de Cantor ;

b) L'action minimale (G, £(T) est isomorphe & 1'action (G,E(G)) ;

¢} On peut définir localement dans U ‘un isomorphisme d!actions minimales :

HI. E(G) » £(T') "tel que HI“ dépende co,ntihﬁment’ de T dans la topologie uniforme

des applications de E(G) dans s

Deplus T' est proprement.disc@ntinu dans »Sm\ SJ’(I‘-) et cette action discon-

finue peut &tre libre si m est un nombre impair cousi G n'apas de facteur cyclique

d’ordre o, plus grand que deux.

La démonstration va consister a connecter des actions élémentaires. Pour
raison de simplicité, on se limitera aux groupes élémentaires. I‘i engendrés par une

fransformation fi de 1'un des types suivants 3

{h) Les automorphismes hyperboliques définis au § 11 ;

{r) Les rotations périodigues avec une sphére s™-24 4o points fixes, et les rota=-
2g=1

tions périodiques sans point fixe si m = 2q-1 (elles sont définies en regardant S

comme la sphére unité de ]qu ='}R2 X os0 X }RZQ et en faisant tourner chaque 2-plan

ERZ par une action de Za : 1"espace quotient est un espace lenticulaire) ;

(i) Les involutions (sans point fixe) et les réflexions par rapport a une sphére
gm=2q-1

La figure 16 montre un exemple ires suggestif d'action de Z 5 * Z 5 * Z 5

obtenu a 1'aide de 3 involutions f_, f f3 . Si 1*involution fi de la sphere unité de

19‘ 29
}Rmﬁﬂ est définie par pivotement dfune sécante autour d'un point Ai de lffintérieuxj du

disque unité, il suffit que les 3 points X, A ot A 3 soient suffisamment loin 1'un de

19
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1'autre au sens suivant : il existe 3 disques disjoints p™ po D dans S™ dont

17727
les bords ‘aDV BD29 BD3 sont les traces sur ST de 3 hyperplans HV 1125, Il3
passant respectivement par A 1° A o A 3° On obtient un résultat analogue a 1'aide des
réflexions autour des spheres disjointes a[)1 5 BDZ, d D3°

La démonstration du théoreéme B peut &tre facilitée par 1'emploi d'une métrique

convenable A 1'aide du lemme suivant :

LEMME 15, Identifions la sphere s™ a RrR™ U {=} par projection stéréographique,

avec la metrique euclidienne sur IR~ . Alors pour chacun des types de générateurs fi

indigués plus haut, il existe une réalisation du groupe {fi} par _un groupe élémentaire

I‘i admettant un domaine fondamental Ri tel que o € Ri et chaque élément f € I“i

autre que 1'identité est contractant sur Rio

Démonstration ; Pour les dimensions m=1 et m=2, c'est la méthode imaginée par
2

R.L. Ford [1]. Pour toute fonction homographique f:z - (az + b) (cz + d)ml avec

ad-bc =1, quin'apas = pour point fixe (c # 0), la dérivée w-= ={cz + d) un
module égal & 1 quand z appartient au cercle |z + = l \l , qui est appelé le cercle
isométrigue de f. Le disque fermé D= {z € C ; |z +% %} est appelé improprement

disque isoméirique de f, et la fonction f est contractante dans le complémentaire de D.

Liextérieur de D est appliqué par f sur l'intérieur du diéque isométrique D' de.

fm% . Le complémentaire R de AD U D' est un domaine fondamental pour le groupe {f}
engendré par f, et toute puissance de £ qui n'est pas 1'identité applique R dans D U DY
et est contractanie sur R. Les disques isométriques D et D' sont disjoints si f est

hyperbolique, et secants (sous un angle %"-) si f est elliptique d'ordre o

{figure 17).



Figure 17

Supposons maintenant m > 2. Pour les automorphismes hyperboliques et les

g

rotations autour d'une sphére ™2 e points fixes, le résultat s'obtient par révo-
lution des modeles plans de la figure 17 autour de 17axe X4 dans 1'espace euclidien ]Rm9

de sorte que chague 2-plan contenant 1'axe x, est invariant par le groupe 1"i corress=

1
pondant. II suffit de remarquerque si y = f(x) avec x € R, f€T,, f #id, alors
Z o2 X2
Z y. < Z x% . Le domaine fondamental Ri est le complémentaire de la réunion
2 1 =2 d
m m . . (e
D UD'"" des m=disques isométriques,
Pour une rotation avec une sphere Sm-an de points fixes, on compose la rota-

tion précédente avec une rotation euclidienne de chaque 2-plans de coordonnées

, . Y ‘ Y
{3{29 xg}g cens (X2q=29 xzqﬂ)g d'angles Zw-&% L ey 277'-0% (’yk premier avec o).

m=-2

= i s £ @ m 113 = » A . m : m
Ceci conserve les disques isométriques D™, D', mais la sphere S =3D NaD’

est elle-m&me soumise a une action de Z o Si m=2q-1, 1'actionde Z , ainsi
définie est libre et Uespace quotient QSYP/ZT& est 1’ espace lenticulaive L‘qu1
quma(oe D1 Vs eees 'yq)c Pour m =3 le domaine fondamental S?& (D3 U D“B) est
une lentille d'oll le nom de 1'espace=quotient. Pour m =1 1'espace leriticulaipe
L%a‘} est le cercle g! .

Enfin la proposition est triviale pour les involutions et réflexions, qui ont un

. . s m m
seul disque isoméiriqgue D =D' ",

Démonstiration du théoréme B: Prenons n copies des modeles euclidiens décrits au

lemme 15 et réalisant les conditions de périodicité des facteurs G; du gr'oupe abstrait
G. La somme connexe s'obtient par superposition de ces n modeles euclidiens apres

des isométries telles que tous les compacts Di U D; , i=1, ..., n, soient disjoints.,
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Le groupe I' engendré par les I“i est isomorphe a G par le lemme 6, et on pourra
représenter par le méme symbole un élément de G et sa réalisation dans T,

Tous les éléments basiques d'un méme groupe I’i satisfont alors une condition
de Lipschitz , avec une constante de Lipschitz commune ki < 1, sur 1'ensemble compact
*;J (Dj U Dg) gui est inclus dans 1'intérieur de Rio Soit k la plus grande de ces
%olnstames ki pour i=1, ..., n., Soit § un majorant des diameires de tous les
disques §.

Maintenant & chaque élément basique a € I“i associons un compact basique [a )
défini de la facon suivante : si I‘]{@: Z, [a) estle disque isoméirique de 2~ , Clest-
a-dire [a} = U ag {Ri) . Si T, estfini, [a] estl'image par a de ﬁio Puisque
la]l est tou;}'ouré inclus dans Di ou Duig son diametre est majoré par §.

Touf élément f € I s'écrit comme mot réduit sur les éléments basiques :
= Qqoco A, g Définissons le symbole [alaZ" o oafﬂ] comine étant 1'image de
[af_m 1 par 1'application a,a,...ap . Le compact [ai oo oagagﬂj est inclus dans
1'intérieur de [31 .o eag] et son diamétre est majord par k 6.

Finalement soit ¢ € E(G) unbout de G, exprimée comme suite infinie d'élé-

ments basiques satisfaisant la condition (C) : o= aaye.ap... Alors la suite corres-

pondante de compacts emboffés ¢

[a,!:l ¢ [aTazl « [aEaZaB} P [aTaZO . oazj .
est une base d'un filire de Cauchy c:onvergg{‘xt vers un point [0 ] € Smg et constitue
un systeme fondamental de voisinages de ¢ . Tout point limite de T" est atteint par une
telle filiration, puisque I' est proprement discontinu dans le complémentair*e de tout
€ —=voisinage de 1'ensemble des points [¢ ] (en effet un tel ¢-voisinage contient la.

réunion finie Kg des ensembles [a ] dés que kﬁs < €), On a donc défini

17 °00 A4
ainsi une application surjective ¢ » [0 ] de 1'ensemble des bouts E(G) sur 1'ensem-
ble limite £(T'}. Cette application DI‘ est injective puisque, si deux bouts distincts

o et o' different par le f-idme terme, ap aéa"lg les points limites [0 ] et [0']
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sont séparés par les voisinages disjoints [a} oo Gag] et [31 oo 03&1 . Finalement Ilr

est continue, et donc un homéomorphisme, puisqu’un systeme fondamental de voisinages

de o (i savoir les {Ul (o)} définis au § 11) est envoyé sur un systéme fonda-

1€IN
mental de voisinages de [0 ] dans £(I"} (2 savoir les compacts

&£(ryn [a] PN }}1 ¢Ne Par construction Il induit un isomorphisme d’actions
(G,E(G)) = (G, £(TV].

Dans cette construction de 1"ensemble limite £(I'), 1é point fixe attractit ¢
d'un éiément h € T’ ‘est aésocié 4 une suite périodique ¢ € E(G). Chaque orbite &
sous=groupe d'isotropie Z est donc associée i un cycle primitif ((a1 .o eag)) autre
qu'un élément basique d'ordre fini. Si h est un conjugué de (a.l oo Gaf) , le spectre
de sa dérivée Dh au point fixe { est contenu dans le disque de rayon klm1 .

On peut alors remarquer que la démonstration utilise seulement le fait que les
applications basiques (ai% en nombre fini, sont contractantes sur les compaéts
basiques [ajj , ennombre fini. Ainsi la stabilité de £(I'} sous les perturbations
des générateurs canoniques {donc des 8y € A) résulte d'arguments standard sur les
contractions (cf. [6]) : Si l'ensemble limite £(I') d'un groupe I est filtré comme
ci=dessus, alors I' aun voisinage uI, tel que pour tout Te up, et avéc les m8mes
ensembles basiques de départ [‘E;E]: [a], chaque point limite [T ] est la limite d° uﬁe
base de filire

[a,!] - [alazj .. * [a1a2”°az;\ -

Nous allons monirer que 1'ensemble limite dépend continiment des générateurs
Canoniques o

Conservons les notations précédentes, ou 6 est un majorant des diamétres des

ensembles basiques [aj] , et k<1 une constante de Lipschitz uniforme de foutes les

applications basiques a, sur les compacts basiques [ajl . Etant donné € >0, il
£
4 o

[81 PRI ] de longueur £+ 1. Cfest un voisinage compact qui approche £(I') &

existe un entier { tel que kg@ < Soit Kp la réunion des ensembles
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. Puisque chaque application basique dépend continfiment (dans la C1»-

NP

moins de
topologie) des générateurs canoniques, il y a un voisinage Uu ¢ (I'Y de T tel que, pour

tout groupe I € u E(l’)g 1"ensemble fini d'applications basiques ?1:; de T admet, sur
- - ] —
le compact Ko = K09 une constante de Lipschitz k < 28 k. Alors le voisinage Kﬁ
£
2

de longueur (§+ 1) dans T, et ils dépendent coniinfiment des générateurs. En rédui-

approche £(I") & moins de pres. Enfin il y a seulement un nombre fini d'éléments
sant au besoin la taille de U, (T}, on peut supposer que pour tout L € u ¢ (T), le
point fixe attractif £ de chaque application (a] oo -2p. 1) est déplacé de moins

de . Siun point limite o € £(I'Y est dans [a1 oo oagaf_q} , le point homologue

4
R o o o = .
5] HP@ Hr [6] est dans [-a,] <o 8p8p 4 1. Ainsi pour tout T'¢ uE(I") la dis
tance entre [0 et [G] est inférieure 3 %+ % + % = € , L'homéomorphisme
nif@ I‘l’;l qui transporte £(I'} sur £(T ) déplace les points de moins de € , et
lvapplicﬁation locale T - I“Lr est continue dans la topologie uniforme., Ceci acheve

la démonstration du théoréme B.

Remarque 9. Chaque groupe élémentaire 'I‘j;; “admet au moins un cercle inva-
riant par chaque point de s™ (Dans'le.: cas de rotations, ce sont les trajectoires d'un
flot périodigue qui étend 1'action périodique de Zoz = les fibres de la fibration de Hopf
dans le cas de rotations sans point fixe). On peut alors connecter les groupes 1“i de

facon que I' ait un cercle invariant S = un cercle principal = ef induise donc un

groupe fuchsien de dimension 1 sur S. L!'ensemble de Cantor £(I') est alors situé
sur S. Mais cette propriéié est évidemment instable.

En dimension m > 1, le théoréme B est encore valable pour des groupes finis
Gi qui ne sont pas cycliques. Considérons 1'exemple suivant : Soit G <S0(3) le

groupe de 1'icosaedre, engendré par 3 rotations d!angles %? ) %—H . %1,7 dont les

axes rencontrent la sphere S2 en 3 points 529 539 §5 qui sont les sommets d'un

{riangie sphérique d'angles £9 -15“9 T, Clestun groupe fini d'ordre 60, opérant sur
27 3°5 ?

la sphére 82 avec points fixes., Soit D2 un disque co_ntenu dans un domaine .



- 63 =

fondamental, et 1 une involution ayarit D2 pour domaine fondamental. Le groupe

G*Z 5 engendré par G et {i} admet pour ensemble limife un ensemble de Cantor,

dont la symétrie interne est celle de 1'icosaedre, multipliée "ad infinitum” par les
involutions .

NI =1, N R £ s
Soit maintenant G = 7 1((}} le relevement de G dans le revétement a deux

3

feuillets 7 2 SU(2) » S0(3}. Le groupe G opére donc sans points fixes sur S” (la

variété quotient est une sphére d'homologie : ¢?est 17espace de Seifert
{=1:;0,3:3(2, 1), (3, 1), {5, 13}). Adjoignons a G une rotation d'ordre 2 autour
d'un cercle conienu dans un domaine fondamental R de ?‘jg et avant elle-mé&me une

ARy
botile D3 c R pour domaine fondamental. On obtient ainsi une actionde G % Z 5

sur 839 avec un cercke de points fixes, et un ensemble de Cantor K de points limi-

tes. Llaction libre évidente de G % Z., sur (s3\K) x 52
5

M~ d"un feuilletage de codimension 2 dont 1'ensemble minimal posseéde, transversa-

munit la variété-quotient

lement,; la syméirie de 1'icosaedre,

13. = FEUILLETAGES TRANSVERSES A DES FIBRATIONS
AVEC FIBRES SINGULIERES

Les constructions du § 12 permettent de construire une large classe de varié-
tés ayant les propriéiés des espaces de Seifert du théoréme A, c¢lest=3-dire un feuil-
letage avec ensemble minimal non=trivial transverse a un feuilletage par feuilles
compactes,

Soit ¥ : G+ G' un épimorphisme entre deux produits libres de groupes
cycliques satisfaisant les conditions du théoreme B, Supposons G et G'!' réalisés
par des groupes de transformations I et I'" opérant sur les spheres s™ of sP )
m=>2, p=>1, Alors G opére sur le produit [Sm\S(P)lx SP par glx,y) = (gx, bay)

Chaque fois que cette action produit est libre, 1'espace des orbites est une variété

fermée M™P munie de deux feuilletages transverses : un feuilletage F(I'') avec
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ensemble minimal exceptionnel, et une fibration par sphéres SP, avec éventuellement

des "fibres singuliéres” ’Sp/Za (espaces lenticulaires ou espaces projectifs),

1) Sillactionde T sur STN\E(I) esi libre, la codimension p est un nombre
quelconque = 1, et M™P  est un fibré localement trivial en sphéres SP au-dessus
d'une variété B = [S"N\ £(I"))/T", qui est une somme connexe d'espaces lenticulaires

1.™{&), d'espaces projectifs RPmQ ot d'anses S ><S1°

2) Si certains facteurs 1"'i n’opérent pas librement sur Sm9 ils doivent
&ire représentés par des facteurs isomorphes Fﬁl “opérant librement sur la fibre sP,
Si 1"] est d'ordre o, > 2, ceci exige que p soit un nombre impair et que 1'action
de Zoze sur SP soit réalisée par des rotations sans point fixe., Par exemple, si 1"1
est un éroupe de rotations autour d'une sphere Sm°29 on obtient dans M™P yn

m=2

fibré S x LP(a) de fibres singulidres LP (a, B 19 oo Bq) dont le type est défini

par l'ordre @ et un multidegré (319 ooo'BdL B, premier avec a. Les fibres
singulieres des espaces de Seifert usuels {(p = 1) doivent &tre considérées comme

des espaces lenticulaires ou des espaces projectifs de dimension 1.,

Comme au § 9, ces variétés peuvent évidemment &tre décrites comme sommes

o o 7 7 e F o m n
connexes le long des fibres de variéiés élémentaires S X Sp/ Gi9 Ce qui permet de

donner un modele simple pour les divers types de fibres singuliéres.

Dans le cas m=2, p =1, cetie classe de variétés de Seifert généralise celle
du théoreme A, puisque 1'espace transverse 2 la fibration, B% - M /G, peut &tre
n'importe quelle surface compacte, orientable ou non. En particulier le fibré trivial
Bz‘x S1 appartient a cette classe pour toute surface compacte B29 a 1“excepntion de
s2, 1%, RP? et le tore de Klein RP® = RPZ,

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de stabilité pour ces feuilletages
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COROLLAIRE DU THEOREME B. Soient I'ét I'V deux réalisations d'un m&me groupe

G comme dans le théoréme B, par des groupes de transformation opérant sur s™ et

Sp9 & :I"+ I'" un isomorphisme, Alors si 1'action produit de T’ sur

[S™\E(TVxSP aéfinie par g(x,y) = (gx, ®gy) est libre, et si la dimension m est

au moins égale a 3, le feuilletage F{(®) induit sur la variété quotient admet un ensem-

ble minimal exceptionnel structurellement stable,

Démonstration : Tout feuilletage F suffisamment proche de F est encore transverse

aux fibres Sp9 et son image réciproque dans le revétement (Smx K) x SP est une
déformation isotropique du feuilletage par {{S™\K) x -} , puisque S™K est
simplement connexe, Il en résulie que F définit une représentation ® de G dans le
groupe des difféomorphismes d'une fibre=base non singuliére, et ® est un isomor-
phisme sur chaque facteur cyclique. Par le ithéoreme de continuité des équations
différentielles le groupe image ?“"'%:%:'(G) dépend continiment du champ de plans F
dans la .C1 =topologie. Ainsi la stabilité de £(I'") sous lPeffet des perturbations de
I'V implique la stabilité de 1'ensemble minimal M de F sous 1'effet des perturba-

tions du feuilletage.
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