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INTRODUCTION.

Le présent mémoire contient l'essentiel de 1la démonstration des
théorémes annoncés dans les notes [15), [15bis ], Notre principal résultat est un

théoréme de structure (le théoréme B ci-dessous). Dans une seconde partie du

mémoire on va montrer comment la totalité des résultats de [1533 [15bis]3 et

quelques autres, s'y déduisent,

Dans [15] on avait déji annoncé que, si 23 est une sphére d'homotopie
lisse, de dimension 3, toutes les anses d'indice 1 de 23 X I peuvent &étre
tuées (voir aussi le travail de Wall [22])° D'autre part, la Conjecture de
Poincaré dit qu'on peut déja tuer les anses d'indice 1 de Z% . Notre théoréme

de structure, se place, en quelque sorte, & mi-chemin entre ces deux énoncés,

Pour pouvoir expliquer tout cela, on commence par donner quelques
définitions. On se place dorénavant, sauf mention explicite du contraire, dans
la catégorie différentiable (C°° ) . Si X est une variété différentiable, le
double de X : 2X , sera, par définition, la variété différentiable obtenue
en prenant deux exemplaires disjoints de X et en recollant leurs bords, suivant
1'application identique: 1d(9 X) : 3 X —> 3 X . (En particulier, si 3 X = ¢ ,
2X consiste de deux exemplaires disjoints, de X ). On va considérer l'inclusion
X ©2X , qui identifie X avec le premier des deux termes X + X = 2X , ce

qui définit une paire cancnique (2X, X) , déterminée & difféomorphisme prés,

On a aussi une involution camonique : i(X) ¢ 2X ———> 2X qui permute les
P

deux termes de la somme X + X = 2X , et dont l'ensemble des points fixes est

leur bord commun,

On considére maintenant la paire canonique:

(20p # (s, x D)) 5 p #(5, x5)) = (p #(s; x8) , p#(5 xD)

(ot # signifie somme connexe de variétés et: p ¥ Xn = Xn # Xn # ... F X‘1

e

p fois



Dans p # (S1 X 82) on se donne p cercles différentiables = sous-variétés

difféomorphes 2 S1 ), deux-3-deux disjoints: 21,,0.,ZP . Soit T 1le triple:
gpi o
= . i
=(p #(s; x5 5 p #(s xD) , tjz ).

On dira que T est FAIBLEMENT NON-NOUE s'il existe un difféomorphisme (de

paires):

(p #(s; x8,) , kw} sty —» [(s X sé , s} xx) #

2 2 2 P P P
(5] XS5, 8] Xx,) # ..., #(s X Sy, 8] X xp)]

i . . i
(ot x, € S2 , et les opérations de somme connexe ne touchent pas aux 8§

i 1 X xi ).

(Remarque importante: Tous les difféomorphisme (p # (S1 X Sz)) —E~> (p # (SIXSZ))s

considérés dans ce mémoire, s'étendent 3 un difféomorphisme
(p # (8, XD)) —=—> (p # (s, XD,)) , c'est-a-dire, qu'ils donnent lieu & un

diagramme commutatifrde difféomorphismes et de plongements:

dp # (s, XD )) P #(s X S,) ———;7———> p # (s, X sz) = dp # (s, x D3)>

p X (8, X DB) >pX (s X D3) .)

b4

On dira, que T est MOYENNEMENT NON-NOUE s'il existe une partition p = ntm

{n, m € {O, 1939,}) , et un difféomorphisme de triples:

i
(p # <Sl X 82) 5 P #(Sl X DZ) , UXZT) -—;7—">
11, .1 1 \ P P, P P p
[<31As2 3 87X Dy, Sy Xx;) #,,,..#(s1 X 85 3 S XDy, 87 X xp)]

~ ° i o s j j 2 L — =
< - = =
ou Xi € int D2 si 1 n et Xj € 82 D2 si j ntl,.eoo.sP n+m



1 2 .
# 1 < < ait
Figure 1, TTUZ 2 #(S1 X Dz) 2 #(81 X 2 Dz) est faiblement

non-noué {quoique (2 #(S1 X D2) y Zl U Zz) soit noué!l)

Enfin, on dira que T est FORTEMENT NON-NOUE , s'il existe un difféomorphisme

de triples:

-3
L TTL 2
// / \‘, /
V' P2 # L)
f # 'ﬁ%
q ¢
2 5

Vo= (24050 xTo, 47 9 ‘
o RS 20 x5 V= 2(2#C,x0)).

Figure 2. I SN, ¥ 2 K5, X D,)

i, af

Le triple:

1, 2
(2 #(sl X SZ’); 2#<slx1)2>9 U ) est

moyennement non~noué,
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(p #(s, x5) 5 p Ks; xp) , UshH —>

2 R

1 1 1 1
E(s1 X8, 3 8; XD, si X %) #.....#(sg X sg; si X Dg, sg X xp)] ,

-~ - i 2
ot tous les X, € int D, pour i=l,...,p .

1 2
ig c -noué
Figure 3, % UZXZ 2#(81 X D2) c2 #(Sl X Sz) est fortement non-~noué,

On a des implications évidentes:

fortement non-noué = moyennement non-noué = faiblement non-noué,

©
Je rappelle maintenant que, si M3 est une variété C , de

dimension 3, orientable, connexe et fermée, un diagramme de Heegard (de

longueur p ), de M, , est ume paire de variétés c” (M3, Tg) , telle

qu'il y ait des difféomorphismes:

P _ - _ P
Ty = P #(s1 X D2) My - dint T

Le sens de notre '"théoréme de structure" deviendra plus eclair si

1'on commence par énoncer le résultat relativement facile, qui suit:

&8
THEOREME A : "Soit X3 une variété C , de dimension 3, orientable, connexe

72Pty

et fermée, qui admet un diagramme de Heegard de longueur 2p + q : (XB’ 3 s
avec les propriétés suivantes:
Ils existent (2p+q) cercles différentiables de BT§p+q: S%,,O.,S%p+q s

tels que:



1° Si est homotope & O dans X3-int T§p+q .
2° 8i i <p: Sil_l n S%l consiste exactement de deux points

d'intersection transversale, Il n'y a pas d'autres intersection Si N Sf GG L) .

3° On considére la paire canonique:

(2T§P+q , T§P+Q) = ((2p+q) 7 (8, X 5,) , (2p+q) #(s; xD)) .

TIls existent 2p+q plongements différentiables:

F.: 8, XTI ——> T2PT 5, p2PFa
i 1 , 3 3
incl,
canonique
. 30 -1y p2p+dy o = p-i¢gt
tels que: 3°-1) F, (3 Ty ) §, X0 =F, (sl) .

3°-2) Fi(sl X I) coupe 9 T§p+q transversalement,
3°-3) Fi(s1 X I) et Fj(S1 X I) se coupent transversalement et:
(s8] N s7) — rro(Fi(s1 Xx1) N Fj(Sl X 1))

est une bijection (ol ﬂs = 1'ensemble des composantes connexes par ares).

3°-4) Le triple:

2p+q
( 2 T2PTL, p2PHq U F.(S. X 1))
3 3 i=1 i1

est FORTEMENT NON-NOUE,

Alors X, = S, (difféomorphisme)," O

THEOREME B (Le théoréme de structure):
"Soit Zé une sphire d'homotopie lisse de dimension 3, Ils existent des

nombres p, q 2 0 (dépendant de 25 ) et un diagramme de Heegard de longueur

2P+Q)

2p+q , de Z, : (Z, , T3

3 s, avec les propriétés suivantes:

Ils existent (2p+q) cercles différentiables de

3 T§p+q H S},oa.,Sip+q , tels que:
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1° Si est homotope &2 O dans Z% - int T§p+q .
2i-1

2° Si 1 =p Sy N S%l consiste exactement de deux points d'inter-

section transversale, Il n'y a pas d'autres intersections Si N Sf (3 # 4

3°  On consideére la paire canonique:

’ép*—q S Tipﬂ) = ((2p+q) # (s, X'5,) , (2p+q) #(S; X D,))

Il existe un r =q et (2ptq) plongements différentiables:

(2T

¥, Sy, XTI ool T2p+q incl., canonique
i 1 3 "**h-___‘__‘_‘_~_“‘_‘~__‘§
2Pt
~2p+q . 2p+q inecl,
: —_— - g
F2p+'r+j Sl X1 ZT3 int T3 canonique

(i=1,...,2p+r , ji=l,...,q9=r) , tels que:

o -1 2p+qy _ - -1, 1
3°=1) Fi(BTB ) 5, X0 Fi(Sl)

3°.2) Fi(sl X I) coupe d T§p+q transversalement,

3°=3) Fi(S1 X 1I) et Fj(S1 X I) se coupent transversalement, et:

m (st nsd > (F, (5, Xx1) NF,(S, x1))
o 1 1 o 171 71

R

est une bijection,

3°-4) Le triple:

2pt+q
(o TP, ofPta U F.(5. X 1))
3 3 1=1 i* 1l

est MOYENNEMENT NON-NOUE .

o

4°  Soient x. , x. Lles deux points de g2i-l n g2 ¢y p) , et

1. 72, 1 1
supposons que 0 T§p+q stil-l s S%# soient orientées, Alors:
. 2i=1 21 X 2i-1 21y 0O
1ntxi(S1 s S1 ). 1ntxi(S1 s S1 ) J

1 2
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Remarques: I, En utilisant le lemme de Dehn-Papakyriskopoules [11], on voit tres

facilement que la propriété 1° (théorémes A, B) est équivalente a: 1°-bis, Ils

«©

existent 2p+q plongements C S

G, : D

- q.
> - P o
9 23 int T3 , tels que:

o 1. oo
1°~bis-1) Gi(a D,) = 8]
o s -1 2p+qy _
1°-big-2) G4 (d1y7 ) =293D, .
1°~bis=-3) Gi(Dz) coupe 3T§p+q transversalement,

1°-bis-4) Si i Sp Zi(DZ) se coupent transversale-

P Gy 1(Dy)) et G

. PP i i . .
ment, suivant un arc dlextrémités X s Xy o Il n'y a pas d'autres intersections

Gj(Dz) , G&(Dz) (3 #4 .

En fait quand on démontre le théoréme B on trouve directement 1°-bis, sans passer

par 1°,

11, La propriété 4° (théoréme B) est équivalente a: 4°-bis, S1I i =<p ,
w o - : 3
les voisinages réguliers, C , de S%l t U Ssl dans 9 T§p+q , peuvent se
plonger différentiablement dans R2 .
Pour la commodité de 1l'exposé on énonce aussi un corollaire trivial

du théoreme B:

COROLLAIRE B! : "L'énoncé du théordme B reste vrai si 1l'on remplace le terme:

MOYENNEMENT NON-NOUE
par le terme:
FAIBLEMENT NON-NOUE ," @
Ce corollaire pourrait se démontrer directement en utilisant les techniques
de la Thése de 1'auteur ElZ]o Ces techniﬁues sont d'ailleurs largement utilisées

dans ce mémoire

Le corollaire B', (plus une petite construction supplémentaire, voire

Eleisj et la seconde partie de ce mémoire) suffit déji, pour tuer les anses
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d'indice 1 de 23 x I ([15], [15bis], [22]) (corollaire C ci-dessous), Le
corollaire B' se place au niveau de la figure 1, tandis que le théoréme A nous
dit que "les conditions de la figure 3" permettent de tuer les anses d'indice 1

de X3 . Notre théoreme de structure se place au niveau de la figure 2, et le

-~

progrés réaglisé par cette figure, par rapport & la figure 1, est, en quelque
sorte, la motivation de ce travail. Il existe un certain espoir que le théoréme
de structure contient une description suffisamment explicite de 23 s, pour nous
permettre d'aller plus loin,

On énonce, pouyr finir, deux autres corollaires du théoréme B, sur

lesquels on va revenir dans une seconde partie de ce travail (voir aussi [15],

[15bis], [22D).

COROLLAIRE C : "Soit Z% une sphére d'homotopie lisse de dimension 3, et

D3 CiZ3 un 3-disque plongé différentiablement., On peut réaliser

(Z%-int D3) X I , en ajoutant des anses d'indice 2 et 3 a D, :

(Zé—int D3) XI =D, +(¢%)+ oo +(¢g) + (¢%)+ cae +(¢§) .

Donc:

_ 1 1y,
23><1—D4+(‘P;)+,.,,+(gog)+(<,o3)+,..+(d§ ) 0

Ce résultat a été obtenu, aussi, indépendamment par C,T.C. Wall [227].
Je rappelle aussi le résultat '"standard" suivant (voir, par exemple [15bis]):

- [=-]
"Soit X3 une variété C , orientable, connexe et fermée, Soit, aussi,

(X,, Tr) un diagramme de Heegard quelconque de X , olt:
3 73

3

r _ 1 1 r r
T, = (53 XD2) Fooeeuo F (Sl XDZ) .
Soit Oi = le centre de D; .

X3 est une sphére d'homotopie si et seulement si, ils existent des

applications continues

£, : 8, ——> 3T

i 1 9 i=1,...,v) ,



telles que:
(i) £1 est homotope (dans TZ ) 2 1'application: 8, = S; X Oi .
(ii) 41 est homotope 2 O , dans X, -int TZ R =

Le corollaire D est une variante isotopique de la proposition homotopique

donnée ci-dessus,

COROLLAIRE D : '"Soit Z% une sphére d'homotopie lisse, Il existe un r=r(2§)

o]
et un plongement C

1 1 r r
h : (sl X Dz) Fooo F (s1 X Dz)-—————> 23

<]
tel que ( X, , Image h ) soit un diagramme de Heegard, et des plongements C :

3

1 1 r T
> a((s1 X Dz) #... # (s1 X Dz))

ayant les propriétés suivantes:

(1) Li est isotope (dans (Si X Dé) # ... # (Si X D;)) , au plonge-
i

&
ment C : S. = S1

1 x 0y

(ii) hL, est isotope 2 O , (c'est-3-dire hLi(Sl) est bord d'un
"

disque plongé différentiablement) dans ZB—int (Image h ) . =

Pendant 1'élaboration de ce travail l'auteur a été subventionné
ou hébergé par plusieures institutions auxquellies il tient & remercier ici:
Harvard University, Northeastern University, National Science Foundation

(NSF Grant G,P, 6299), l'Institut des Hautes Etudes Scientifiques, et la

Faculté des Sciences d'Orsay,
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Le plan du mémoire: On a commengé par un chapitre 0, de caractére en grande

partie expositoire, contenant les préliminaires de topologie différentielle
nécessaires pour la suite. On y trouvera, entre autres, une version c‘*sans variédtés
de dimension infinie™ du théoréme de transversalité de Thom-~Abraham,

Le chapitre I introduit une topologie "3 1la Zariski" pour les immersions
génériques et contient 1'énoncé du LEMME FONDAMENTAL .

Le -chapitre II montre comment ce lemme implique le théoréme de structure
(théoréme B ci-dessus),

Les chapitres III-IV, qui sont la partie essentielle du travail sont
consacrés & la démonstration du LEMME FONDAMENTAL , On y developpe trois
techniques plus ou moins indépendantes: un foncteur d'epaississement
(thickening), un procédé d'élimination des points triples, par "l'inversion"
d'un certain type de projection d'espace-quotient, et une technique d'invariance
par rapport a4 la chirurgie (surgery), en dimension 3, C'est la confluence de ces
trois choses qui nous permet de prouver le lemme fondamental,

Le chapitre V démontre le théoréme A,



LISTE DE SYMBOLES ET TERMES EMPLOYES (avec 1'endroit ol ils apparaissent pour

la premiére fois),

C4(...) wva désigner 1l'adhérence ('"closure") de l'ensemble (...)
ﬁé(X) va désigner l'ensemble des composantes connexes (par arcs) de

l'ensemble X , #E désigne le nombre d'éléments de 1'ensemble E

Xy OX) convnnnnonnnnn
1y 2

W oo s osseasesesnacsesnsesnessassssnasncs Pparagraphe 0,1,

anse NEZAtIVEe . .o.svosoecoseoesoonnsocascsssnsssocaoasasancacsscnsosoo Par,0,2,
i
M (£), Mi(f) o o o aaso s oo eeasassecaennneseassenesecrecesssocanconacaces PA¥ 0.4,

générique-au-bord ...

$ 8 6 8 0 & 3 & 6 0 & 6 0 4 0 8 e 0 B P S s e 0 4O 6 0O 60 G O 6D O 8B S OGO O O O O O Par°o°4°
A _ L. . £
E” = i-éme puissance cartésienne de E

1 PN . P
S'E = i-éme puissance symétrique de E .,

. . i
diag, E € Diag, E CE
i i
PP < T x 5 O A8

1 . .
8 czaé cs'e
E

variété faible .......0ieeoeoresooosenssoansovocsccasccasescsvoncoace DPAT.0s4,

B qUIVAL N L s uv et onosscosroocnsesssonssansasseosnscnsosooncsnsacocss d6£, 1.1,

-~

3-disque & EXOUS  o.vocvveenovosoossccesonsrosossessnssovennancasoss Q8L 1.2,

B(E) i ieivuoooconracasooscaoanscosasscsasccossosocosssosssssoosase GEE, 1.3,
Y , relation d'équivalence f-admissible .........cc0000000000000000. QEE, 1.4,

£(Y) : X/Y

> Y

cf, 1.4
oo o oo o oecassssoesscesoescoososesossesscccoans GEE, 1.4,

La Z-topologie (de B(F£)) .....veeeivoonoesnvesoncencoooonsnoncocaseo GEE. 1.5,
A

Ciz(P) 4 s s 0 e s o s a0 aeeaoeacessesoseecansesesasasecrsccssessesos lLemme 1.6,
formation (X, £, Y, W)  t.veeocecenscncnasonseossssncenconsonosaons d8E 1,7,

h(X, £, Y, W2 H(X, £, ¥, W) — Y  t1tveerereooocsonssososcoasnons

(Ks’ s(K,)), J(K3), Ky & Ry v déf.3.1.

3

variété singuliere X3 oo e o sesaossasesesosseessssacsoonnssssacssens GEE, 3,2,

s(XS) I T T T T T lemme 3.1,

i , immersion (générique) d'une variété singuliére ................ dé£.3.3,
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Z~topologie de  B(J) . .ii.ieeerorosecosesenrosnsonsasnsoenoessscesnsss G8E.3.4,

() ittt iieoeeoneencoceoneoneanonannnenennnens R « (3 G O
K, = (K2)2 + (Kl)l TR e cecesvearecioeoses G6£,3,5.1
(kys P)s 3(kyDs Ky 8k, 3K, wovviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiilL ., déEL3L6,
2-polyedre singulier (K2, £, M3) '
e s arececsessto0ooose e enanaa . déf, 3.7,

S(KZ) = ensemble singulier, 9 K,
M, (£) E——> M, (£)

J/n VA
ME(E) S MECE)  ertvneeinneenreenneene e ense et eaieneeane., G6£,3.7.1

®3(K3)3 ®3(f) .00 © & %0 000065 E 050608 6086 0OCC S S 0650600606006 606568280648 6608 leme 3@20
difféomorphisme (de 2-polyddres singuliers) ........cecvvvvvecncenco.. A6£,3.9,

complétement collapsible
-1 L treerseesscesaanaas ceeceaserasnseraesa.o d€£.3.10.

= ¥ :
K, =Ky #k, #.....7k,

spécifier une branche (pour une résolution des singularités de K3) .. déf, 3,12,

résolution des singularités: T : V3'———> X

) 3
> 1T
S et e reeeneononn Cevenoens
) K, — K2)

(pour (K2’ £, M, déf,3.13,

foncteur d'épaississement:

il

8 : (v, ——>%,) = (§,(X;), 8(M, V) ..oeuunn..... lemme 3.5,

3

opérations élémentaires 0(1), 0(2), 0(3), projection d'espace-quotient

du type O(1) , CONETENCE ...cuioeecosocnccosooasosansosnsnansnsseceas GEE,3,15,

opération O0{o) (dégénérée) .......ceceveurnnnnnennenns ceeoeceseesoe. dE£.3.16,
séquence principale de longueur ¢ PN csresanns eeves.. d€£,3.17,
relation d'équivalence acyclique ...........ccoiviuinns ceoeseao . lemme 3.7,
k-anneau singulier k(Sl XI) irinereocnnnnnaanns Ceretereaeanae Ceeee déf, 3.17.0
opérations Al s A2 G oo eesscecenesrnsesenvansescsresseasas A6£,3,18, 3,18,1

branches spécifiées (non-spécifiées) Mz(p) s Mi(p)yu(remérque aprés le lemme 3,9)

p# : s(Ké) —>s(X,)) ....... e teeeniieo e treeessos lemme 3,15,
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~2 2 <
a(ed , Mo M e crrrorrsessoaces d6f, 3,19

1 T Ll 3. 16,
glissement élémentaire: (LZ’ g, M3) = (LZ’ é, M3) s

disques actifs, disques as80Ciés .....vvvviirorronnnnnoennn vessoes dEEf, 3,20
chemin de J,H.C, Whitehead .............. Cerer e Ceeeeaeeeas ... déf, 3,21

b(h) = le nombre de bouts de Y(h)

S pi S m+b(h) S ¥ .
Py 5 Py q@ > P2 T b,/ M oo e . déf, 3,22
p, ——>7P _/h —> P _/¥(h)
2pm) % g 2

T 8By /h) ——>5(2,) vt UT TR at. 3,22.1
inclusion canonigque: i:s(Lz/g) > S(Lz/é) et . déf, 3,23,

2(M_ rel N .) i, fereeeana ettt ve... déf, 3,24,

n n-1
bonne présentation des singularités: P2 = Pé # D; F oo, ... déf, 3,25,
successeur, succession Z = 1(p, XP))seeeld oeriiiiiinnn.. e déf, 3,26,

bourgeon, bourgeonnement (@ P, Bh , M3)
s seosass it eeesoeaens déf, 3,26.1
s(p) € o(B Pz/Bh) < s(B PZ/Bh)

N = inverse de p(h)# compatible avec 1a succession X

ceeaaan déf, 3,27,
(2 —>p. 1= %)

succession Zl , bourgeon A(p) , projection P(p) ........ ....lemme 3,21,
isotopie & 1la source, au but, de seconde espéce .,.......... caonns dégf, 3.27.1
succession vide , bourgeomnement fotal ...............c.i00. . déf, 3.28,
application excellente ............ C bt e reat st een e asson . déf, 3,29,
(B, 1, [BE], M) ooooeiiiiiiin, e e . déf, 3,30,
conditions T et E(f) ................ feeeeanao e eas déf, 3,31,
bourgeonnement B , projection Pi s succession 22 PERREEE lemme 3.21.2
b (g, ), ﬁ;(g, >3 e . lemme 3,22,

la relation d'ordre (T, x) sur le graphe I 2 x ............. . déf, 3,32,
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fibré singulier & : T T > E > >T , fibres du type A(A%) s

3E ....... e e et eeeasee e e s e ea e e s ensas oo ve... déf, 3,33,
fibré dual: 5* : T —> E* ——> e ..... déf, 3.34,
o(T) €T points de ramification, Ti s Yy 0 € eeeeeeennn e lemme 3,25,
sous-ensemble "bon" ,.............. e BN .. lemme 3,26,
(triple) défini comme a 1la fin du lemme 3.26 ..... e eeeaeaeeos . lemme 3,26,

(définition 'magique" ).
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CHAPITRE O : PRELIMINAIRES,

0.1) Somme ("amalgamée") d'espaces topologiques: On va considérer des espaces
P: g

topologiques Y, X X, et des applications continues f1 , £ comme ci-dessous:

1’ 72 2

N

La somme (amalgamée) de X, et X, suivant (Y, f,, £,) qu'on désigne par

1 2 1’ "2
S i . o
1. X, , ou souvent, (par abus de notation): X, X2 , est un espace
> Y
(Y’fl’fz)

topologique muni d'agpplications continues, formant un diagramme commutatif comme

/ \’
o~ \X/

2

ci~dessous:

et qui resout le ''probléme universel" suivant:

Considérons un diagramme commutatif:

*
57N
Y 5 > 7
X\ /
3z,
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I1 existe alors une application continue, unique:

X, @ x  —
1Y2 o @B

qui rend commutatif le diagramme suivant:

o

\/
<

z X, .
8

X1 7] X2 est l'espace quotient de la réunion disjointe X1 + X2 , divisée par
Y

la relation d'équivalence définie comme suit: x, y € X, + X, sont équivalents,

1 2

si et seulement s'il existe des ZyseessZ (en nombre fini), dans Y tels que:

k

k-1 a7

p:¢ Xl » X2
’E’. t. fi RN r\ £,
N t2 3 \ N\ 7 Tkl
“1 2 3

z

k

ol x, € Xl + X2 et 1j € {1, 2} .

Si X1 s X2 , Y, fl s f2 s Zy, &, B appartiennent & la catégorie Cm

on dit que o © B est faiblement différentiable .

On peut considérer aussi:
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£ *1
e
Y
}\JXZ
¥
2\
f4 P X3

©

et définir: X, X, & X, . On ades propriétés d'associativité évidentes,
Y
2

<
o

-]
Dans le cas particulier ou X1 s, X, sont des variétés C a4 bord, avec

2
dim X, = dim X s, Y une variété CQo a boyd de dimension dig K,-1 et
1 2 i # 71
&«
£, € prd (Y, BXi) = espace des plongements c” Yy —> BXi » 1'espace X, & X,

Y

-]
se trouve muni d'une structure de variété C , canonique (par abus de notation

X1 g’ X2 va désigner, dans ce cas-1a cette variété C°° ). Les applications

c” . Xl $5 X2 > ,.... sont automatiquement ‘'faiblement différentigbles® ,
mails pas réciproquement, On appelle Xl ?9 X2 la '"somme des variété différen-
tiables X; et X, (suivant Y ;i Un cas particulier est la somme connexe ¥

(des variétés a bord). Un autre cas particulier est '"l'adjonction d'une anse

(d'indice A )" qu'on va rappeler dans le paragraphe suivant,

[-+]
0.2) Espaces fonctionnels et agnses: Si X et Y sont deux variétés C , on

&« [=-]
va désigner par C (X, Y) 1l'ensemble des applications C : X =Y , 81 Z
=]
est une troisidme variété, une application Z —> C (X, Y) est différentiable,

[-~]
par définition, si l'application correspondante Z XX —> Y est C

On fait donc l'identification:
-] -]
¢z, ¢ (X, V) =¢ (Z XX, Y)
X
f €C (X, Y) sera appelée une immersion si, pour chaque x € X , la suite:

T £
x

—— >
0 Te X Tex) ¥
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est exacte, Une immersion qui est aussi injective est appelée un plongement |,
(=] ©
On a ainsi trois espaces emboités: P4 (X, ¥) € Imm(X, Y) &C (X, Y) .
-] X
Diff (X, ¥) ©C (X, Y) wva désigner les difféomorphismes X —> Y et

Diff (X) = Diff (X, X) .
Les éléments de
c°°(1, Imm(X, Y)) = ImmI'(X XI, Y XI) |,

(ot £ € ImmI(X XI, YXI) © Imm(X XI, Y XI) si et seulement si le diagramme
suivant est commutatif:

f
XX ———>Y X1I

N

sont appelés homotopies réguliéres , Les éléments de

(I, PLT(X, V) = PLI(X XTI, ¥ X I)
sont appelés isotopies (différentiables),

{--]
On va considérer maintenant une variété C a bord Mh et

Dn = DX X Dn-X de bord

aDn =-Sn—l - SK~1 X Do-a T Dy X Sn-}\—-l .
Si 1'on part de:
oD
. n
i
Slulx Dn-X
(p)\)a M
n

~

x®
ot i est l'inclusion canonique, et @ € pd (S;\_=1 XD 3 3 Mﬁ) on définit

0 # ~ m
(la variété ¢ ):

M+(QOA)=M 35] (D}‘XD }\) .
n n n-
Sy_1X D, _
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C'est, par définition, M 2 laquelle on a ajouté 1'anse d'indice A, @ -

A difféomorphisme prés, Mh + (¢k) est déterminée par la classe d'isotopie de

-]
$XISA-1 X0y € pi (Sk—l’ 3 Mh) (or 0 _) = le centre de Dn—l) et par la
trivialisation du fibré normal de ¢X(SA—1 X On—h) dans aMn s, induite par
Ceci est le cas 'absolu" . On sera intéressé aussi dans le cas plongé ,
ol M.n est sousvariété de Np (3 & Mh C:NP étant ‘1'inclusion canonique), et ol

l'on se donne un @K € Péw(thX Dn—k’ NP) tel que
8 (D) XD _3) NM =& (D XD 4) NM =&(sy ; XD ) .

&
On définit 1le plongement @ € pL (Sk-l XD 3> aMn) par:
Q) = j—lo <§}"|S>\_‘l XD 5 et M + (¢k) se trouve canoniquement plongé dans
Np . (On va désigner par Mo+ (qk) la sousvariété correspondante et par abus
de notation on écrira souvent M +(§k) au lieu de M +(¢k) ).
n n

Tout ceci concerne les anses positives . On aura besoin aussi

d'anses négatives

On part d'un ¢k € Pém(DX s Mh) tel que:
-1 _
(<p>¥) ~(aMn) =30y =5

-}
et qui rencontre BMh transversalement, Il y a un ék € pri (DX XD 3 Mh)

déterminé univoquement (A isotopie pré&s) par les conditions:

a) @AIDA X On_x = (6\

-1
b) (371 (au)

SK—l X Dn—k
¢) %(D, XS_,) rencontre 3 transversalement,
AT n-A . n
Par définition:

M -(@) =M - 3(Dy xint D _3)

= - mnwit . . 1t ] 1 . P .
Le passage Mn Mﬁ (¢k) est 1 adJonct;on d'une anse d'indice A , négative,
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Les anges négatives sont automatiquement 'plongées"
On va considérer maintenant deux (m+l)-tuples:
. N . c 0
(Mn’ Xl”“”Xm) olt: (Xi Mﬁ) et:

(MV; XF

’ Yo 1M
! 1,‘,..,,xm) olt: (Xi Mn)

©
Un difféomorphisme entre ces deux (m+l)-tuples, est un £ € Diff (Mn’ M%) s
tel que £(X,) =X! .
i i
On donne sans démonstration le; lemme suivant qui est "standard"
[181]:
LEMME 0.1: "On considére un triple (N ; M, F) ot M CN -N_ = int N
- p n n p p P
&0
est une sous-variété C et F CZNP un fermé. On considére aussi
I . o . ’ » _
ék €prd (DAXDn—A’ int Np) R @A+1€ P4 (Dl+1x’Dn—k—1’ int Np) tels que QK re
présente une anse d'indice A ajoutée 2 th‘et §K+1 une anse d'indice A+l
ajoutée 2 Mh+(§l) . On suppose que:
(1) 1Image QX NF = Image ¢
o o @
(ii) QK(OK X Sn—h—l) et K+1(SK X On-l-l) ont exactement un
point d'intersection transversale dans B(Mn + (@X)) .

On a un difféomorphisme:

(Np; M , F) = (Np; Mo+ (é;\) + (@Ml) , F) ." O

COROLLAIRE 0.,1.1: "On considére un triple (Np; Mh , F) comme avant,
n-A
¢

pas nécessairement disjointes:

®
vc ) e
€ pd ((Dn—X’ Snwk-l)’ (Mn, d Mﬁ)) , et deux anses d'indice A+l , plongées,

i ® . .
@k+1€ pL (DX+1 XD 3.1 int Np) (i=1,2) .,

On suppose que:

(i) TImage wn—l NF = Image ok
(ii) ¢n_l(Sn_x_l) et @i+l(sk X On—k-l) ont exactement un point

d'intersection transversale dans 3 Mn .
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On a:

1
A1

° ! ° 2 "
(Np, Mo+ (% ,.), ) (Np, M+ (6A+1) , F) . m]

COROLLAIRE 0,1,2: "On considére un triple (Np ; Mh , F) comme avant,

n-A % . ® .
q;i € pi ((Dn_x, sn_}‘_l), (Mn , O Mn)) (i=1,2) et @Mle P (Dl+1><Dn_>L_1,1nt NP)
une anse d'indice A+l ajoutée 2 M . On suppose que:
, . n-A _
(i) TImage §X+1 NF = Image wi NF =¢ .
.. . n-A .
(ii) §K+l(sk X On-l—l) et ¢i (Sn—K-l) ont exactement un point
d'intersection transversale dans 3 Moo
On a:

n-A

M, mr o

n- —3 Y
(Np; Mn-(tbl ), F) = (NP, Mn—(l]l

Pour fixer les notations, on rappelle aussi les définitions de la chirurgie de

Morse (surgery) dont on aura besoin: On part d'un:
Uy € PL( X int M)
A Sh-1 X Ppoagre TRt M)

On considére les identifications canoniques:

A .
a(sx-ﬁ‘ Dn_M_l) —_— Mn-llr}\(sh_lx int Dn_Ml)

S\-1% Sn-a ////’”

7~

oDy X 8_3) .
et 1'on définit:

MM 5 ) = (M -3 (sy ;X int D D) 8 Dy xs 40 .
ey

Sl—lx Sn—l

n-A+1

C'est, par définition, le résultat de l'application d'une (opération de)
chirurgie (de Morse) d'indice Ao, 2 Mﬁ . Il y a une relation évidente entre
les anses (positives ou négatives) et la chirurgie (le bord de la variété qui

résulte par adjonction d'anses est le bord initial auquel on applique une
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chirurgie ...J.

0.3) Rappels sur la théorie des immersions de Smale-Hirsch: (voir [17], [19],

(8], [13], (7], [16], [5], (14D,

Les démonstrations de tous les théorémes de ce paragraphe sont contenues (comme

cas trés particulier) dans [147.

THEOREME 0.2: "Soient X' © X des sous-variétés emboitées de X, , telles que:

1

a) dim X = dim X1 Sdim Y =n

b) X, = X + (des anses d'indices <n ),

1
On se donne f € Imm(X', Y) et on considére Immf(Xl, Y) CIImm(Xl, Y) , l'espace

®
des immersions X, —->Y qui étendent f , muni de la topologie C (et

1

compacte - ouverte),

L'application de restriction:

est une fibration de Serre," O

THEOREME 0,3: "Seit X' ©€X telle que X = (le voisinage tubulaire de X' dans
X ) + (des anses d'indice < dim Y ).

On se donme f &€ Imm(X', Y} (dim Y 2 dim X) et on considére

R(TX, TY) 1'espace des applications fibrées TX —>TY , injectives sur
chaque TXX , muni de la topologie C-0 .

RTf(TX, TY) ©R(TX, TY) est l'espace des applications qui étendent

TE
Dans ces conditions:
T .
I-mmf(x, YY) ———> RTf(TX, TY)
est une équivalence d'homctopie faible.," O

On remarque, enfin ue (par un théor2me d'approximation fagile),
3 3
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chaque fois que £, g € ITmm(X, Y) se trouvent dans la méme composante connexe
de Imm(X, Y) (donc sont reliées par un arc continu) elles sont régulidrement
-]

homotopes (donc, sont reliées par un arc C ).

On donne plusieurs applications plus ou moins immédiates:

COROLIAIRE 0,4: "Soit X wune variété a bord , de bord X , et Y , telle que
dim Y >dim X ., On se donne f € Tmm(dX, Y) et on désigne par i:dX &X

1'inclusion canonique, Il existe un F € Tmm(X, Y) qui rend le diagramme suivant

commutatif:

X > Y

si et seulement s'il existe un @ € R(TX, TY) qui rend commutatif, 2 homotopie

fibré prés, le diagramme suivant:

T(¥X) If > TY
Ti\ /
TX . it

COROLLAIRE 0,5: "Soit wn+l un h-cobordisme entre deux exemplaires de Sn

m]

[++]
Soient h, €PL (S, dW_,.) (i =1, 2) 1les difféomorphismes entre S_ et
i n n+l n
les deux composantes de @ wn+1 . On considére encore un exemplagire de wn+l s
] Lot ] - o Y
qu'on va désigner par Wn_!_1 . A partir de:
wn+l
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o ° o - . ° @ ] =
on définit un nouvgl h~cobordisme: Wn+1 - wn+l Vn+1 .
n
[}
] 2 < Soulis noQ
h1 » hy €P (Sn, Vn+1) Imm(Sn, Vn+l) sont réguliérement homotopes,

COROLLAIRE 0,6: "Soit V3 une 3-variété orientable, L'homomorphisme naturel:

ﬂb(Immo(Sz, v3)) > ﬂé(VB) s

(otx Immo représente 1'espace des immersions qui respectent les points-bases),
est une bijection, En particulier, si ﬂé(v3) =0 , deux immersions

f, g € Imm(Sz, V,) sont toujours régulidrement homotopes." U (Pour la relation

3

entre Imm_ et Imm , voir (41

0.4) Rappels sur la transversalité; homotopies régulidres génériques:

Dans ce paragraphe, on va supposer, sauf mention explicite du contraire, que X
est compacte et que dim X Sdim Y

On va utiliser la définition suivante: si E est un espace vectoriel
de dimension finie, (sur R ) et Fl"“”Fk & E des sous-espaces vectoriels,

on dira que Fl’"“”Fk ont une intersection réguliére si l'une des deux

conditions équivalentes, énoncées ci-dessous, est satisfagite:

(i) cod (F1 MNveso Fk) = cod L cod F oo

(ii) 1'application:

—_— @ D
E E/F, ©... OE/F
est surjective,

Pour k=2 cette condition est équivalente au fait que F F se coupent

1272

transversalement, Si k est quelconque, elle veut dire que: F1 et F2 se

coupent transversalement, F3 coupe Fl N F2 transversalement, F

Fy N F2 N F3 transversalement, e,a.d,s,

coupe

4
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L2 e 3

Si & =¢ , £ € Inm(X, Y) est dite _générique si
f €Imm(X, int Y) € ITmm(X, Y) , et chaque fois que:
Xys KpsewosXy € X, (xi # xj) , f(xi) = f(xj) ,

les sous-espaces vectoriels:

“

T £(T X),...,T f(T X) CT
X1 Xl Xk Xk

ont une intersection régulieére,

£(x))"
Si X #@ , £ sera dite générique si en plus de cette condition,

floX € Imm(3X, Y) est aussi générique, Dans le cas ot dim X =dimY , f est

générique si et seulement si f|aX est générique,

Si X =6, £ € Imm(X, Y) est générique et KyoeoasEy € X sont

comme ci-dessus, on montre facilement qu'ils existent des voisinages Vi de

X, , U de f(x1)=,,,=f(xk) , et des difféomorphismes:

h, : (Vi’ xi)

i > (TX.X, o) , h: (U, £(x))) ——> (Tf(x y¥s o)

i 1

tels que le diagramme suivant soit commutatif:

£] UV,
1
U v, > U
. 1
L
U h, h
Y 1
1
NG VT £ R
i ¥y
U T X > T Y
X, f(x.)
i i 1

Si Y # ¢ on va considérer aussi 1l'espace Imma(X,Y) < Imm(X, ¥)
formé par les immersions £ ¢ X —>Y telles que f—l(a Y) = &%

f € Imma(X, Y) sera appelée générique-au-bord si:

(1) £lint X est générique,
(i1) Si =®,,...,%, € X , (x, #x,) et £(x,) = £f(x,) , les
1 k i i i i

sous-espaces:
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f(x )Y .

Ti(x)) ot , T £(T_ XD ,....., T_£(T_X) ST 1

1 1 k k
ont une intersection régulidre (en particulier, cela implique que

flaX € Imm(3X, OY) est générique).

Comme tout-a-1l'heure, on peut montrer sans peine que la situation

locale est isomorphe & la situation infinitésimale,

Maintenant, si X et Y sont des espaces topologiques quelconques et
f ¢ X —>Y une application continue, on va désigner par Mi(f) C X 1'ensemble
des points x € X tels que: ¥ gt f(x) 2i (ot #E = le nombre d'éléments
de l'ensemble E ), On a:

X = MN(£) DME(E) DM(E) Duunnnn .,

Dorénavant, X et Y seront des variétés différentiables,
Pour la simplicité de 1l'exposé on va supposer maintenant que f est dans 1'une

des trois situations mutuellement exclusives , suivantes
I8

I, =0, v =¢ et f €Imm(X, ¥Y) est générique.

II, X # ¢, oY

¢ , dimX =dimY et f € Imm(X, Y) est générique,

ITI, X # @ , v # ¢ , £ € Imma(X, Y) est générique-au-bord,

Dans la situation II, M (f) est toujours une variété-a-bord (anguleux) de la
a . . . i i

méme dimension que X et Y . Au points du bord (de MU (E) ), MN(E) admet

une degscription (& difféomorphisme prés), comme suit: Dans un espace vectoriel

de dimension n=dim X on choisit p =i sous-variétés linéaires Flgoo.,F .

p
de dimension n-1 , ayant une intersection réguliére, Pour chacune de ces

variétés on considére un des demi-espaces de dimension n (fermés) qu'elle

. . P + + i
détermine, et on le désigne par F1’°°°’Fp . Localement M (f) sera comme

+ + +
F, ﬂFz n... Fp .

'l (<<}
Dans le cas I, M (f) est localement comme une (sous)-variété G

de X , de dimension égale 3: dim X - (i-1) (dim Y - dim X) , sauf aux points
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de Ml+1(f) = M'(f) . Dans les points Ml+l(f) c M (£) , M (f) possade des
"singularités"” faciles A décrire: elles sont comme des réunions de sous-variétés

e e N . s < 2
linéaires (de R ), en position générale,

q &
Dans le cas III, M (f) est, localement comme une sous-variété C

3 bord, propre de X , sauf aux points de Ml+l(f) < MH(£) (Une sous-variété

A CB est dite propre si OA =ANOB ...).

On va définir le bord o ML (£) © M (£) comme suit: Dans le cas I:
aMi(f) =¢ , dans le cas II, aMi(f) est le bord de la variété-ia-bord (anguleux)
Mi(f) , dans le cas III, aMi(f) = Mi(f) nex .

Par définition, une application ¢ : P ————>'Mi(f) , o P est une variété

différentiable, est dite différentiable si la composition:

p —L > M(£) €X est C°

°

s . i P .
Une composante irréductible de M (f) est, par définition, une paire

(V, ¢ , ot V est une variété différentiable compacte, connexe , avec

. . i i . . . .
dim V = dim M (f) et @ : V—>M (£f) est une application différentigble
ayant les propriétés suivantes:

a) Vv —f MY (£) ©€X est une immersion,
b) ¢;1(B MU(£)) = & (done (V, ¢) est en quelque sorte ‘“maximale" ).

c) 8i y € Mh(E) - Mi+1(f)

alors:

# <p“1(y) <1,

Dans ce qui suit, on va utiliser les notations suivantes: Si E est

Lo i . £ os
un. ensemble quelconques on va désigner par E le produit cartésien:

E-=E XE X.... XE (i fois) .

-~

Si S(i) est le groupe symétrique & 1 lettres, on a une action canonique

> gl

s(i) X E et EY/S(i) = S' E est la i-2me puissance symétrique ,
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On va désigner pavr ﬂi la projection canoniques ﬂi H Ei —_—> Si E . On va
désigner par Diag,E c gl 1'ensemble des points (xl,QSO,xi) €&l ot au moins
deux coordonnées sont égales, On va désigner par diagiE CIDiagiE l'ensemble
des points (XISOOD,xi)- avec  x, = x, = .. = . Enfin, on utilisera les
notations:

, _ i . _ i
ﬂi(dlagiE) = 6E et ﬁi(DlagiE) AE .

P ez . . i
On peut caractériser les composantes irréductibles de M (£f) comme

suit: On commence par consgiderer

=X x.,.. xX >Y13diagiY .
i fois

On définit:

i=1 i
- (e , s - g
Mi(f) (£7) (dlagi Y) Diag, X ©X Diag, X .

o

e 242 g " . 1 !
C'est une sous-variété différentiable de X s et

dim M, (£) = dim X - (i-1) (dim Y - dim X) = dim MUCE)

s ok . , .
81 1m: X > X est la projection sur le premier £facteur, on a une

[¢<]
application, C , surjective, qui est une submersion :

T M () > ME(E)

On peut prouver sans peine le:

LEMME 0,7: (La résolution des singularités pour les immersions génériques):
"La variété Mi(f) et l'application T sont complétement caractérisées, 3

difféomorphisme prés, par les propriétés suivantes:

. &0
0) T est une submersion C .

1) dim Mi(f) = dim Mi(f)
2) i) = a, (£)

i+1(f>

3) T est surjective et si x € M (f) - M alors: # ﬂfl(xj =1
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Si v13°°°’VN sont les composantes connexes de Mi(f) , alors
I \ R .
(Vi’ ﬂ]Vl),ooog(VN, ﬁiVN} sont (toutes) les composantes irréductibles de
M (£) v O
L'action naturelle
8(i) ¥ X% ———> x*
induit une action différentizble sans points fixes:

S(i) X M, (f) ——> M, (£) ,
1 L

On a un diagrammne commutatif:

17 ; f
Mi«(f> > MU ) > Y,
=7
t
Mi(f>/8(i)

La fléche verticale est un rev&tement, pas nécessairement connexe,

Supposons maintenant que X = §§ et que

kh

X XI > Y XTI

soit une homotopie régulieére, On dira que £ est générique si:

1°, f éimma<x XTI, (int ¥) X I) CTom(X X I, Y XI) et £ est

générique~-au=bord,

a0
2° La fonction C

m ,
>M(£) €X X I ———> 1

l i

v, ()
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ne posséde que des voints critiques nondégénérés, qui sont tous contenus dans

M, (£) - 3 M (£) - mrod™ ) .

3°,Aucun £, €I n'est valeur critique de ¢i(f) et ¢j(f) (i # 1)
a la fois,

4% 8i p, q € Mi(f) sont des points critiques de wi(f) , tels
que ¢i(f) (p) = ¢i(f) (q) , alors:

(£ » Mp) = (£ o M(q) {(dans Y X I)
Un t_ € I qui est valeur singulidre de 1l'une des fonctions ¢i(f) sera

appelé niveau singulier de f ., Il n'y a qu'un nombre fini de niveaux singuliers,

les autres points de 1 seront appelés niveaux réguliers .

Avant d'aller plus loin on va donner une version trés générale de
la THEORIE DE LA TRANSVERSALITE (de Thom [20] et Abraham [1]), utile pour ce
mémoire, comme pour ses développements ultérieurs. On va toujours supposer dque
la source, X , est compacte, mais comme d'habitude on peut modifier, convenable-

ment, les énoncés et les démonstrations, pour le cas localement compact.

[ fs-]
Si P est une partie arbitraire de C (X, Y) : P €C (X, Y) , une

[+
application @ : P > C (Xl’ Yl) est dite différentiable, si pour toute
[++]
variété C : Z , et toute application différentiable £ ¢ Z —> P
<«
1'application composée: Z —% > P % > C (Xl’ Yl) est différentiable, En

w [}
particulier, si P <C (X, Y) et P' ©C (X', Y') , une application biunivoque:

. . . . -1 @ .
P -Ef>'P” est dite un difféomorphisme si Q et Q sont € ., Dans ce qui

=] (s~
suit, les espaces d'applications C , seront munis de la topologie C

x
Une variété faible sera une partie M €C (X, Y) satisfaisant aux

axiomes suivants:
©
SV-0 : Si @ €c ([0, ®, M) il existe un & €C ((-», =}, M) tel

que Q]EO, ®) =¢ |,
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© =]
SV-L ¢ Soit £ €M dé €C (I, ¢ (X, Y)) est, par définition, le
chemin constant I ———> f |, Pour chaque voisinage U de c% dans
P /
C (I XX, Y) , il existe un voisinage V de f dans M , tel que si g €M

il existe un chemin dans

U Nec (I, qui relie f et g

SV-2 ¢ Seit £ €M ., Si un voisinage V de f dans M et un entier

k w, k =
k > 0 sont donnés; on peut trouver un voisinage U de Ce €c (T, ¢ (X, )

k

N P k . . K
(oti, par définition Ce est application constante I ——> f )}, tel que 1la
condition suivante soit satisfaite:

Dégignons par u

K (tlaooo,tk) € Ik , le point courant de ¥ s @t;

par 0 3 0 = (0,,,,,0) € Ik : soit t €I et considérens un

Y € Uk N Cm(Ik3 M) , tel que Y(Q) = f , Pour tout voisinage W, de VY dans

k
@ k , . . 1 *®
Uy Nc (17, M) , il existe un voisinage W, de c dams C (1, M) , tel que,
k+1 k+1 k

=]
si § € W, et $(0) = £ , il existeun & €cCc (I ", V) (ot I =1 XT1I)
avec les propriétés suivantes:

y(e)
Y(u)

a) 2(o, t)

b) &(u, 0

c) Si t' €1 , glors ¥(u, t') € C&(Ik, M) N W o

8V-3 : Soit £ €M et V un voisinage de f dans M , Il existe

1
un voisinage W de Ce

¢i(0) = f , alors il existe un ¢ € c” (Ik, V) tel que:

dans Cw(IS M) tel que si Wi €w (i=1,,..,k) ,
a) &0) =f
) % (0,...,0, £, 0,...,0) = yfe,) . ©

On a le lemme suivant:

LEMME 0.8: "1) Soient X, Y, X', Y' quatre variétés différentiables, et P, P!

0 <o
deux parties: P ©€C (X, Y) , P' <€C (X', Y') , Si h ¢ P —>P" est un
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difféomorphisme et P est une variété faible, alors P' est une variété
faible,

2) Tout ouvert d'une variété faible est une variété faible,

.

3) Si 3Y =6,C (X, Y) est une sous-variété faible. (de

¢ (X, Y) 1)
[=-] [+~]
4) Si oY # @ , on définit Ca(X, Y) €¢ (X, Y) par:
© -1
f € ca(xs Y) ®f (d3Y)=09X

[o] [+<]
Alors, Ca(Xs Y) est une sous-variété faible de C (X, ¥) ", &

Démonstration: 1) et 2) sont évidentes, On peut vérifier les SV-i pour

¢}
¢ (X, Y) . Par exemple pour SV-2 on considére X XY X % 1 et sa

sous-variété:

s = {(x, ¥(x, £), 0, t}} ou (x, t) parcourt X X I .,

. 3
On considére le champ de vecteurs tangents a4 S : g = {(Og -i o, 1>}

ot ’
d
Par hypothese 3%‘ est "petit" , On 1'étand 3 un champ de vecteurs tangents.
a X XY X Ik XTI , m=1(00, 6, 0, 1) , ot B est "petit"®

Soit R(x, y, u, €t €X XY X Ik X I , la courbe intégrale de 1N , pour la

valeur initiale: (x, y, u, 0) (correspondant 3 la valeur t du paramédtre
temps), Clairement R(x, v, u, t) = (,.05000500..,L) et

R(x, $(x, 0), O, t) = (x, U(x, t), O, t), Par définition, ¥(x, u, t) sera la
projection de R(x, ¥(x, u), u, t) sur le facteur Y ., Le reste de la démonstra-

tion se fait par des procédés analogues, O

N [-~]
D'aprés 2), TImm(X, Y) ©C (X, Y) est une sous-variété faible,
f<2] ©
D'autre part, soit Z une troisiéme variété et CI(X X Z, Y X2Z) ©C (XXZ, YXZ)
l'ensemble des applications qui rendent le diagramme suivant commutatif:

X XZ > Y X Z
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On définit: Tmm (X X 2, ¥ X 2) = Tam(X X 2, ¥ x 2) N c;’(x XZ,Y X2Z) , ce qui
est clairement la méme chose que l'ensemble des ‘homotopies réguliéres, défini
avant (si Z =1 ), Le difféomorphisme canonique évident

C;(X X7, Y X2Z) & c(X X Z, Y) , et le lemme 0,8 impliquent que

[=2]

CI(X XZ, Y xZ) et ImmI(X X Z, Y X Z) sont des sous-variétés faibles,

Scient M CZCw(X, Y) une sous-variété faible, et £ €M , On désigne
o 4 i © 46
par [ (£ TY) 1'espece vectoriel (réel) des sections € du fibré £ TY —>X .

si § €c (I, M, ¥(0) = £ , on définit:

T € R

d ] .
par: T { = 3% l . L'ensemble de tous ces T0 ¢ forme un sous-ensemble:

o
TM & T (f 1Y)

En utilisant les sxiomes 8V-i on voit facilement que TfM est un sous-

e, ¥ o ‘
espace vectoriel, D'autre part, si X .est compacte: I (f TY)=TfC (X, )

En principe, X sera, dorénavant compact.

Si % €X on a une application 1inéaire, dite d'évaluation ¢

{(qu'on laisse au lecteur le soin dfexpliciter):

v, ¢ T.CAX, ¥) ———> T., .Y
Ve x ¢ Tl K T ek

fox
On va dire qu'une sous-variété Z €Y est propre , si Z est un fermé,

3z =dY NZ et Z rencontre &Y transversalement,

On va congidérer, maintenant, une sous-variété Z €Y , Z n'est

w S & ai n ., Mais on va su u'i xis un
pas s osée, nécessairement propre, Mais oser 'il e te e

sous-variété Z1 C ¥ - 332 , fermée (& bord non nécessairement vide), telle

que: Z; = Z N¥ et que 7 - El et Z , rencontrent Y transversalement,

ra ©
Une sous-variété faible M < C (X, Y) est dite transversale a Z |,
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si, pour chaque x €X , f € M tels que f(x) €Z on ait:

1) T., Z+Tf(T X) +ev, (T.M) =T Y , si x €X =X - 3 et:
% Tx % £ f(x)

fx) £,

2) T Z + TXf(TX X)) + ev X(TfM) = Tee)Y s si x € X

f(X) *fs

On rappelle que g € Cm(X, Y) est dite transversale 3 Z (dans le

sens de Thom), au point x €X si 1'une des trois situations suivantes arrive:
(i) glx) €z

(11) olx) €2, x €X et:
3) Tg(x) 7 + TXg(TXX) = Tg(X§Y :

(iii) g(x) €z , x € X , et:

4) Tg(x)z + TXg(T_x ¥q) = Tg(k>Y .

On rappelle aussi, qu'un fermé S ©Y sera appelé (sous)-variété stratifiée

s'il est muni d'une filtration par des fermés:

5=8, 28, ... @5, D5, =0
0 o

k-1

telle que Si+1~Si soit une sous-variété (pas nécessairement fermée) de
dimension (i+l), rencontrant &Y transversalement, et ayant la propriété:

a(s -8 )= (s

i1 75y g1 " S ey

Une- composante- connexe de Si+1“ Si est appelée strate [21] . Par définition
M CICw(X, Y) {respectivement g € Cm(X5 Y) ) est transversale 3 S , si elle

est transversale 3 chaque strate,

On va introduire, maintenant, la notion de transversglité-au-bord .,

3]
Si M CZCB(X, Y), M sera transversale-au-bord 2 Z si M est transversale 2
Z , et en plus, chaque fois que f €M , f(x) € 3Z , la condition de trans-

versalité est renforcée par la condition ci-dessous:
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vy T O + T £(T X) + ev T.M=T Y
x X f(x)

£(x) f,x °f

si g €& Cg(X, Y) , g est transtersale-au-bord & Z , si g est transversale
(a3 Z ) et, en plus chaque fois que g(x) € 3Z , la condition de transversalité
est remplacée par 1'une des deux conditions (équivalentes), plus fortes,
ci-dessous:
i) T.g{T X) + T 0z) = T Y
(i) Xg( < ) g(x)( Z) o (x)

(ii) Tg(X>BY . Tg(X)Z et TXg(TxX)

ont une intersection réguliére,

Théoréme 0,9: ("Théordme de TRANSVERSALITE de Thom-Abraham™).

"Soient X, Y deux variétés et Z Y une sous-variété (OX peut &tre

#0 ..

=<}
On va considérer une wvariété faible M < C (X, int Y) respectivement

MCCSQBY))O

On suppose que M est transversale (respectivement transversale-au-bord)
a 7z .

Transz M CM va désigner l'ensemble des g € M qui sont transverses

(respectivement transverses-au-bord & Z J,

Sous ces conditions:
a) Si X est compacte, et Z est un fermé, TransZM est un ouvert
partout dense (de M ),

b) Si M possédde la propriété de Baire, Trans M est partout dense

Z
dans M ,
c¢) Si M possdde la propriété de Baire et 7 est une (sous)-variété

stratifiée (aqu lieu d'é&tre une sous-variété, tout court), TranszM est partout

dense dans M ¥, D
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Q
Démonstration: Considérons pour le moment M &C (X, int Y) et le cas a).

On va supposer, aussi, pour le moment, que X = @
[+~
TranszM est, clairement, un ouvert, puisque TransZ C (X, Y) 1lest,

Alors, il suffit de prouver la proposition qui suit:

P: "Si £ €M et x €X , ils existent des voisinages

f €V, €M et x €V_CX , tels que, l'ensemble des g € V. avec la
£ X

f

propriété que glVX est transverse 34 Z , est dense (dans Vf )"

Puisque M est transverse 3 Z , l'axiome SV-3 implique qu'il

existe un k 20 , et un:

v e c(1®, w <c®a® xx, v

avec les propriétés suivantes:

(i) Y() = £

(ii) Y Ik X X =——>Y est transverse &4 Z , au point (0O, x) .

- k . . 2 s
En choisissant un 1 , '"'plus petit" , on peut supposer, sans perte de générali-
2 [ o o o k 7 3
té, qu'il existe un voisinage x € VX EX , tel que Y|I X Vx solt transverse
a Z , Toujours sans perdre la généralité, on peut supposer qu'ils existent des
voisinages:
fEVCM et

c GUkCCkaSC%X,YN ,

[SVI S

comme dans 1'axiome 8V-2 , tels que: Y €U, , Il existe un voisinage W

k
de Y , contenu dans Uy N Cm(Ik, M) tel que, si Y' € W alors

k

v Ik N . . . 1 ©
Y II X VX est transverse a Z . Soit Wl le voisinage de Ce dans C (I, M)

qui nous est fourni par SV-2 , D'aprés 8V-1 , il existe un voisinage:

Ve €V , de f dans M , tel que, si g € Ve 5 8 et f peuvent &tre

réunis par un chemin ¢ de W,

-+
Soit alors & €cC (Ik+1, V.) le k+l-cube qui nous est fourni par SV-2.

f



- 37 -
k+1 ., 5 '

®‘I X V., est encore transverse 3 Z . On va montrer que 1'ensemble

e Ik+1-

defini par: u € E si et seulement si @(u)]VX est transverse & Z
est dense (dans I°TD)

, (Ceci suffit pour démontrer (P)

).

On considdre la sous-variété: X C!Ik+1 XV s définie par:
%= (8|t VX)'l (z)

et la projection:

k+1

Je dis que si u € Ik+1

est une valeur réguliere de

Soit (u, y) €% (y € VX)

1, alors u €F
tel que u

soit valeur réguligre de
1'on considére la décomposition

directe :

T (Ik+1XV)=T M er v R
(U, Y) X u y X

on a (vu que u

est valeur régulidre de T ):
T 1 er S+T_V
u (u, Y) y X

D'autre part, on a:

T @(T(us ) ) CZTMU’ ) 7 et

K+l T2
—_— .
T(u’ ) (177X V’X) > TQ(U, %) Y TQ(US y)Y/Té;?(u, 9) Z

a
1
X

est surjective,
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Il en résulte que:

T3(u)
g Vx T Tatd () YT o) (90 Y Tacu) (3 2

est surjective, aussi. La proposition (P) résulte, maintenant, du théoréme

de Sard,

Si M #0 et MCC (X, int Y) , la proposition (P) reste valable,
pour x € dX . En effet, en raisonnant comme ci;dessus9 et en utilisant (2)
au lieu de (1), on trouve un k 20 et un Y € Cm(lk, M) tel que &(0) = £

et que

k k

YT x X : I X X ——> ¥

soit transverse & Z au point (0, x) . Le reste de la démonstration suit le

méme plan que ci-dessus,

(<]
Enfin, si M CICB(X, Y) 1la proposition (P) reste valable si 1l'on
remplace le mot ‘"transversal" par "transversal-au~beord" , Pour cela on
p

raisonne comme tout-a-1'heure, mais séparément pour Z et 0Z

o

Ceci finit le cas a) (ot X est compact). Pour le cas b) on considére

N
il
i
™
>
li
cg

e -
i UoR 2y Sz, X G )
1 i=1 .

ou chaque zi(Xi) est compacte. Le théoréme est vral pour (Xi’ Zi)
(point a) ci-dessus), Ensuite on applique le raisonnement classique de Baire,
La méme chose vaut pour c) . O
On va considérer maintenant deux variétés X, Y , ot X est supposée compacte ,

Pour le théoréme qui suit, comparer aussi avec [6] :

Théoréme 0, 10: "T, Considérons:

G(X, Y) < Imm(X, int Y)
(respectivement GB(X’ Y) CiImma(X, Y) , l'ensemble des immersions génériques

(respectivement des immersions génériques-au-bord),



- 39 -~

G(X, Y) (respectivement GB(X’ Y) ) est un ouvert partout dense de

Imm(X, int Y) {(respectivement de Imma(X, Y) ).

II, Supposons que ‘dX = Y = ¢ , et soient ¢(0), (1) € Imm(X, Y)

(12 PP % c -
deux éléments génériques, ImmI,¢KO),¢K1)(X T, ¥ XI) €Tmm(X XTI, Y X I)

= ¢™(1, Tnm(X, Y)) est l'ensemble des homotopies régulidres:
% €c (1, Imm(X, Y)), telles que &(0) = 0) , (1) = (1) . Damns

ImmI,¢XO)3¢K1)(X XI, Y XI) , les éléments génériques forment un ouvert partout

dense,”" O

Démonstration: I) Dans le cas G(X, Y) on peut supposer que oY = § La

-}
projection X X Y > X induit une fibration ( C , localement triviale):

o Py

i i i i
PiOS(XXY)-A(XXY) >sx-Ax°

La fibre de Pi est Y- , En considérant dans chaque fibre: diagi y eyt s

on obtient une sous-variété: X, c:sl(x XY) - A; ”
i XY

On a une application naturelle:
i

¢(x, v) —2—>T Q(Pi) )

On peut vérifier sans peine qu'il existe un entier V = V(dim X, dim Y) , tel
que: f € Tmm(X, Y) est générique si et seulement si: s'f: X »sT(X xY) -

i
- . A o S
A(X X ¥) est transversale 2 Zi , pour chaque 1 V

( En effet, il faut montrer la proposition suivante:

Proposition: "Soient Vl,,,,.,,Vk CFE = espace vectoriel, des sous-

espaces linéaires, Vl,o,,,,9 Vk ont une intersection réguliére si et seulement

si v, XV, KewoX v, et diang se coupent transversalement dans Ek R

Ceci résulte d'un calcul immédiat, & partir de la remarque:

N..Nv.)

(v1 XV 5 K

g X oo X vk) N diag E = dlagk(Vl nv



- 40 -

Le nowbre v est donné par:

V(dim ¥ - dim X) + dim Y <V dimY , e.a.d.s.) .,

st est un difféomorphisme entre Imm(X, Y) et une sous-variété-faible de
I@(Pi) qu'on désignera toujours par TImm(X, Y} et d'aprds ce qu'on vient de
\Y)
dire: ¢(X, Y) = N Transs G(X, Y)
i=1 i
. i i . o, i i i

Le fait que AX est exclu de $X fait que Imm(X, Y) <C (S X-Ax, ST(X XY) -

i

- A(X X Y)> est transversale 3 X, .

1

Le théoréme 0.9 implique alors 1'énoncé I , pour G(X, Y) . Dans le
cas Ga(XS Y) on raisonne, plus ou moins, comme avant, Dans la variété (& bord!)
vt 5 diagiY‘ est une sous-variété de bord:

3 diag Y = diag, Y

La réunion de tous ces bords pour chaque fibre de Pi ; est le bord de la
sous-variété Zi , Je-dis que f € Tmm(X, Y) est générique-au-bord, si et
seulement si Sif est transversale-au-bord a 2& , pour chaque i =V
(C'est-a~dire, si, pour chaque i <V , Sif est transverse 3a Ei et 3 9 X& ).

('En effet, pour cela il suffit de montrer une proposition d'algébre linéaire

qui généralise celle utilisée avant:

Proposition: "Soient V V, ©E comme dans la proposition ci-dessus,

13ooe3 k

et F €E un autre scus-espace linéaire. VI,OM,Vk s, F ont une intersection

réguliére si et seulement si V1 XooeX Vk et diang se coupent transversalement

dans Ek o

Démonstration (de la proposition): On a

(V, X ..us ka) ﬂdiang= dlagk(Vl N... ﬂvk NF)

1

Vl X oseaos X Vk coupe diang transversalement, veut dire que:
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COd((Vl Kooo X Vk) N dlang) = cod(Vl X,,LXVk) + cod diag F
® Lk dim E - dim(Vl N,.. N Vi NF) = ¥ cod Vi + (k-1) dim E + cod F
i=1
k
® cod(v. N,,, NV, NF) =cod F+ T codV, .
1 k =1 i

Mais la derniére ligne, exprime gque V1’°°°“°’ Vk, F ont une intersection
régulidre,

Le reste de la démonstration se fait comme dans le cas sans bord°>

II., Considérons les propriétés 1°, 2°, 3°, 4° qui définissent les
homotopies régulidres génériques, Dans ImmI’ @0), ¢Kl)(X XI, Y X1) ,
1'ensemble des éléments satisfaisant 3 1°, (appelons-le Al) est un ouvert

partout dense, Ceci se démontre de la méme facon que le point I ci-dessus,

Soit A2 CIA1 1'ensemble des éléments de A1 qui satisfont 3 2°,

On va montrer que c'est encore un ouvert partout dense,

oy . o
Considérons Zi Cisl(X XY) - A; g y comme avant, et la fibration C

_ . i A i, A
P-—PiXIoIX(S<XXY) AXXY)—-—>IX(SX AX)O

On a une application:

Tmm —_> T%(3.)
1 1

1,00), qﬂ)(x XTI, Y X1I) i

i . .
et TImage S~ est une variété faible,

Soit Hi) = 2?(1 x st X, I X stx x v)) on 9? = les jets d'ordre
2 qui respectent la projection sur I , Soit 9% c Hi) 1la sous-variété
constituée par les jets qui aboutissent dans I X Z& et qui ont la propriété
suivante:

Image T (I XS'X) NT (I x£)<T , 5.
x y i y" i

(olt Ty(I X Zi) = Ty“I + Ty,, Z:i s v = (y', v") ),
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®© i
On a: Al 3 >0 (I X (8°X
]

i :
<
AX) s 5§) et les A, ©A, sont les § €4, ,

tels que j2¢ soit transversal & g2,

. pour i < (un certain nombre), On laisse

au lecteur le soin de continuer la démonstration, &

0.5) Forme canonique des singularités d'une homotopie réguliére générique
P 4 que,

en codimension 1 ¢-

. [+<]
Soient X, Y deux variétés C , telles que X = oY =@ , et que X soit
compacte, Soit aussi & € ImmI(X XTI, Y XI) une homotopie réguliére générique ,

On va considérer l'ensemble 0(3) €I des niveaux singuliers de & , défini

comme suit:
t € 0(8) ® il existe un i , tel que la fonction ¢i(§)z Mi(@) -1

admette t comme niveau singulier,

C'est clair que 0(2) est un ensemble fini, contenu dans (0, 1) < [0,1] =71 .

Les points de T - 0(%) , sont, par définition, les niveaux réguliers de & .

&(t) € Tnm(X, Y) est générique, si et seulement si t est régulier.

Théoréme 0.11: (Le "lemme de Morse" pour les homotopies régulidres (génériques,

en codimension 1) ), "Supposons que dim X =n , dimY =0+l , Si € >0 et

Eto - &t F eler - o(d) , @(to) est une immersion générique, et ils existent

(<]
des applications C

o w °
©: (Eto-e, e+ €], to) —> (Diff X, id(X))

@
¥ o: (Eto-e, e+ e], to) —> (Diff v, id(Y))
telles que, pour chaque t € Eto—€9 £, + €] , on ait:

B(t) = Y(t) o 8(r ) RO
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Soit € >0 et [tomes £+ e] €1 tel que:

[to-e, £+ el No(d) = {to} ,

"ou la singularité est

alors, ils.existent un voisinage de coordonnées VO:G!Y
localisée" (dans le sens qui est décrit ci-dessous) et deux nombres A = X(to) s

P = p(to) , appelés respectivement indice et multiplicité , (qui décrivent

-~

la singularité, complétement, & isotopie prés), tels que:

1) S8i € est assez petit, ils existent p £<n +2 , (p 22)

3

voisinages de coordonnées, 2-a-2 disjoints:

Vl,eoosvp CX , tels que, pour tout t € Eto-es t0+ €] , on ait:

@(t)'l (V)Y=v, +V.+ ... +V .,
o 1 P

2

2) Soient D; C?Vi des disques de dimension n , différentiablement

. On peut choisir les D; tels que @(to)|X' soit

(>4
plongés, et X' =X - U D
i

B

une immersion générique et qu'ils existent des isotopies & la source et au but .

(comme ci-dessus) telles que, pour chaque t € Eto—e, £t €]

B(e) [x' = Y(e) o 3(e)[x' o @),

3) é(t)i(vl+},ooo+vp> , t € Eto+€’ to+€] est déecrit, a isotopie
prés, par les formules qui suivent:

On commence par intreduire des coordonnées:

v = {Xlso,a,x

o v, = {X;”X;} .

n+1} R |

si i €p-1 , @(t>]vi est:

i
X, =%, our j <1
i i P ]
X, =0
i
i ~
X, =x pour k 2> i

k
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3(e)|v. esc:
p

- JP .

X, = %, our < p-1

i i P ] p
= (4o _ b _.p P 2

Xp~1 (t to> Xi=ous Xp-2 + (Xpnl) F oaees

P y2 _ (P 2 .Py2
o800 +‘(Xp+x) (XP+K+1) 00 o (Xm) o

= P > " O

Xk X1 pour k P

On ne va pas donner la démonstration ici, Le lecteur pourra la trouver dans
les notes miméographiées [13], ou, sous une forme améliorée, dans un travail a

paraitre,

Le cas qui interesse ici, est celui ot n =2 , Dans ce cas, le théoréme
0,11 nous donne six formes possibles de singularités (locales) qu'on écrit, pour

la commodité du lecteur, ci-dessous:

Cas 1°, p=2, A =0 :
X=0, Y= x1 s L = vy et
2
X = (t-to) =%, =y, s Y=%,, 2=y, .

Cas 2°, p=2,A=1

Cas 3°, p =2, A =2
X=0, Y= Xy s Z = Y1 et:

o 2 2 _ -
X = (t~t0) txy Y, Y =X, L=y, .

Cas 4°, p =3, A =0

>
]
X
w
=<
n
~
ot
1
rt
Q
A
i
»
(O8]
+
<
w
N
]
<
w



Cas 5°,

Cas 6°,

]
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A
0 , Z= Yy s et:
2
(t—to) - X3 - y3
Xl’z=y1 3
0, 2zZ-~= Yo o
y3 s 4 =0 , et:
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CHAPITRE I : LA Z-TOPOLOGIE ASSOCIEE A UNE IMMERSION GENERIQUE,

1.1) L's#-équivalence : On va considérer des variétés (& bord), connexes,

e -]
compactes, C , de dimension 3.

Définition 1.1 : M3 et N3 sont dites #-équivalentes s'ils existent des
anses négatives d'indice 3 : - (q%) (m3 (¢3 ..... -(Wa) et des
anses positives d'indices 2 et 3 : (q& (qb R (¢2),,..,(¢2)

(q%,.o (¢5 (¢3 os(wg), telles qu'on ait des difféomorphismes :

M

[

1 1 b 1
5 = Ny = (@)= (@), )+ 4 () +(p) + .o + ()

A VN €9 NI C'ho ¥ €0 PN ¢/} SR ('L PN €O I

(si 3 M, # 0 #02 N, on n'a plus besoin d'anses négatives).

. " : =
Lemme 1.1 : Soient M39 N3 avec 9 M3 # 0 #D N3, telles que ™ M3 0.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) M3 et N3 sont #-équivalentes.

ii) N3 = M3 + (des anses d'indices 2 et 3),

iii) Il existe un 3-disque d'homotopie Vs tel que

Vs # (p # (52 X 1)),

]

My

Nj

Vg # (q # (s, x 1)). @

(Un 3-disque d'homotopie est une variété compacte, contractible, de dimension 3).

La démonstration est laissée au lecteur.

Définition 1.2 : Un 3-disque 3 trous est une variété a bord # @, de

dimension 3, satisfaisant 1'une des conditions équivalentes suivantes :

a) M, est #-&quivalente a D

3 3°
b) M3 = D3 + (des anses d'indices 2 et 3).
c) M3 = D3 + (des anses d'indice 2).
d) My =Dy # (p # (S2 x 1)), O
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1.2) La Z-topologie associée 3 une immersion générique : Presque tous les

lemmes (et définitions) du paragraphe qui suit s'appliquent aux immersions
quelconques, d'un espace topologique dans un autre. C'est parce qu'on in-
siste que la Z-topologie (définie ci-dessous) soit noethérienne, et que
les différents espace-quotient qu'on va counsidérer soient des variétés
w ﬁ » ° I 3 m £ P 13 P o
C, quion se restreint aux immersions C , génériques, de variétés C ,

comgactes o

On commence par rappeler quelques sorites sur les relations

d'équivalence., Si X est un ensemble quelconque, on désigne par SkX

la k-éme puissance symmétrique de X et par A; C SkX la grande diagonale,

Par définition, une partie P C:SZX est une relation d'équiva~-

lence (sur X ) si

a) PN A; = ¢, b) 8 (x,y), (y,2) € P et x # z, alors : (x,z)EP,
Ceci est un léger abus de langage, car ce qu'on appelle d'habitude
"ralation d'équivalence" est le sous-ensemble A§ Up C:SZX. Par un second
abus de langage, si P est une relation d'équivalence, et x, vy € X on
écrira x =y (mod P) si (x,y) € A; U P. X/P désignera le quotient

2
de X par P(AX U P). On va désigner par P, + P C:SZX la plus petite

1 2
relation d'équivalence engendrée par P19 P2° P1 N P2 est une relation
d'équivalence.
Définition 1.3 : Soit f : X~ Y une application quelconque. On lui
2

attache la relation d'équivalence &(f) < S$°X, définie comme suit

x =y (mod $(f)) e £f(x) = f(y) . ©
Donc :

@(f)=X><X-=A?( ,
Y

ot X X X désigne le produit fibré (symmétrique).
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On va désigner par
Zy

oi a € A, b &€ B. Par définition :

AxB =(AxB) N (XxXx),

Y Z2 Y

Dorénavant, X et Y seront des variétés

avec 9 Y =90, f & Imm (X,Y)

On a une applicatioh naturelle

fxXf: 8(f) =—=>v

définie par : (£ x f) (x,y) = f(x) = f(y). Considérons

AxBcC SZX 1'ensemble des paires (a,b)

[}
C, de la méme dimension,

3(£)

sera une immersion propre et générique.

avec la topo-

logie induite (par celle de SZX)G En considérant (x,y) € § (£) et les

trois possibilités

voit facilement (& partir du fait que f

que $(£f) est une variété ¢” a bord anguleux (dans le

et Douady [3]). De plus f X f est une immersion C et

dim (f) = dim X = dim Y.

Dans le cas

3(f) différentiable

il n'y a aucune difficulté a rendre
Méme dans le cas général, on peut appliquer le procédé de
M

la théorie de Hirsch-Mazur [9]. (En effet, si est une

anguleux, de bord & M, on remarque que le microfibré

peut s'identifier 3 TM'[BMS et posséde donc une structure

Définition 1.4 : Soient (X, ¥, £ € ITmm (X,Y),

Une relation d'équivalence Y C SZX est dite

PL :

§(f) c szx)

(x,y) € (3%, 3X), (x,y) € (X, ?3X), (x,y) € (X,¥), on

est une immersion générique),

sens de Cerf [2]

dim X = dim Y = 3, qui nous intéresse dans ce travail,

(tout court),
Douady [3] ou
vairété a bord
T M &1

de fibré vectoriel...)

comme ci-dessus,

f-admissible si

1°, Y < (i),

2°, ¥

est en méme temps ouvert et fermé dans

8(£).
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On va désigner par

£(¥) : X/ —> Y

1'application induite par £ . O

Lemme 1.2 : "Une relation d'équivalence ¥ < 3(f) est f-admissible, si et
seulement si
(1) X/¥ est une variété C (a bord anguleux.,..)

(ii) £(¥) et la projection canonique X —> X/Y sont des immersions "o

Démonstration : Soit ¥ < &(f), une relation d'équivalence f-admissible,

On remarque qu'il existe une famille & de voisinages ouverts de Y, VCY

(Vv € &, Uve= Y), telle que, chaque V soit difféomorphe 2 R
VES
(n=dim X = dim Y) et que

f!f"l(v) c el ——= v

. 2o s 1icez . N . -1
puisse 8tre décrit, a difféomorphiqme prés, comme suit : f (Rn) est une

réunion disjointe de p + q composantes : Riseo.,R+, Ql,ooo,Q

telles que :
P q .

q

a) La restriction de f & chacune des composantes, est un plon-

N

gement c” ; la restriction de £ a Qi est un difféomorphisme Qi 7§> v .
(g £ @),

b) Il existe un systeéme de coordonnées C°° sur V= (xi,°..,Xn),
tel que f(R;) = (xi =z 0). (bonc p < mn).

Considérons maintenant une partition de 1'ensemble (1,...,p)

en sous-ensembles disjoints

(1,...,p) = A.1UMMUAr

On pose : Zi = kj (x. =2 0) C:Rh, Je dis qu'il existe un homéomorphisme
€A,
i

(linéaire par morceaux) : @ : R —>R, qui transforme Zi en (xi = 0).
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En effet, par induction il suffit de considérer le cas

A= (1,2), A, =(3),...,4, = (i+)),..... ALy T (p).

On peut trouver un homéomorphisme linéaire par morceaux

¢ o R2 —> R2

tel que \p((xl 2 0) U (x, 20)) =(x1 2z 0).
S8i | , exprimé en coordonnées, est : w(xl,xz) = (¢l(xl,x2),

¥ 2(xl,xz)), on peut définir

CP(X °3Xn) = (wl(xl’xz)’ LIJZ(X]_’XZ)’ X3>°e-sxn)

1,@-
En partant de cette remarque, on voit facilement que les condi-
tions i), ii) sont vérifiées.

La réciproque est triviale.

Comme corollaire de la démonstration du lemme 1.2 on a le

Lemme 1.,2.1 ¢ "Soient X, Y, £ comme dans le lemme 1.2 et

Y c o(f) c SZX une relation d'équivalence f-admissible. L'immersion

W) : XY —> ¥
est générique.,

De m2me, 1'immersion
X ——= x/¥ < (X/¥) U (E/Y¥) x 1)
(ot B(X/¥) = 3(X/¥) x 0 = (X/¥) N (B(X/¥) xI)) est générique." O

On remarque tout de suite que l'ensemble des relations d'équi-
valence f-admissibles est fermé par rapport & 1l'intersection. Ceci nous

permet de définir une nouvelle topologie sur &(f)

Définition 1.5 : La Z-topologie de &(f) est, par dé&finition, la topologie
pour laquelle les sous-ensembles fermés sont les réunions finies de
relations d'équivalence f-admissibles, O

On a le
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Lemme 1,3 : " Si X est compacte, &(f) ne posséde qu'un nombre fini
d'ensembles Z-fermés (3(f), muni de la Z-topologie, est donc un espace
noethérien, c'est-a-dire tel que toute suite strictement décroissante

de fermés est finie)". D

Démonstration : On peut recouvrir £(X) par une famille finie &, de

voisinages ouverts V C Y tels que, (pour chaque V € &) ;
-1 -1
£ (V) : £(WV) —> v

ait la "forme canonique" décrite au début de la démonstration du lemme 1.2,

On remarque que cette description locale implique que :

a) f—l(V) n'a qu'un nombre fini de composantes

connexes : V1’°°°’Vk(V) et chaque fIVi est un plongement,

b) f(Vi) N f(Vj) est connexe,
I1 en résulte que si ¥ < &(f) est un Z-fermé, alors

N, x vV,)#¢) =>y¥v>D(V, xV,)
i v ] i v ]

Comme 1'ensemble de tous les Vi é V. est fini, il n'y a qu'un nombre
fini de ¥ < &(f) qui sont possibles. Ceci fini la démonstration. 0O

Si X n'est pas compact, ©&(f), muni de la Z-topologie n'est
plus nécessairement noethérien. La figure 1.3 montre un exemple ot £
est propre (£ € Imm (S, x I - x X 0) # (S, xI) # (5, x I) # ..., R,)),
# f_l(y) est borné (# f_l(y) < 3), mais néanmoins & (n'est pas

noethérien).
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Fig., 1.3 (un &(f) qui n'est pas noethérien)

Si B c &(f) on va désigner par CLZB la fermeture de B ,

dans &(f), par rapport & la Z-topologie. Un fermé F C &(f) est dit

irréductible s'il ne posséde pas de décomposition F = F1 U F2 avec
F, fermés et F, # F.
i i

" Dorénavant, X sera compact,

Lemme 1.4 : "Les fermés irréductibles de @&(f) sont exactement les
sous-ensembles C&Z(x,y) ot (x,y) € ¢(f) (c'est-a~-dire que x, y € X,
x #vy, £f(x) = £(y)). C&Z(X,y) c §(f) est une relation d'équivalence
f-admissible. Si (z,t) € C&Z(x,y) on dira que (x,y) € 3(f) est une

généralisation de (z,t) € &(f) et que (z,t) est une spécialisation

de x,y)". O

UF

Démonstration. Soit C&z(x,y) =F avec F, fermé. Il existe

1
un i € {1,2} tel que (x,y) € F,, donc F, :>C&Z(X,y), donc CLZ(x,y)

2

est irréductible. Réciproquement, si F est un fermé quelconque, on a :

F = k_) C&z(x,y)
(x,y) € F

- -
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8(£)

Puisque

(1) F =

(k < @), 8i F

que F = C&Z(Xi,yi)°

k
U o, &)
i=1

est irréductible, il existe un

n'a qu'un nombre fini de fermés

i€ {1,...,k}, tel

C&Z(x,y) < §(£), étant un fermé, s'écrit comme rvéunion finie

de relations d'équivalence f-admissibles ; comme ces derniéres sont

encore fermées, C&Z(Xsy)

1'une d'entre elles.

(qui est irréductible) doit &tre égal 2

Lemme 1.5 "Soit F < 3(f) un fermé de §(f) (dans la topologie Z).
Tl existe une décomposition unique
F = Fl UaeoUFk
o F, est une fermé irréductible, et Fi(t F, (i # 1).
Les F, s'appellent les '"composantes irréductibles" de F." O
Démonstration., La formule (1) de la démonstration du lemme 1.4 donne

l'existence. (On peut supposer,; sans perdre la généralité que

(Xi’yi) ¢ C&Z(xjsyj))g (8i i # j). Soient deux décompositions

k
F = &w} C&Z(Xi,yi) =
i=1

Ils existent deux applications

QO
{1,....,k} < >
B
telles que C&Z(XB(j)’yB(j)

{1,....

1
k;j C&z(zj,tj) .

j=1

) 2 (z,,t.,) et Ci (z
iti Z

2}

a(i) Fa()? 2 (%p0vy)-

I1 s'ensuit que (xi,yi) € C&Z(XBa(i), yBa(i)) et

(zj,tj) € CngzaB(j)’ tdB(j)>’ donc

étant 1l'inverse de 1'autre. On a :

notation : C&Z(Xi,yi) = CLZ(Zi’ti>°

k

o

et

L,

B sont des bijections, 1'une

et aprés un changement de
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On remarque que m@me si P C &(f) est une relation d’éQui—
valence, C&ZP n'en est pas nécessairement une, comme on peut le voir

en regardant la figure 1.5,

Figure 1.5,

Cet inconvénient est en quelque sorte remédié par le

Lemme 1.6. "Soit : P C &(f) wune partie quelconque. On considére
la construction suivante : on choisit (xl,yl) € P ce qui nous donne

le diagramme commutatif :

£
X = Y
™ £,=£(C, (x,¥,))
X/C£Z(X19y1) =X
Si P C:C&Z(Xlgy.])9 on s'arr@te ; sinon on choisit un
2
- y PN .
(X2’y2) EP C&Z(xlsyl) et 1'on considére : C&Z(xz,yz) cSs X1 R

ce qui nous permet de continuer :

Xl/C&Z(Xzsyz) =X, e.a.d,s.
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Ce processus s'arréte nécessairement aprés un nombre fini de

pas et on obtient une relation d'équivalence sz(P) c $(f), définissant
un espace quotient : X —> X = X/ébz(P)o

é@z(f) qui est un Z-fermé est f-admissible et ne dépend pas
des choix successifs de (xl,yl), (XZ’YZ)’ ... - Clest la plus petite
relation dféquivalence f-admissible, contenant P", O

La démonstration est laissée au lecteur,

3.) L'énoncé du lemme fondamental

Définition 1.6. On se donne, une fois pour toutes une immersion générique,

propre Vv : R —> R2 avec un point double et un seul,

(On remarque que ceci définit Vv "univoquement" dans le sens
suivant : si V' : R > R2 satisfait aux mémes conditions, ils existent

h € Diff(R), g € Diff(Rz), tels que Vv = gov'oh),

On va supposer que l'unique point double de Vv est ::

v(0) = w(1).
On considere aussi le demiplan supérieur RZ = (x,y = 0)
avec 9 R; = R et une immersion propre W z.R; —> R, telle que

ulR = V. | est générique et "univoquement" déterminé (& conjugaison

avec des difféomorphismes, prés). La figure 1.6 réprésente U. O

Figure 1.6.
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On considére maintenant un X compact, avec dim X = dim Y

et un élément générique f € Tmm(X,Y).

Définition 1.7. Une formation est, par définition un quadruple

ﬁ = (X, f, Y, W) ot X, £, Y sont comme ci-dessus et WC Y est un
voisinage de coordonnés dans Y, muni de coordonnées (Xl,oa,,Xn)

et tel que : fml(W) a exactement p + 1 composantes connexes

U, U U sdtisfaisant aux conditions suivantes

l’ooo,p
1°., U est difféomoxrphe 2 Rﬁ (et muni de coordonnés

(x 20), U, est difféomorphe & R_.

o0 03X X
1 >“n=-1° "n n

2°, flUi est un difféomorphisme. Ui —>W.

3°, flU s U——>W est donné par

]

X, =x, (i<n-2) ; (X X))

i i n-1' "n M (Xn—l’ Xn) - B

On considére une formation n = (X,f,Y,W) comme ci-dessus
et une paire de points (x,y) € SZ(BU) N 3(f). Sans perdre la généralité,

on peut supposer que

~
1]
~
4]
,—-\
o
-
o)
[=]
NS
»
b
o
QO
o

°

Définition 1.8. On va construire une nouvelle variété n-dimensionnelle,

a2 bord, compacte H(X,f,Y,W) et une immersion générique :
h(X,£f,Y,W) : H(X,f,Y,W) —> Y

comme suit : On commence par considérer la relation d'équivalence

f-admissible C&z(x,y) C &(f) et le diagramme commutatif :

f

7 f(C'ﬁz(xgy))

X/C&Z(X,Y) 3
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On sait que f(C%Z(Xsy)) est une immersion générique. Il y a deux
cas possibles'z

1°, 11 existe un point (z,t) € SZX, spécialisation de

(x,y), tel que z € U, t € U, (1 £1i < p). Dans ce cas, par définition :

H(X,f,Y,W) X/C&Z(x,y)

h(X,f,Y,W) f(C&Z(X,y)) .
2°, 1Il1 n'existe pas de point (z,t) € SZX, spécialisation
de (x,y), tel que z € U, t € U, -

Dans ce cas, on considére f(U) C W et on remarque que

f(C,f,z(x,y))ml (£(U)) est ouvert dans X/CLZ(x,y) et que

£(C, (e, 30 |£CCL, Ge,y)) THE@) 0, (e, y)) T EW)) ——> £(0)

est un difféomorphisme, On a ﬂi(f(U)) = Z et il existe une anse
d'indice 2, plongée, unique (2 difféotopie prés) qu'on peut ajouter
dans W a £(U) pour tuer Wl(f(U))oGﬁte anse est un plongement

g D2 X Dn-2 —>W tel que

gD, x D _,) N £(U) =g, xD__,) N3(£(V)) =

= g(S1 X Dn_z)a
Si i : d(f(U)) —=> W est le plongement naturel, on peut considérer

@, = il g e P)z,°°(s2 X D, JE(U)) <

93
PL7(S, X D,, B(X/CL,(x,¥)) .

Dans ce cas, on pose par définition :
H(X,£,Y,W) = (X/C&Z(ng)) + (mz),

h(X, £,7,W) | (X/CL,(x,y)) = £(C,(x,¥)) ,

h(X,£,%,W) |(D, xD_,) =g .
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Dans tous les cas, on a une "inclusion canonique"

me X —> H(X,f,Y,W)
définie par
X s X/Cb, (x,y) © H(X,£,Y,0). O
On remarque que :
H(X,£,Y,W) = H(X,m, H(X,f,Y,W), w1>

(difféomorphisme), pour un W, convenablement choisi. Puisque

1

§(m) = C&Z(x,y) on peut toujours supposer (pour les problémes qui

nous intéressent dans ce travail) que

3(f) = C&Z(xgy)

Du point de vue homotopique le passage de X a H(X,f,Y,W)

est (complétement) décrit par le lemme suivant

Lemme 1.7. "H(X,f,Y,W) a le type d'homotopie d'un C.W. complexe
obtenu en ajoutant & X un nombre fini de cellules de dimensions

A, 2 2% Xi < n+l. En particulier, pour "1'inclusion canonique"

T 1 X e (X, £,Y,W)

il existe une factorisation (& homotopie prés)

1 K,
) X Uf D, U .en Uf D ., =X
/ 1 k
o
X > H(X, £,Y,W)
™
olt : X' est un C.W. complexe (relatif) obtenu en ajoutant 3 X
1 k

les cellules Dz,,,osD (de dimension 2,...n+l), j est l'inclusion

n+1l

naturelle et jo une équivalence d'homotopie,



- 59 -

On a donc une suite exacte

’FI'*

’T‘I‘l(X) T‘Tl(H(X,f,Y,W)) —0 ." @D

Démonstration., La démonstration est un conséquence immédiate de

la remarque suivante : Soit K wun polyédre, K1 un polyédre

connexe, fini, et h h, : K, == K deux inclusions polyédrales,

1’ 2 1

telles que l'ensemble des x € K, satisfaisant 2 : hl(x) = hZ(X)’

soit un sous-polyédre L c K, L # § . On va supposer que K, est

1

connexe. On considére aussi 1'espace quotient K X I/S obtenu

en tuant, séparément, chague x X I, ot x € L.

Soit K' =K U (K1 X I/8) ol il est entendu que chaque

N

y X O est identifié a hl(y> et chaque y x 1 2 hz(y) (yGKl)°
A homotopie prés, 1'inclusion KS—3> K' est une opération qui
consiste a ajouter & K des cellules de dimensions ) ol

2 £ )\ £ dim K1+1° o

Doréanavant on prend =n = 3, et X = X3 sera un 3-disque

a trous. On va supposer gue- pour Y = Y3 : 0 Y3 = @, Le lemme

précédent décrit H(X33f5Y35W) homotopiquement, Le lemme qui suit

est un premier pas vers la description difféotopique de H(XBSfDYBQW)

Lemme 1.8, (LE LEMME FONDAMENTAL). "On considére ume suite de
formations (ngfleéswl) (avec i =1,...,k) et un sous-ensemble

S« (1,...,k) tels que

a) X; est un 3-disque & trous et 3 Y; = p,

i+l i o.i i i .

b} X 53 = H(Xs,f ’YSSW ), si i € S,

c) Xlgl = X; + (des anses d'indices 2 et 3), si i £ 8.
A #~équivalence prés, la variété ngl = H(X?s fk, Ygg Wk) peut

8tre décrite comme suit : il existe un tore solide
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k+1)

T2P§q = (2p+q) # (51 X DZ) avec p,q dépendant de X 3

, et des

+
cercles différentiables S},,QO,SZPIq c T§P q, tels que :
1°, 8i i = p, Szi—l N Sfl consiste exactement de deux points
d'intersection transversale, xi, x; .

2°, Il n'y a pas d'autres intersections Si N S% (j#2) que celles

décrites au point 1°.

3°, Si l'on choisit des orientations pour 2P 4 . Si, on a :

3
., 2i-1 21 . 2i-1 21y _ o s
int i(S 1 Sl J. int i(S L S1 ) = -1. (ot i < p).
X X
L 2 2p+q  2p+
4°, On considere la paire canomique : (2 T<P1%, 1°P iy, 11

3° 3

existe un r £ q, et (2p+q) plongements différentiables

F., : 8. x1I > T2p+q
i 1 3 . .
incl.canonique
2p+q
2T 3
incl;canonique
2p+q _22p+q
: ———— -
F2p+r+J SlXI 2T 3 T 3
(o i < 2p+r, j < q - r, tels que
-1 2p+q _ = oleod
4 - a) F, (3T 5 ) = 8, X0 =F, (s])
2p+q
4 - b) Fi(S1 X I) coupe 3 T 3 transversalement,

4 - c) Fi(S1 X I) coupe Fj(S1 X I) transversalement, et

1'inclusion naturelle :
L gl
—_— , .
ﬁb(sl N 51) po n-O(Fl(s1 X I) N FJ(s1 X 1))
est une bijection.

4 - d) Le triple :

2ptq

3 30 i3 Fi(s1 X 1))

est MOYENNEMENT NON--NOUEII°
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5°., On considére des disques de dimension 2 :

D; (i =1,...,2p+q) tels que : 3 D; = Si et pour chaque paire
2i-1 21 . _ ' : 2i-1
D 9 s D2 (i =1,...,p), deux plongements : 8941 I—>D 9

. 21 . -1 iy =
gy; ¢ I —>D, tels que : a) g ¢ D2) =3 I, b) gj(I) coupe

(0) = g,,(0) = =

i
3 D, transversalement, c) g, 1

1 , et

i

(1) = gZi(l) =%, .

82i-1

On consideére ¢

2p+
1P o pl @ p? @.....0 p*PH
3 2 2 2
o $2 <2+
1 1 1

Sur K on considére la relation d'équivalence &, qui consiste

s o ] = i <

a2 identifier : gZiml(x) gZi(X)’ pour tout les x € I, i < p.
k+1 . N . s . . o

Alors X 3 est (#-équivalent &) un voisinage régulier C

du quotient : K/&." O

La démonstration de ce lemme occupera les chapitres III, IV

de ce mémoire.

Lemme 3.18.1. "Pour un 3-disque D3 il existe toujours une descrip-

tion comme dans le lemme 3.18". O
C'est trivial.

Le cas oflt M3(f) = @ est beaucoup plus facile :

Lemme 1.9. "Soit (XB,f,YBSW) une formation, telle que : X, est
un 3-disque & trous, a'Y3 =@ et M3(f) =@,
Alors, H(X3,f,Y3,W) est un 3-disque 3 trous." O

La démonstration est donnée au paragraphe suivant.
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4) Démonstration du lemme 1.9.

Lemme 1.9.1. "Soit V2 une variété orientable, fermée et

i V2 ———>'M3 une immersion générique. On suppose que M3 est

orientable,

Le rev&tement :

M, (§) ——— 10,(i)/5(2)

est trivial". (Ici Mz(j) C V, x V, est 1l'ensemble des points doubles),

2 2

Démonstration. L'élément tion trivial de §(2) = 22 induit une

involution sans points fixes

T : M, (5) ——>M,(5) .
I1 faut montrer qu'il n'existe pas de composante connexe (disons Sl)
de MZ(j)’ invariante par T. En considérant les voisinages tubulaires
des immersions T : Sl —>V et jom : S, —> M, on obtient

2 1 3

une immersion géné€rique

J 8 XI——>R,
telle que MZ(J) =5, X %, M3(J) = (), Je dis qu'une telle immersion

n'existe pas. Il suffit de regarder la paire de sous-espaces de

Ry = {(x,y,2)} :

((x2+y2 < 1) N (-1=z=1) ; (x = 0,-1sy,2<1)U(y=0,-1=x,z<+1))

On considere des difféomorphismes

h : (x2 + y2 <1, z = -1) ——>—(x2+y2£l9 z

1]

+1)
tels que : a) ((x2+y251) N (-1<z<1))/h soit orientables (donc

difféomorphe a S1 X Dz)°



- 63 -

b) h(X2 N (z=-1)) = X, N (z=1). Donc X2/h sera 1'image
d'une immersion générique. On peut facilement analyser toutes les
situations qui peuvent se présenter, (voir la figure 1.7) et voir
quelles sont les surfaces immergées dont 1'image peut-8tre X2/h°
En regardant la figure 1.7 on voit que

y

ol L

o e m m e e e o
‘Q:::::; \‘\\ Figure 1.7
<:::\\—~_~* \\\\\ /

<

les identifications possibles sont :

I
o

a=a'y c=c¢c', b=>b', d (deux exemplaires de S§,XI)

2

ja¥]
]
o
o]
1]
[a N
o
1

c', d = a' (ruban de Mybius)
a=c', c=a', b=4d', d =>b" (deux rubans de Msbius)

a=4d', c=b', b =a', d =c' (ruban de Mubius).

Dans aucun des quatre cas on ne trouve un exemplaire de 82 x I
(et un seul). O
On considére maintenant une immersion générique

f: X, —Y ol X3 est un 3-disque & trous., On considére

une formation (XS’f’YB’Wj et une paire de points

G,y) €57 (3%, N E71ON) N 8(E)
comme dans la définition 1.7.

Sans perdre la généralité, on peut supposer que Y3
est orientable et que C&Z(xsy) = §(f), (Il suffit en effet, de
remplacer Y, par H(X3,f,Y3,W)°,‘). Si 1'on suppose que Mg(f) =@,

on voit que, pour calculer H(X3,f,Y3SW) on est dans le cas 2° de

la définition 1.8, donc :
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H(X35f,Y3,W) = (X3/C&Z(x,y)) + (wz)

ot Py est une anse d'indice 2 :

0
v, € L (8; x I, 3(X;3/CL,(x,¥)))
On peut supposer que 1'imagé de x est telle que :
mx) = mly) € @,(8; X 2 .

On va considérer sur BX3 1'ensemble

_ a2 -1
Zz(f) =z, = M°(£) N aXB) Um (cpz(s2 X 1))

C'est une sous-variété & bord de 6X3S de dimension 2. Une compo-
sante connexe, S19 de 9 22 sera appelée minimale s'il existe

un 2-disque D, de BXB, de bord S

9 tel que

13

- = AL =
D,Nd %, =8 =0D,, et § N (p,(8; x 1)) =0 .

£|D, sera un plongement, (Ceci résulte du lemme 1.9.1). On

peut choisir un voisinage (de coordonnées)

2
2

Y3, tel que (flfsl(RB), f_l(RB)) soit dans 1l'un des deux cas

Ry = {(xl,x25x3)} de f(DZ) = ((x3 =0) N (xi + %7 < 1)) dans

suivants :
I. f_l(R3) a deux composantes connexes :
, 1 2 2 2
< c
(xl, X, X4 0) Ry et (Y1 + Y, 2 1) Ry
N .
(ot R, Ry sont deux exemplaires de R3)°

f est donné par :

x, =X, %, =Y, (i =1,2,3)

1. £1(R,) a deux composantes connexes

3
1 2 2 2
(x,, X XSO)CR3 et (Y1+Y3SI)CR3o

1° 727 73
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f est donné par :

x, =X,, x, =Y, (1=1, 2, 3)
i i i i

On va décrire une opération élémentaire, attachée 2

(D2, S.) qui va nous faire passer de la formation (X

1 f, Y3, W)

33

3 une formation (X!, f', Y39 w).

Dans le cas I

Xy = X+ (4,)

olt wz est 1'anse d'indice 2 correspondant a

(Yi + Yg <1, -1 = Y3 < 1) et f' est l'extension naturelle de f.

Dans le cas II, on remarque que le disque

2

2
(Y1+ Y,

<1, Y3 = ~1) sépare X3 en deux composantes connexes,

X! sera celle qui contient =x,y. f' sera la restriction de f,

3
Dans les deux cas Xé est un 3-disque & trous., On remarque
facilement que
a) Ssi HX!, f', ¥y W) est un 3-disque i trous, alors

~

H(X,, f, Y3, W) est aussi un 3-disque i trous,

39
s .

p) #m (@I, (£)) < #m (3 Z,(6)).

c) 8i le revetement Mz(f“) — Mz(fﬂ)/S(Z) (et, dans le cas II

le rev@&tement M2(f|X3 - Xé) —_ MZ(fIX3 - Xg)/S(Q)) est trivial, le

revétement Mz(f) —_ Mz(f)/S(Z) 1'est aussi.

Par induction, on raméne la démonstration du lemme 1.9

au cas ol (X3, f, Y., W) ne posséde pas de cercle minimal, En

3
utilisant le lemme 1.9.1 et le fait que x, y sont dans la méme
composante connexe de 9 X3 - int(MZ(f) N o X3), on voit que 1l'en-
semble des composantes connexes & bord # @, de Mz(f) n BXB va
consister exactement de deux disques disjoints : Dé, D; , contenus

dans la méme composante connexe de 9 XB’ tels que : x € BD; et

2
yeanzo
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Si 32 cC 9 X3 est une composante connexe qui ne

contient pas (x,y), flS2 est un plongement. A S on va attacher

2

une opération élémentaire qui nous fait passer de (XS,f,Y3,W)

a4 une nouvelle formation, (ng £, Yg,
) .
si 8, NM(f) =@ on définit Xg = X3 + (une anse d'indice 3

qui tue SZ)° Yg est obtenue & partir de Y3 par chirurgie

W'"), définie comme suit :

de Morse, de telle facon qu'on puisse définir f" avec :

"X, = £,....e.a.d.s,

3
si 8, N M?(f) # ¢, on a : 5, C Mz(f) et il existe
une sphire unique : Sé < Xy, telle que f(Sé) ='f(82)° S; divise

2

X3 en deux parties. Soit Xl celle qui contient (x,y) et X3

3
,, ,, 2 o200
l'autre, Je dis que Xj N M(£) = 0.

[+
En effet, si x', y' € X5, x'" #y', £(x') = £(y'), ils

existent des arcs c c, : I —>X

1° 72 3
cl(l) = x, c2(0) =y’ c2(1) =y, et, pour tout t € I :

tels que : cl(O) =x',

f(cl(t)) = F(cz(t)) € Y, - Ces arcs ne traversent pas s2 C 9dX,, donc ils ne

3’
traversent pas S% non plus ; donc ils ne pénétrent jamais dans X

3
On a : d xl o8 + Sl 4+ ... (réunion disjointe). On

3 2 2
définit : X! = Xl

5 3+ (deux anses d'indice 3, qui tuent S, et S;).

2

On modifie Y3 par chirurgie de telle facon qu'on puisse définir

1 1
§ : s | BN it 1" 1" 2
1'immersion f£" X3 —_— Y3 avec f IXB le3 o

Dans les deux cas les remarques a, b, c¢ faites plus haut

pour X! , restent vraies pour X} .

3 3

On peut donc toujours se ramener au cas ol X3 = D3 .

Considérons les deux disques de X3 ¢ ﬁé, A;, tels que

i~ _ i i, _ .1 . i i
b, N'® Xy =3y, £(A) =D, . Les spheres 4, U ch—f> Xy

(i = 1,2) sont disjointes, Elles divisent X, en trois disques

A3, B3, C3 de bords, respectivement :
1, 1 2. .2 1 22 .1, 2
AZUDZ’AZUDZ’(3X3'D3'D2+A2+A2>°
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On voit que la relation d'équivalence &(f) = C&Z(x,y)
identifie A3 avec B3 . En plus, le rev@tement :

Mz(f) —_— Mz(f)/S(Z) est trivial, D'autre part, on a un

difféomorphisme

(X,/8(5) , m (3 D;> = 7.0 D§>>

=(51XD2,pX6D2) (otx pESZ)

%y (82 X ) coupe m(d D;) transversalement en un point, Le

lemme 0.1 dimplique alors ce qu'on wveut, 0O

Remarque. La démonstration donnée ci-dessus, donne, aussi, le

résultat suivant : "Soit X3 un 3-disque & trous, Y3 une

variété orientable, £ : XS‘—-> Y3 une immersion générique, telle

que Ms(f) = ¢, Alors, le revétement : Mz(f) ———E»Mz(f)/S(Z)

est trivial". O
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CHAPITRE II: COMMENT LE THEOREME DE STRUCTURE (THEOREME B) EST IMPLIQUE

PAR LE LEMME FONDAMENTAL.

2,1) Plan de la démonstration: On commence par la définition suivante:

Définition 2.1:  Soit (X;, £, Y;), W) (4 =1, 2,...,k) une suite de

formations, satisfaisant aux conditions a), b), ¢) du lemme 1,8,

X§+1 = H(Xg, X R YE, Wk) est appelée une Z-variété , O
Lemme 2,1: "Soit Y3 une variété C . de dimension 3, telle que bYB =0

et £, f; € Imm(Sz, Y3) telles que:

a) fo et f1 sont génériques, et réguliérement homotopes,

" o . .
b) Il existe une Z-variété X3 , et un diagramme commutatif:

)
>
52 p X3
o
| \ .
) o
Y3 s
[+
otiz . b-1) j, » F, sont des immersions C .

b-2) jO est homotope a l'application constante,

\ cenx 1 . .
I1 existe, alors une Z-variété ,X3 , et un diagramme commutatif:

1

S - > X

2 iy 3

;:\\\\\\\\\& g{/////////Fl
Y3
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-]
tel que: c¢-1) j; » ¥, sont des immersions C

c-2) j1 est homotope & 1l'application constante", O

La démonstration sera donnée au paragraphe 2.2,

(-]
Lemme 2,2: "Seit W, wune variété C 2 bord, avec BWB = et

3 %
32 XTI &> W3 un voisinage tubulaire du bord (on suppose que
82 X0 = 82

. <
2 82 X1 > W3

= 8W3 ). Désignons par « € P%m(sz, W,) le plongement:

3

i

S

Supposons qu'il existe une Z-variété X3 et un diagramme commutatif:

S > X
2 ” 3
8
& Y
\9
int W3

ot B, Y sont des immersions, et B est homotope 3 une application constante,

Alors W3 est une Z-variété', O

La démonstration sera donnée au paragraphe 2,3.

On va démontrer maintenant le théoréme de struecture, 2 partir des

deux lemmes précédents.

Lemme 2,3: "Soit Z% une sphére d'homotopie lisse de dimension 3 , et

-]
D3 C—> 23 un plongement C . Le disque d'homotopie, lisse, de dimension 3 :

W3 = 23 - int D3 est une Z-variété", O

Démonstration: On considére un voisinage tubulaire de 52 =39 W3

> 3 = 551 e
§, X I W, ol S, X0 d W, . On désigne par o € P4 (52, w3) le

plongement c” 52 = S2 X 1 Cm—> W3
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Soit g € P4 (D39 int wg) un plongement différentiable quelconque,

D'aprds le corollaire 0.6, les immersions g S, s @ € Imm(Sz, int W3) sont

réguliérement homotopes. Le diagramme commutatif:

C, >
Sy Dy
5% \ /g
,w3

"et le lemme 2,1, impliquent l'existance d'une Z-variété X3 et d'un diagramme

commutatif:

S

2 3 > Xq
%,
a \\\\ F
Nk

int W
nt g

ot j, F sont des immersions, et j est homotope 3 O -, Le lemme 2.2 nous

dit alors que w3 est une Z-variété, G

Soit maintenant K/® un espace construit comme dans le lemme
.
fondamental 1.8, et C%(K/@) un voisinage régulier (C ) de K/& . Le lemme
2,3 implique tout de suite qu'il existe un p >0 , tel que, si Déc————> 23

&
(i =1,..,,q9) sont p plongements C , 2-a-2 disjoints, on ait:

R i _
. - U int D3 = Cg (x/%)

(difféomorphisme), Le théorime de structure est une conséquence immédiate de

ce difféomorphisme,
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2,2) Démonstration du lemme 2,1:

soit & € ImmI(S2 XTI, Y X 1) une homotopie régulidre générique , telle que

8(0) = fo , (1) = f1 . On peut faire, pour & , les considérations du para-

graphe 0,5; en particulier, on peut considérer 1l'ensemble des niveaux singuliers :

0(8) €1 . C'est clair qu'il suffit de donner la démonstration du lemme 2.1 dans

le cas ot # 0(®) =1

Soit donc ty €I 1'unique singularité de & . On considere

p = p(to) (la multiplicité ) et A = K(to) (1'index ) de t, . On a six

cas & étudier (voir la fin du chapitre 0).

On va esquisser 1'étude du cas (p = 2, A = 1) ., Les autres se font
de la méme maniere,

On considére "le support" de & , qui est le 2-disque:

2 2
= = = = 2 = <
Y, b, {z=0,02%x e, +Y, ¥ to} .
(On passe de f0 a f1 en poussant X = -to + Y2 - 22 de l'autre cBté de
X =0 , suivant 4, ).

2

o) AQ est formé de la réunion de deux intervalles fermés Il 5

>
I, £ (82>

°

Seit I

i 1'un de ces interwvalles, Soit 62 CZfO(SZ) un 2-disque

contenant Il dans son intérieur, et @ : DBC———-> Y3 un plongement, tel que:

a) 52 <3 D3)
b) b, Ctp(DB)

c) (d D3) coupe F_(3 Xg) transversalement,

Considérons 1'esgpace singulier Xg @ 'D3 et "l'immersion"
$
2
F Dep: x° —_
o @.XS?D?) T, .
2

On peut appliquer 2 @(F0 @ ) CISZ(Xg @ID3) le yoga des Z-topologies du
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-chapitre I, Eu particulier, on va considérer C&Z(éz) o @(Fo D@ qui est la
relation d'équivalence (compatible avec F ©4¢ , la plus petite, tuant les

. e s O . .
singularités de X3 ® D, , On aura donc un diagramme commutatif:

3
62
F ©o
o o
> >
X3 © Dy !
2 ) P
™ o
Xq ?DB/c&Z(tSQ)
2
ot X2 @ p,/Ch (8.) est une (vraie variété) et F. une immersion. j, est
3 8 3 Z 2 1 1
homotope & O (puisque jo 1'est), Il s'agit de montrer maintenant que
Xl =x2 ®p_/ct (8 ) est une Z-variété, Soit Dtc;—-——>'D (t €[o, 1D
3 3 8 3 Z 2 3 3
2

une famille de 3-disque dépendant différentiablement de t , telle que:

o) 3D &, .

3
. 1
i) D3 D3 .
t t!
i < i <ttt
ii) D, D3 si t £t'
111) D° est “dégendré" et: Do =&
3 3 2 -

iv) P =@ (3 Dg - 52) est générique par rapport 2 FO(B X§> .

(Ce qui fait que, localement les singularités sont comme celles d'une homctopie

régulidre générique, )
¢, aura un ensemble fini de singularités, désigné par 0(¢E) «r
Le lecteur pourra montrer sans peine que:
1, si [t, €' N G(¢%) =@ , alors:

0 t, . o O t!
Xy 669 DB/CLZ(GQ) X f D, /c&z(éz)
2 2
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(difféomorphisme),

t ~€
II, si t € o(p) et si X2 ®D° /c4 (8) est une z-variété,
2

t +€
alors Xg @9D30 /Céz(éz) l'est aussi, (On laisse au lecteur le soin de
8
2
décrire explicitement, suivant les différents cas (p, A) , comment la seconde

variété s'obtient & partir de la premidre,

2.3) Démonstration du lemme 2,2:

Le fait que B soit homotope 3 O , implique qu'il existe un disque d'homotopie

W; —_— X3 , tel que 3 Wé = 8 82 . On peut vérifier sans peine que
Y|W1 est un difféomorphisme wl —>vw, -5, x[0, 1
3 37 o 37 %2
Considérons l'espace singulier: X, ® s, x [0, 1] ot S, x1 —>%X
3 2 2 3
S, X1
2
est B 82 —_ X3 . On considére aussi "1l'immersion" :
Yy®id: x, ® s, x[o, 1]——>w
3 2 3
82X1

Comme dans le paragraphe précédent, on a un diagramme commutatif:

X3®quxfos 1] > W .

©
X, ©5, X (o, 1j/c&z(sz><1>
A3 = X3 @>Sz x Lo, 13/0&2(52x 1) est une (vraie) variété et A une immersion.

Pour les m&mes raisons qu'au paragraphe précédent, A3 est une Z~-variété,

Tout est fini si 1'on montre que A est un plongement (en fait un
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difféomorphisme), De toute fagon A est surjectif (puisque

W, = x [0, 1) Cimage X, !) On laisse au lecteur le soin de montrer

3" 5

1'injectivité, U©

3
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CHAPITRE TII: LES GRANDES LIGNES DE LA DEMONSTRATION DU LEMME FONDAMENTAL.

3.1) Variétés singulilres: On va introduire une classe spéciale d'espaces

de dimension 3, les variétés singulidres (de dimension 3). Tous les espaces

et les morphismes considérés ci-dessous seront linéaires-par-morceaux (ou plutét
] P . u N °
différentiables-par-morceaux), et C , partout ot cela a un sens., En parti-
culier, nos espaces seront construits (localement) par le procédé de la somme
-~ Pl e “ o
amalgamée (paragraphe 0.1), dans la catégorie C s, et nos morphismes seront
"faiblement différentiables" ). On pourrait utiliser aussi, le point de vue des

espaces stratifiés [21] .,.

On commence par la description d'un modéle local, On utilisera les

notations du paragraphe 0,1:

Définition 3.1: On va construire une paire d'espaces (K3 s s(K3)) et une
application:

X i —_—

J(K3) P Ky Ry
comme suit: dans R3 , muni de coordonnées (x, y, z) , on considére les

sous-ensembles:

A=(z =0)

B=1(z20) N(-1 sx <+1)

c=(z20) N(-1 sy =+1)

On va désigner par i(A) , i(B) , i(C) , les inclusions canoniques
de ces ensembles, dans R3 . (On va souvent identifier A, B, C avec leurs
images ,,.)

Par définition:

K, = B S A & C , et :

— A

T
(z=0) N ([x| =1) “(z=0) N (|y| = 1)

j = j(K3) = i(B) @ i(A) @ i(c) .
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Par définition, la partie singuliére de K3 : s(K3) G5K3 est

1'image canonique de:

(z=0) N (-1 <x S+1) N (-1 Sy S+1) © A
On va introduire, aussi, les sous-espaces suivants de K
K, = j_l(x2 + y2 + 22 =< 2) et

j“l(x2 +y2 +2t=2) , &

~
U
o
7~
i

On a un difféomorphisme évident:

8K, =s xsl-intD

3 1 2

(ot D, o> §; X 8, est un plongement c” quelconque). On remarque aussi

que K3 - S(K3) = la partie régulidre de K, est une variété de dimension 3,

3
32 bord # ¢ .

s C , les germes de A, B, C

On va désigner par AS(KB) = AS s BS s

autour de S(KB) €K (Je rappelle que si (X, Y) est une paire d'espaces

3
topologiques, avec Y &X fermé, deux sous-espaces U, V ©X ont le méme germe
autour de Y , s'il existe un ouvert 0 2Y , tel que : 0ONU=0N0NV |,

U, = Vg va désigner le germe de U (de V ) autour de Y ).

Tout difféqwqrphisme:

f: K, —> K

~

3
laisse s(K3) invariant,
Si F CIS(KB) est un fermé, on a donc une bijection:
£y lap s B, Cp ] ";;——4> Beryr Bery Cemy 1
C'est clair qu'il existe des £ pour lesquels:

- : -  ie e s . . )
£ 4(B) Ceqpy £4(Cq ) Bepy + mais je dis qu'on a toujours:
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£y(Ap) = Aeepy -

[Démonstration: Je rappelle que, si K est un complexe simplicial et ¢ &K

un simplexe de K , on définit:

star (0 , K) = le sous-complexe (de K ) formé par les simplexes
incidents avec C
4k (0 , K) = le sous-complexe de star (0, K) formé par les simplexes
(de star (0, K) ) qui ne sont pas incidents avec O
(voir [24] .
Triangulons K de telle manidre que le carré s(K3) = (-1 £x £41,-1S ys +1, 2z=0)
et ses cOtés, soient des sous-complexes, On voit facilement que, suivant que
p € int s(K3) , P € int (d'un cbté de S(KB) ) ou p = un sommet du carré
s(K3) , tk(p, K3) est topologiquement différent, Donc, tout f doit permuter
les sommets de s(K3) . D'autre part, soient p, g deux tels sommets,
F. & 4k(p, K3) N S(KS) un fermé, et ¢ : 4k(p, K3) *:T—>'4k(q, K3) un homéo-

1
morphisme quelconque, On a toujours ¢XF1) CIs(KB) et:

7~

A =
(A N k(p, KB))FI) (A N 4k(q, KB))¢(F1) .
Définition 3.2: Une variété singulidre (de dimension 3, compacte) est, par
définition, un espace topologique compact X3 , tel que pour tout p € X3
il existe un voisinage V de p dans X, tel que V est ou bien une variété

3

de dimension 3 (usuelle) 2 bord non nécessairement vide ou bien isomorphe au

K3 de 1a définition 3.1, a

Le lemme suivant est trivial:

Lemme 3,1: "Soit X3 une variété singuliére, Il existe une décomposition

de X3 (unique, & difféomorphisme prés) définie comme suit:

On considére p exemplaires de RB (voir définition 3,1):
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ﬁ;sooo,osﬁg , une variété de dimension 3 compacte, a bord, M3 et p plonge-
ments différentiables, 2-a-2 disjoints: @ = 6 ﬁ;-——-—> o Mo
=1 =2 = =1 =2 =
- : U =n @k 0 k0. .0 R
Xy = My U¢K3 U@K&, . ,U¢K3 M, $K; > Ky & X3
1 2 P &K 8K
3 3 3
(ot chaque x € 5?; est identifié avec ¢€(x) ).
i o e _ 1 p N i =1
Par définition S(XB) = s(K3) U.....U s(K3) , (ol S(KB) C:K3 est
la partie singuli&re de -; ) est la partie singulidre de X3 et X3 - s(X3)
la partie régulidre. Les E; (R; ) ﬁ;) sont appelés les voisinages singuliers
de X3 o
Le bord de X3 s, est, par définition:
= - L |
3x3 o(x, s(X5)) .
Les variétés singuliéres X3 vont presque toujours apparaitre en
<O,
méme temps que des applications (C ) Xy "N, (N3 = variété ordinaire), d'un

type spécial, qu'on va appeler, par abus de langage, immersions |,

Définition 3,3: Soient X, une variété singulidre et N, une variété ordinaire,

3 3
Une application Cm, i X3 “’NB est appelée immersion s'il existe une décom-
position de X, comme dans le lemme 3.1 telle que j’IM3 € Imm(MB, N3> et que

j ﬁ; soit difféomorphe i j(KB)]EB (voir la définition 3.1.), L'immersion j
sera dite générique si, en plus:
QD 2 .
1°, £[3 X, € Inm(3 Xy, N,
o . . =iy _ oonl =3y =
2°,  f£lint My) N £(K,) £(R;) N f(K3) ¢

) est générique

(si 1i#3j) . 0O

3

rendue générique, Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter (et de prouver)

Par "homotopie réguliére" toute immersion X, =N eut &tre
’ 3

cette assertion,
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les Z-topologies du chapitre I, peuvent &tre introduites pour les

immersions génériques j 3 X3 ”*NB . On procéde comme suit. On commence par

considérer SZ(X3 - s(X3)) =) @(j'X3 - S(XB)) , La Z-topologie est définie sur

é(le3 - S(XB)) comme au chapitre I, On considére la diagonale:

2 2 2
As(x)(‘_‘Ax < s X

3 3 3

et la complétion de @(le3 - S(X3)) :

2 2
§(3) = . _ -
(1) = 83z, - s(xy)) UAS(X3) S S
Définition 3,4: Seit j ¢ X3 ——--—>'N3 une immersion générique, comme
ci-dessus, On définit la Z-topologie de &(j) cs® X, comme suit: Si T est

3

la topologie ordinaire de &(j) (induite par 82 X, ), un sous-ensemble

3
F & &(j) sera Z-fermé si et seulement si, il existe un F' Ci@(leB-s(XS))

tel que:
1) F' est z-fermé dans &(j|x; - s(X,))
2) F = C{TF“ dans &(j) ., O
On remarque facilement que ceci définit bien une topologie, et que
F' = F - AZS(X y Si S(X3> = @ c'est la méme définition qu'au chapitre I,
3

De toute facon, toutes les considérations du chapitre I, restent valables dans
ce nouvegu contexte, Si 1'eon considére la décomposition:

= o(kt P
S(XB) S(K3> I S(Ks) s

les fermés C{Q(S(K;)) € &(j) sont irréductibles et constituent des relations

d'équivalence j-admissibles,

Définition 3, 5: Soit j @ X3 ———>-N3 une immersion générique, Définissons,
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comme dans le lemme 1.6 la relation d'équivalence j-admissible:

N2

Y= ¥(§) = c&zms(XB)) c &3 .o

On démontre sans peine que Y¥(j) est la plus petite relation d'équi-

valence j-admissible telle que XB/Y soit une vraie variété et

j¥) . XB/Y- > N, une vraie immersion ) . En plus la projection cano-
nique X; —> X3/Y induit une suite exacte:
m —_ _—
1<X3) ﬁl(XB/Y) 0

(voir le lemme 1.7).

En principe. les variétés singuliéres considérées dans ce mémoire pourront
toujours se collapser (dans le sens de J.H,C. Whitehead {23)]) sur des sous-~
polyédres de dimensions 2 d'un certain type qu'on va décrire maintenant. On

commence par rappeler quelques notions de topologie linéaire-par-morceaux

(voir [247), On prend comme point de départ la notion de polyédre euclidien

(= complexe gimplicial fini, plongé linéairement dans Rn ), de sous-division

(linéaire) et de morphisme lindaire par morceaux (entre deux polyédres eucli-

‘diens), Par définition, un polyddre est un espace topologique X (localement)
compact muni d'un atlas polyédral défini comme suit: On se donne des applications

continues: fi 2 Ki —2> X telles que:

a) K, est un polyédre euclidien et £, : K, —> £ (K,) est un
i i i ii

homéomorphisme,

b) L}fi(Ki> =X et U&X est fermé (ouvert) si et seulement si
chaque fi(Ki) NU est fermé (ouvert),

- - -1

c) les applications f,1° £, ¢ f,l(K. NK,) —> £, (k, NK,)

J 1 1 1 J J 1 J

sont linéaires-par-morceaux,

Tout polyédre euclidien admet une structure polyédrale canonique et
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deux polyédres euclidiens ont la méme structure polyédrale si et seulement s'ils
admettent des sous~divisions (linéaires) isomorphes, Chaque polyédre peut &tre
triangulé d'ufife manidre compatible avec sa structure polyédrale et deux telles
triangulations admettent des sous-divisions communes, Les notions de morphisme

linéaire=-par-morceaux de déformation élémentaire , c'est-a-dire de contraction

élémentaire ou de dilatation élémentaire sont définies pour les polyédres,

Une composition finie de contractions élémentaires, est un collapsing .

Définition 3,5,1: Soit K =K, un polyddre de dimension i,(K)i = (Ki)i &K
va désigner le sous-ensemble (ouvert) des points ot K est une variété (2 bord)
de dimension i ., Je veux dire que chaque point x € (Ki)i = (K)i posséde un
voisinage (ouvert) qui est homéomorphe (par un homéomorphisme linéaire par
morceaux), avec R, = 1’espace euclidien de dimension i ), ou avec

+
= = Afini = - = -
Ri {(xl9 XysoeosXy 75 Ky 0)} . On définit Kim 1’4 (K)i Ki (Ki)i .

1
idé H jos = K, - . . .
On peut considérer, alors (Ki~l)i-l K. ; et K _, =K , (K1-1)1~1
Inductivement, on définit K, , (K.,). et K, . =K, - (K,), . Pour un polyédre
: 3 i3 j-1 3 i3
de dimension 2, X, ,on a une décomposition disjointe (stratification):

= - o
K, (K2)2 + (Kl)l +K_ .

On va donner maintenant la version 2 - dimensionnelle de 1z définition 3.1,

Définition 3,6: On va définir une paire d’espaces, (kzg p) et une applica-

tion j(kz) : k, >‘R3 , comme suit: On considére R, muni de coordonnées
(x, v, z) et:

3
Soient i(A') , i(B') les inclusions canoniques, On définit:

kznAﬂ S B’ R j(k2)=i(A")®i(B") s
—— N

(x=y=0, z <0)
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p = le point (0, 0, 0) € k2 \

C’est le point singulier de k2 . On définit aussi:

E, j(kz)”1 (x% + y° + 22 S2)
(j(kz))ml > + y2 + 22 = 2)

o
=
]

et:

= _ 4= . -1
8 k2 :>aO k, = 8 k2 N (J(kz)) (z =0) , 0

Définition 3,7: Un 2-polyédre singulier est par définition un triple

. &

(K2 s f,vM3) ol K2 est un 2~-polyédre. compact, M3 une variété C s sans
-]

bord et f : K2 q'MS une application C (par morceaux), qu'on va appeler, par

abus de langage, immersion ., On suppose les conditions suivantes, satisfaites:

a) Il existe un ensemble fini s(Kz) ClKZ , appelé 1'ensemble singu-

lier de (K29 £, M3) (o1, tout simplement de K, ) , tel que fle-s(Kz) soit
une vraie immersion, Si q € S(KZ) , il existe un voisinage V de -£(q) € M,

et un diagramme commutatif ol les fléches verticales sont des difféomorphismes:
q
b

b) £ est générique , dans le sens suivant: On part de la décompo-

-1
¢ £t tleTw

j(k,)
€k, 2 >

-giton considérée dans la définition 3.5.1:
Ky = (®Ry), + (R + K
ot 1'on remarque que s(KZ) C:KO . On demande que:

b-1) si x € K f'l(f(x>) = x

b-2) f](Kl)l est un plongement (Kl)1 —_— M3 s
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-~}

b-3) f'<K2)2 € Imm((Kz)z, M3) est une immersion C , générique

et f((Kz)z) coupe f((Kl)l) transversalement,

Soit p € K2 . On dira que p appartient au bord de Kzza K2 CiK2

si 1l'homelogie locale de K, au point p est nulle:

2

H*(K2 mod (K2~p>) =0 3 K, est un sous-polyédre de dimension 1 de K, et on
a une décomposition comme tout-a-1‘'heure:
3K, = (3 K2)1 + (3 K2)0

(3 Kz)o est un ensemble fini et (3 Kz)l Cﬁ(Kz)z est le sous-ensemble des

points qui possédent des voisinages ouverts difféomorphes a R; . (Clest le
"yrai bord" de K, ).
(On voit donc que @ EZ =8 Ez L) a

Définition 3.7.1: Je rappelle que si ¢ : X =Y est une immersion topologique ,

on désigne par M (¢) CX le sous-ensemble des points x € X , tels que

) est un 2-polyédre singulier, on définit

(F e x))) 24 . si Xy, £, M,

les sous-ensembles Mz(f) &K ﬁz(f) c:51(2 par:

2 3

w(6) = W (£[R, - s(R))) €Ky - (k) et: H(£)=UA(E)V s(K,)= ¢t M (£) €K

2 2 °

Si X3 est une variété singulidre et { : X3 “'MB une immersion générique, on

définit de la méme manidre: Mz(w) = M?(leB - S(XB)) s ﬂ2(¢) = MZ(W) Ufs(XB) .

En imitant le paragraphe 0,4 (chapitre 0), on va introduire aussi
les notations suivantes:

On partira d'un 2-polyédre singulier (Kz, £, M3) et de

D pi s
K, XK, O Diag (Kz) . On a:

K, XK, >M, XM,

et par définition:
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M2(f) (f X f)“1 (Diag M3) - Diag K, €K, XK, - Diag K

2 2 2 2

[

ﬁ2<f> u,(£) Ubiag s(K,) = ¢t M,(£) .

La projection de K2 X K2 sur le premier facteur, induit un diagramme commuta-

tifs

Mz(f) < Mz(f)

A

MA(E) o« MA(E) . o
Le lemme suivant est trivial:

Lemme 3.2: "Soit (K2, £, M3) un 2-polyédre singulier, Il existe un couple

(C5<K2’ £, M), Cg(f)) (ot par abus de notation, CE(KZ, £, M3> sera désigné,

3
par CB(KZ) ), tel que:

1) CE(KZ) est une variété singuliére et Cg(f) 3 CB(KZ) =M, une
immersion générique,

2) Il existe un plongement K, CCC%(KZ) , tel que Cg(f),Kz = f

(on identifie K, avec son image dans Cg(Kz)) et que CB<K2) cellapse sur

K2 o
3) L'inclusion Kz C:CE(KZ) induit une inclusion s(Kz)Cis(Cg(Kz))

qui est une équivalence d'homotopie (c'est-a-dire une bijection sur les compo-

santes connexes, puisqu’elles sont toutes contractiles).

4) Pour tous les i 22 on a:
M(£) ¢3M1(C§(f)) et M}(C%(f)) collapse sur M (f) . (En particulier

M‘*<®3<f>> =9 .)

5) On va désigner par TB(X) 1'ensemble des composantes connexes
par arcs de X ,

Il existe une bijection:
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_ A 2 , 2 _
£ = ﬂ*O(K2 u»s(Kz) - M (£)) > ﬂé(CB(Kz) - s(Cg(KZ)) - M (Cé(f))) =N

~
a4

telle que si x €& , X &€mn , on ait: Y(x) = X si et seulement si
x NX # @ et que, dans ce cas X .collapse sur X N x <C5(K2)’ Cg(f)) est

unique, & difféotopie prés," 0

2
On remarque que l'on a une inclusion naturelle 52 K, <8 CE(KZ) , en

particulier, si V¥ CZ@(Cg(f)) est une relation d'équivalence C%(f)~admissib1ez

¥ N ssz c:32K2 ,

est une relation d'équivalence f-admissible .

On définit, en particulier, la relation d’équivalence:

- N 2 2
& = §(f) = é(C%(f)) Ns K, < s K,

On a un diagramme commutatif:

£
>
% "y
£(2)
K,/8(£)
ot f(®) est une vraie immersion,
C'est clair que x =y (mod ¥(£f) ) si et seulement si £(x) = f(y) . si

) CiSsz est une relation d'équivalence (f-admissible) de la forme

§ =Y n 82K , on définit f£({¢) : X ——->'M3 par: £(§) = @(£) (¥) , ce qui

2 2

nous donne le diagramme commutatif:

£

£CP

K2/¢
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Par intersection avec SZK2 , la Z-topologie de &(8(f)) se transporte sur

&(f) . Enfin, on définit

Y(£) = Y(&(£)) N s2K2

C'est la plus petite relation d'équivalence f-admissible qui tue toutes

les singularités de K2 .

Définition 3.9: Soient (Kz, £, M) et (LZ’ g, NB) deux 2-polyédres singu-

3

liers, On dira qu'ils sont difféomorphes s'il existe un homéomorphisme linéaire

par morceaux h K2 = L2 tel que, si x € K2 , ils existent des voisinages

V., :x €U CK ,f(x)EVlCZM

ouverts: U, Vl’ 2 2

<

avec les propriétés suivantes:

1°, f£(u) cv, , £fhw@U) €v

1 27

2°, Il existe un difféomorphisme d ¢ Vl -*Vz qui rend commutatif

le diagramme suivant:

U £lU >Av1
h d
h(y) —&[n® >v, . @
Si (Kz, £, M3> et (Lz, g, N3) sont difféomorphes, il existe un

difféomorphisme C%(Kz) =+ CB(LZ) qui prolonge h

Définition 3,10: Le 2-polyédre singulier (KZ’ f, M3) est dit collapsible

si K2 est collapsible, Il est dit complétement collapsible s'il existe un

2-polyddre singulier (K!, £', Mé) (avec s(K%) =0 , K% collapsible, £' un

plongement), r exemplaires disjoints du modéle local (k2, j(kz), R3)

. i iy oo i -
(déf. 3.6) (k29 J(kz) R MB) et des plongements: 30 k) > 3 LSS tels

que les 2-polyddres singuliers (K, , f, M3) et:

23
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(y, £, M) = () & K, © K 8. .05 ,0;)E)e..0(E), )
-1 ) -r
aok2 aok2 aokZ

soient difféomorphes, Pour la commodité on é&crira:

K Q

5 (somme connexe) .

=1 =T
= 1)
ki #k, Fornns # &,

Définition 3,11: On va considérer l'espace euclidien R

= {(xl, X, x3)} et

3

les plaus R; = {(xl, xi)} C1R3 (i = 2, 3) ., Pour chaque R; on va considérer
la projection 1T 3 R; —=>R , donnée par ﬂ(xl, Xi) = Xy de ﬁéme que les
projections canoniques ﬂi : R3 _—> R; . Dans chaque R; on se donne un
polyeédre euclidien, compact, connexe, contractible: YiC;——>-R; , et un bout
st ¢ Y; . On va supposer que st = (0, 0) €& R; , et que les conditions suivantes
sont satisfaites,

1°, yic[o < x, <1] ﬂRg ;

2°, Tous les bouts de Yi (é 1l'exception de Si s, se trouvent sur
(x1 =1) .

3°, S8i @ lo, 1] > Yi est un plongement, tel que ¢(0) = Si 5
alors: Tt o ¢ : EO, 1]——>R est un plongement,

4°, Soit Yg CiYi le O-squelette. Alors:
o o
T‘,T(’Yz) N ﬂ(vg) = (0) €R .,

Considérons, maintenant, les sous-ensembles:

I

R, > T = {(<Xi =0) N(x, S0 U rr}’(i) (yi>}
ou j ¢ (2, 3) —> (3, 2) ,

Soit B(i) : ™ C2R3 1%inclusion naturelle, On va considérer le 2-polyédre

singulier:

(T2 N

(xz«"—'xfo)ﬂ(xls 0)

& , B(2) © B(3), Ry )
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et:

e ot

B

]

(82 @8N (x,] =1, |x,| 1, |x,] =D,

51

8(2) ®B(3) | T , et:

= = -1

T23 T= BN ((x=-DNx| =) Ux ] =10 (Jx,| =N
& (BD™H(Gey= -1 N (x| 51 U x| s Ny = D)) .

Par définition, (T, B, R3) est un 2-polyddre singulier du type I ., O

Lemme 3.3: "Soit (Kz, f, M,) un 2-polyaddre singulier collapsible ., Il

3
existe, alors un 2-polyédre singulier (K!, f', Mg) et des 2-polyédres singu-
liers du type T : (T}, Bi , R3) (i=l,...,r = # s(Kz))) , tels que:

1°) K% est collapsible et sans singularités (S(K%) = @)

2°) 1Ils existent des plongements 2-3-2 disjoints:

3T « sax!
o i 2
3°) K, est difféomorphe a:

' T T & T

K2 ® Ii @ I& ,,,,, (3] I;

30 1 ao 2 aoI;
On va écrire (symboliquement):
= 71 i = = n 1 nooQ
K2 K2 # Il #ouuu. # T} . (# somme connexe'')

(Cette décomposition, qui généralise celle de la définition 3,10, n'est pas

unique,) La démonstration sera donnée au chapitre suivant,

-

Remarque: On déduit tout de.suite, 2 partir du lemme précédent que CB(KQ)
(ot ('K29 f, Mg) est un 2-polyédre singulier, -collapsible ), posséde une
description partieculidrement agréable, qu'on donne ci-dessous:

On part de r exemplaires de I XI , désignés par:
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(I X I)i (i=1,...,r) et de r plongements 2-3-2 disjoints: h,: (1 x I)i =D

3
tels que
. 1 2
a) h,((T x1).) Nint D, =h, (I Xx( =, %))
i i 3 i 3
b) 1la paire ‘(D3, U hi(I X [ %, %])) est non-nouée dans le sens
. . .22t
suivant: si D, = (x"+y +2z° =1)
U bh(x[L 2D cp, N(z=0)
X i 3° 3 3 °
i
On considére, enfin, r autres exemplaires de D3 g D; et des plongements:
g, : (I XI), —>3D. . Alors:
i i 3
1 2 T
= & @
®3(K2) Dy D, @ D ,,,,,@D3 .
(1><]:)1 (:[><]:)2
On remarque que méme sans la condition b) (qui résulte de la collapsibilité
compléte-de K2 ), D3 EBD:13 S .,.... @Dg serait encore collapsible.
On va finir ce paragraphe par deux lemmes un peu techniques, dont la
démonstration sera donnée au chapitre IV,
Lemme 3,4: (Le premier principe de '"position générale” ): "Soient
(X;s £, Y;, W), (i=1,...,k) une suite de formations, et S <« (1,,..,k)
un sous-ensemble, tels que:
1) X; est un 3~disque & trous, et Y; =¢ .,
2) si 1 €s:xt =t £, v, wh .
3 3 3
3) Si i £5S: X;+l = X; + (des anses d'indices 2 et 3),
I1 existe alors, un 2-polyédre singulier complétement collapsible , (Kz, £, M3
tel que:
4) %(£) = ¥(£) (déf. 3.5)
5) CB(KZ/Y(f)) et X§+1 = H(Xg s fk, Y? s Wk) sont *-é&quivalentes,"

) s

=]
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La démonstration sera donnée au chapitre 1V,
Remarque: Avec une démonstration plus raffinée que celle qu'on va donner, on
peut avoir, en plus:

6) Si 1l'application naturelle:

1 2 k+1
> > —>
X3 X3 oo 3
n'a pas de points triples, alors: M3(f) = ¢ , On ne va pas utiliser cette
propriété,
Lemme 3,4,1: (Le second principe de ‘"position générale")
"Soit X3 une variété singuliére collapsible et f : X3 ———>'N3 une immersion

i

générique, Il existe une suite de formations: (X;, £, N3, W) , (i=1,,..,k)

et un ensemble S & (1,,..,k) , tels que:
1°, Xé est un 3-disque & trous,
2°, Si i €S , on a:
Xigl = H(ng fi, N, wi) , et h(Xés fis NB, wi> est régu-

. s . i+
lierement homotope & f L

3°, s8i i % S : X;+1 = X; + (des anses d'indices 2 et 3 ) et
f1+le§ est réguliérement homotope a £
4°, X§+1 = H(X?s fk9 N3, wk) , est régulidrement homotope 3
Y
X3/ (£)
© o 3 — 3 j o it
5, Si M (f) =¢ , chaque M (f’) =¢ =

Ces deux lemmes montrent que, dans un certain sens, les formations et les
variétés singulizres 'sont la méme chose"

Voici enfin une REMARQUE IMPORTANTE : "Soit X3 une variété singu-

liere et £ : X3 ——~>'M3 une immersion générique, Il existe une variété N
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et une immersion générique g : X3 ———>~N3 , telle que: Y(g) = &(g) = Y(f)

Donc: Xg/?(f) = Xg/é(g) = Xg/Y(g) (difféomorphisme)," En effet, il suffit de

considérer: N, = (X3/Y(f)) U (3(X3/Y(f)) XTI) , et

g 2 X >X3/‘l’(f)<-‘--——->N

3 3

Ceci nous permet de supposer dorénagvant, sans perte de généralité, que toutes

les immersions génériques f ¢ X3 ——>‘M3 qu'on va considérer, ont toujours

la propriété:

Y(£)

fif

8(£) .

La méme chose est valable pour les 2-polyedres singuliers,

3,2) Le "foncteur d'épaississement"

Pour la commodité de l'exposé, on va introduire la notion de seuido-catégorie
posé, Bs

Définition 3,11,1: Une pseudo-catégorie est une classe d'objets C , telle

ques

1) Pour tout couple d'objets A, B € C on définit unvensemble
Hom(A, B) .,

2) Si A, B, ¢ € C , il existe une partie
H(A, B, C) CHom(A, B} X Hom(B, C) et une application (loi de composition non
partout définie):

H(A, B, C) ——> Hom(A, C) ,

3) Quand elle est définie, la loi de composition est associative
(partout ol cela a un sens),

4) 11 existe un N € Hom(A, A) tel que 1, X Hom(A, B) < H(A, A, B)

A

et Hom(B, A) X 1A C Hom(B, A, A) qui fonctionne comme élément unité,
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Exemple, Considérons les variétés C°° (2 bord anguleux) compactes de
dimension n , et pour deux telles variétés A, B, définissons Hom(A, B)
comme étant l'ensemble des applications Cm f : A=B , qui sont des plonge-
ments ("C°") tels que CA(B - f(A)) soit une variété c” (a bord anguleux) ,

compacte, de dimension n

°

Dans tous le reste du travail c'est seulement ces applications-1a qui
seront appelées plongemeits . Enfin, peur les pseudo-catégories on a la
notion de foncteur ., Par abus de langage une pseudo-catégerie sera appelée
catégorie . O

On commence maintenant par considérer la catégorie C  définie comme

[=<]
suit: Un objet de C est un triple (Mﬁ, s M3) ot M, est une variété C
<)
compacte, a bord (non vide) de dimension 4, M, une variété C de dimension 3,

3
[=4]
compacte et j € P4 (M39 o) Mﬁ) . Un morphisme de C est un diagramme commuta-

tif: i
) <
M4 3 Mﬁ M3
[0} B
; ) i’ 0
o <
M4 o) M4 M3

. .
ol @, B sont des plongements C (on ne suppose pas que (3 M4> € 3M,...) .

Définition 3,12: On considére notre modédle local:

o - o T s>
iR, ¢ K, R,

=i

" (définition 3,1), Une résolution des singularités de s est une application

-]
C s, surjective:

: v, ——> R
i V3 K3

«®
telle que: V3 est une variété C s, connexe, a bord, telle que: si

x € EB u-s(ﬁg) alors: ﬂﬁl(x) contient un seul point, et que ﬁfl(x) ne
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contient jamais plus de deux points,
On remarque facilement qu'il y a exactement deux résolutions des

singularités de K , qu'on va désigner par:

3
e V. _—F
m(B) : V3(B) K, et

me) v3(c) —_— Ky .

Je vais décire T™(B) : V3(B) - K, . L'autre possibilité se décrit de la méme

3
maniére, en renversant les r8les de B et C , Pour définir V3(B) s on
fait "éclater" (blow up) les points de s(K3) de telle manidre qu'on sépare

‘A UC et B , suivant s(K3) . Plus exactement on considére les inclusions

canoniques de D_ = (z=0) N(-1 <x £+1) N(|y] 1) dans B et A ,

Vi B) =B ® A & C ,on E=(z=0) N(|y| s1) .,

D E
o]

On remarque que K, est un espace-quotient de V3(B) , et, par définition,
TM(B) est la projection canonique, Enfin, on va utiliser la terminologie suivante:
la résolution des singularités

™(B) V3(B) ~1"<3

spécifie la "branche" B de K, , tandis que THC) : vs(c) -~ K., spécifie

3 3

la branche € . g

Remarque: On pourrait essayer aussi d'éclater s(K3) de telle facon i séparer
BUC de A ., Mais on obtiendrait un espace qui posséde des voisinages iso-
morphes & des cdnes sur des variétés (de dimension 2) non-orientables, donc

pas une 3-variété,

Soit maintenant X3 une variété singuliere et:

p

. o1 =
Xy =M, UR; U.....URD

3

une décomposition canonique,
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Définition 3,13: Soit X3 une variété singuliére connexe. Une résolution des

singularités de X, est une application:

3
° ——D>
s V3 X3

-3
telle que: i) T est surjective et V, est une (vraie) variété C , a bord,
connexe , .
. . -1 . .
ii) si x £ s(X3) , T (%) contient exactement un point,

o “lo=iy -1, -1
ii1) | ®) : R ——> K

" . . o2 =1

est une résolution des singularités de K3 .
. . . .. =i ..

I1 y a exactement 2P résolutions des singularités de X3 . K3 sera toujours

identifié (d'une maniére bien précisée, une fois pour toutes) avec K "On a

3 -

et GZR% correspondant aux A, B, C (ou plutdt aux

donc des parties Al, B
> = = . S O - £ RO
ANK, , BAR, , CNE, ). si | Ry : m(Ky) =R; s'identifie 2

m(8) | [m(3) TH(R,) m) YRY - ®

3 3
on dit que la résolution 1T 3 V3 "Xg spécifie 1la 'branche" B CZK;
(autrement elle spécifie ct ). si (K29 £, M3) est un 2-polyédre singulier,

une résolution des singularités de (Kz, f, M,) est, par définition, une

3

résolution des singularités de la 3-variété singuliere

C% (K,, £, M3) = CE(KZ) P Vg CB (Kz) . En fait on aura besoin d'étre
plus explicite que cela, On va commencer par éclater (blow-up) les singularités
de KZ s de la maniére suivante: Considérons un voisinage singulier de K2 3
(voir la définition 3.6)

k, =(x=0) & (y=0) ,

Il y a deux maniéres d'éclater (0,0,0) ='s(k2) , lfune qui "spécifie" la
branche (x = 0) , l'autre la branche (y=0) . En spécifiant la branche (x=0)

je considére:
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k, = ((=0) N (y°#(z-D? 21)) & (y=0) ——> &

/'—WA’_,—__‘\\
(x=0) N (y=0) N (z<0)

0)

ot T|(y = 1d( o)

™(x = 0) N (y2+(z-1)2 Z21))= (x = 0) et en plus:

Si p € (x=0) |, ﬁrl(p> contient exactement un point, sauf pour le cas

p = (0, 0, 0) quand ﬂrl((09030> = ((x=0) N (y2+(z-1)2= 1))) ., Le point
singulier éclate donc, en devenant un cercle,

On suppose aussi que, en dehors d'un compact, T (c’est-a-dire

1| ((x=0) N (y2+(z~l)2 2 1)) coincide avec idi =0y -

v, ”'CB(KZ) on attache un espace

i

Alors, a la résolution des singularités T

K2 et une projection d'espace quotient 11

~

K2 =°K2 ol K2 est obtenu en éclatant

les points de s(Kz) , de telle facon que si 172 vy C5<K2) , spécifie la

oo

branche (x=0) de k, , on remplace k, par k., . On voit que V3 est un

2 2 2
x ~
voisinage régulier C de K2 et qu'on a un diagramme commutatif:

c

X A

jf“
<

K, 8.(K,)

Donner une résolution des singularités de (K23 £, M,) , veut dire, en fait,

3

donner un diagramme commutatif comme ci-dessus, Q

On définit maintenant une catégorie R . Un objet de R sera une
résolution des singularités 1 : V3 —_— X3 sv.avec X3’ une variété singuligre

(quelconque)., Un morphisme sera un diagramme commutatif:
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i
>
V3 X3
o B
N - \b
VB > Xi

olt les flaches sont des plongements "différentiables" ‘et pour des décompositions

de X3 s Xg (bien choisies), en parties réguliéres et singulidres:

- 1 p
Xy = M, LJK3 U.ioss UK3 s

9
KL= My UKD UL, UGB
B(K;) = (K%)“ pour un j dépendant de i

On va définir maintenant un "foncteur dfépaississement"”
8: R—> C ,
3 ° 3 o 3 -~ - w
qui est un raffinement de la notion de voisinage régulier (C ) de
J.H.C, Whitehead, et qui sera l'une des techniques fondamentales pour ce mémoire,

On commence par un '"modéle local" |

Définition 3,14: On part d'une résolution des singularités de KB , pour

fixer les idées de:

m(B) V3(B) _— 123

(od T,(8) = m(B)™" (&) SV (B) .

On remarque que l'éclatement (= "blowing-up" ) de s(ﬁB) =1 XI est un
exemplaire. de S1 XT
-1, - _
mB) "(s(Ry)) =8, XTI
On considére un plongement: e(B) € P&akv3(B), 8, = Ry U (@) qui est

défini (univoquement, a difféotopie prés) par les conditions suivantes:
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1) e(B) (ﬂ(B)—l(s(ﬁz)) est contenu dans une "section hyperplane"

S2 > R3 . (Domc 1'image de 51 X I est 'non nouée" et 'non-tordue" ,)

2) Le diagramme (qui n'est .pas commutatif):

»j‘(K3)

est commutatif pour les orientations ,

On définit e(C) € pA” (VB(C), S3) , d'une maniére analogue, 0O

-Lemme 3,5: "Il existe un foncteur:
g : R > C
. N i) 12
qui associe 2 chaque (V3 — XB) € R un élément:
.om _
@(V3 >’X3) = (CZ(XS)’ e(m, V3) €C

(oit CZ(XB) = CZ(VS LS X3) , dépend de toute la résolution, mais est noté,
par abus de langage, tout simplement: CZ(XB) ), tel que:
1) Si l'on considére la résolution des. singularités triviale

id(V3) : vV, —> V, pour la variété non-singulidre V, , on a:

3 3

id(v,)

3 _ .
e(v3 _— v3) = (V3 X I, 9(1d(V3), v3)

oli: e(id(V3)) est:

= < =
Vg =V, X0 v3><o+v3x1+(av3)><]: B(VSXI) .
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2) 8(7,(B) B R) = (0, e(®), T,(8))

(ot 3, =8

_mMB) oz = (D,, e(c), ¥,(c))

GCVB(C) 3

3) 8 est compatible avec l'opération somme de variétés différentiables
(en particulier avec # ), Plus précisément considérons deux résolutions:

i

i s
mo: Vg > X, (i=1,2)
cse sz A% ® i
une variété C , a bord, de dimension 2, M, et g, € pd (M2, 3X2) . On peut

- @ i
définir sussi ﬂil o g € pe (M29 ) V;) et la résolution des singularités:

ﬁ®ﬁzv1®v2———————>xl®x
M

[

1 2 3 3 3
2 2

3

On peut considérer les 9(V§9 T, M;) et les plongements c”

‘ S(ﬂ’i) i
M2 > v3 > 3 ®4(X3) .

o )
On a des §, €PL (M, X1, d ®4(xg)) , déterminés 3 difféotopie prés par les
conditions:

b, xo = 8(m) . o g,
, 1 i, _
¢, x1) N ocmh)y (V) = ¥, (M, x 0)

La condition 3) qu'on peut enfin énoncer, est:

) ™ S .
ovie v L2 >3t @ x%)
3 M 3 3 M 3
2 2
1 2 1 2
(®4(X3>M & ®4(X3) , 8(m) @ 6cm) v, & v3)
ZXI M2

(ot 1'égalité signifie difféomorphisme)., © a donc des "bonnes propriétés de

-recollement, "
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§ est unique & isomorphisme prés, dans le sens que les conditions ci-dessus
déterminent CZ(X3) 3 difféomorphisme prés et 6(mM € P&w(V3, d CZ(XS)) a

difféetopie pres,

-3
CZ(X3> est un voisinage régulier C de X, B

(Cette dernieére propriété n'est pas utilisée dans la suite du mémoire.)

La démonstration de ce lemme sera donnée au chapitre IV (voir aussi
[127; CZ(X3> est essentiellement le produit cartésien régularisé, par I

considéré plutdt implicitement dans [12]),

Tout a fait comme les voisinages réguliers de J.H.C, Whitehead, le

foncteur d'épaississement 6 a des propriétés d'invariance par rapport i des

opérations élémentgires , qu'on va définir maintenant. Une. opération élémentaire

sera toujours définie "localement" clest-a~dire qu'on va partir de deux
J s

résolutions des singularités:

TeV, —>%X., , ™i) : v({i)

3 3 S v(i) (avec i=1, 2, 3)

et on leur appliquera un procédé du type suivant: On aura une variété i bord

de dimension 2 , Mz(i> et deux plongements:

M(i)/
2 .

3 X,
~_ .

=3 v(i)

a partir desquels on fabrique une nouvelle résolution des singularités:

(s,) s m &@m4i) : v, © V() —>x, ©& Y() .
* 3 M, (1) 3 M, (1)
2 2
On aura trois opérations élémentaires O0(i) (i=1, 2, 3) , 0(i) va transformer

(8.) en une autre résolution des singularités, par un procédé général du type
i g p P g y

suivant:



-~ 100 =

0(i) wva changer ™(i) : V(i) >Y(i) en MI(L):VI(i) —> v'(i)

et nous fournira, en méme temps, un plongement:
M, (1) —> 23 ¥ (i) .
Alors O0(i) nous fait passer de (Si) a:

® vi(i)
Mé(i)

> X. & vi(i) .,

<o(i>(si)> s T & M) v 3
Mé(i)

3
En fait, dans la définition qui va suivre on aura plus de structures que cela:

Xq @ Y(i) sera toujours munie d'une immersion générique:
M, (i)
2

F: X, & v(i)

> N
3 .
Mz(l)

qui enverra Y(i) dans un voisinage de coordonnées: Y(i) 7 >'R3 .

Y'(i) sera automatiquement muni d'une immersion générique

F' ¢ YU'(i) >'R3 ; telle que: F, F' coincident dans un voisinage de
Mz(i) . On pourra prolonger alors F' par F X3 , en une immersion générique:
F' s X, ® Y'(i) —> N, .,
K 3
M2\1>

En fait, on aura une projection d'’espace-quotient: Y(i) §T€§—>'Y“(i) , telle

que le.diagramme suivant soit commutatif:

P:
‘Y(i> >»N3 .

P(i) B!
Yi(i)

Donc X, © 7Y'(i} sera un espace-quotient de X, © Y(i) .

3M2(i> ‘3M2(i)
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Définition 3.,15: Pour la simplicité de la présentation, au lieu des Y(i)

(v'(1)) , comme ci-dessus, on donnera des modéles locaux qui sont des 2-poly-

&dres singuliers (Kz(i), fi’ R,) (K%(i), f{s R,) (i=1,2,3) tels que

3 3

Kz(i> R K%(i) soient non-compacts, et f, soient propres, et des projections

d'espace-quotient T qui rendent commutatif le diagramme suivant:

. i -
Kz(l) R .
N

m \\\\\ 3

1 1

K%(i)

Si N est suffisgmment grand, la sphére SN C1R3
SN = (x2 + y2 + z2 = Nz)

coupera transversalement Kz(i) R K;(i) et en dehors de cette sphére, on aura:

. 2 2 2 2 2 2
(Kzg%?s fi> |(x + v +z +z° 2N ) |,

f{s fil(x2 + y2 + 22 = N2) = une immersion, et ﬂil(x2+y2+z2 2‘N2) = 1'identité,

aNz) = (K;(i), f)i’.)](x2 +y

Pour passer & Y(i) on prendra simplement:

(Y(), F, Ry) = (8 (Ky(1) N2+ 9% + 22 =8%)), 8,(£,), R,)

(et de méme pour Y'(i) ), et:
. o e . . . 2 2 2 2
Mz(l) = un voisinage régulier de K2(1> N(x"+y +2" =N") dans
3 B(R,(1) N (x +y° + 22 sw%))
Chaque fois qu'on se donnera une résolution des singularités de (Kz(i>, £ R3> s
1'opération 0(i) (i=1,2,3) nous produira une résolution des singularités

de (K%(i), f{s R.)

3

Si 1l'on oublie ces résolutions de singularités T, sera appelée
39 i 3

UNE PROJECTION D'ESPACE-QUOTIENT DU TYPE 0(i) .
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Liopération O(1) : On va considérer une suite de n 2 2 nombres réels:

n n~1

On considére les sous-espaces de R

3
. n
k(x; n) = ({x = 0)N(z=<0)) U(C U (x=9i z) N (z20)) Gva——> Ry
i=1
k(y) = (y=0) &~—> Ry
B

et le 2-polyédre-singulier:

(k(13 n) =k(x; n) & k(y), f(l;n) =a & B , R, ).
Pt P

- 3
— . T,
(x=y=0)N(z< ~1) “(x=y=0)N(y< -1)
C'est, par définition (Kz(l), £1s R3)
Dans le méme esprit (Ké(l), £y R3) sera:
(k(x; n) @ k(y) , o @ B » Ry ) .
B

k(x;n)N k (y)N(z<1) (z= 1)

™, ~est la projection canoniquement induite par (identité (k(x; n))) et
id(k(y)) . Si 0, est une résolution des singularités de (K.(1), £., R,)

1 & 2 1’ "3
qui spécifie la branche k(x; n) (respectivement k(y) ), 0(1)0l =0 , sera

la résolution des singularités de (Ké(l), £, R3) qui spécifie les branches

provenant de k(x; n) (respectivement de k(y) ).

L'opération 0(2): On va considérer les inclusions naturelles:

(x = 0) C——~7;———-> R, , (y=0N(z £1) “—rp—> Rq

B

On aura:

(K, (2), £,, Ry) = ((x=0) & ((y=0) N(z 1)), a®B, R,)

T NS
(x=y=0)N(z=% 0)
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et: (KE(Z), f%, R3) = ((x=0) U ((y=0) N (zs1)), a UB, R3)

M, sera induite par (identite (x=0) ) et (identite (y=0) ) et 0(2) nous
fera passer de n'importe quelle résolution des singularités de K2(2) a

1'unique résolution des singularités (triviale):

id(K%(z)) : K%(Z) >K§(2) .

L'opération 0(3) ¢ On va considérer les inclusions naturelles:

(x=0) C—-—a———> R (y=0) &———>1R

3 B8

On aura:

)

[

(K2(3), £, R ((x=0) © (y=0) , a®B , R,)

3 3

/-——\/\_/-v—\
(x=y=0)1\( |z |= 1)

et:;

it

(K§(3), f%, R,)

3 ((x=0) U (y=0), a UB, R3)

ﬂb sera défini comme avant,

On remarque que S(KZ(B)) = {(0,0,1), (0,0,-1)3} . On dira qu'une résolution
des:singularités de K2(3) est cohérente si elle spécifie la méme branche
(x=0) (ou (y=0) ) pour (0, 0, 1) et (0, 0, -1) , en méme temps.
Liopération 0(3) nou# fait passer d’une résolution des singularités cohérente

de K2(3> a2 1l'unique résolution des singularités de K%(S)

id(K§(3)> : K§<3> >K§(3) . 0

Le lemme suivant décrit le passage de

ev, ® v(i) —m> X, @ Y()) =

o 3
M, (1) ™ & m(i) M, (1)

3

= (®4<x3 @ v(i)) , (& mMi)) , vy ® v(i)) ,
Mz(i) M2<i>
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3 G(v3 @ vi(i) > X, @ v'(i)) =
M, (i) ™o i) M, (1)

= (CZ(X3 @ Y'(i)) , 8&m & m(i)), v, & vi(i)) (i =1,2,3)
Mz(i) Mz(i)

Vu les bonnes propriétés de recollement du foncteur 8 (c'est-a-dire sa
1] n .
compatibilité avec lfopération @© ~lemme 3,5), il nous suffit de décrire le
M, (i
(1)

passage:

(®4(Y(i)), 0(m(i)), (v(i), Mz(i)))
= (CZ(Y“(i)>, O(m (1)), (v'(1), M,(1))) (ot: (i=1, 2, 3))

Comme on l'a dit avant, si

2

ﬁz(i) = K2<i) n (x2+ y2+ z" < Nz) , on a:

®3(1'<2(i)) = Y(i), ®3(f<;(i)) = Y'(i) ,

et V(i) —ﬁzzj—> Y(i) , donne lieu & un diagramme commutatif:

(et de méme pour Y*(i)) , comme dans la définition 3,13. Dans le lemme qui

suit on va décrire directement les polyédres plongés:

B(n(i)) (R,(1)) < 3 (1))
BT (1) (Rj(1)) €23 @ (1))

et des sous-polyédres:
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L) © 23 8(mi)) (§2<i>> et:

L) € 3 G(ﬂ'(i))(ﬁé(i)) , tels que:

8(m(1i)) (Mz(i)) (respectivement O(T'(i)) (Mz(i))), soit un voisinage régulier

C de

L(1) € 8(m(1)) 3 V(1) = 3 8,(8((1)) ﬁ2<i))

(dans O(m(i)) 3 V(i) ), et de méme pour Mé(i) = Mz(i) €I V'(i)

Avec toutes ces conventions, on peut énoncer le:

Lemme 3,6 (Lemme d'invariance du foncteur ® par rapport aux opérations
élémentaires 0(1), 0(2), 0(3) ):

"$i i =1, 2 on a:

]

done

CZ(Y(i))
3 Cz(y(i))

CZ(Y'(i)) =D, .

3 8,(1'(1)) =5, = 3D,

Si 1 =3 , on a:

CZ(Y(B))

S, XD, , Cz(Y'(B)) =D

1 3 4 2

donc:

3 @Z(Y(B)) S. XS, , d CZ(Y'(S)) = 8

1 2 3

Pour décrire les cas i=l, 2 on va identifier 83 3 R3 U (o) = {(X,y,z)} U e

1¢, Cas 0{1) : V(1) spécifie k(xin) : On a:

8(1(1)) <§2<1)) = [k(x; n) N (x24 y2+ 22 £25) -
- (x=0) N (2 z + D2 <DIUMy =0) N2 + (z + »2 =1)]

L(1) © 3 (1)) (®,(1))  est:
L(1) = 3 6(m(1)) <§2(1)> - 3((x=0) N (y2+(z + )? =1))

Aprés avoir appliquée l'opération 0(1) , on a:
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‘ ~ [¢]
6 (1)) (Ry(1)) = {[{x=0)N(z so))uig (=6, 2)(z2 0) - 0)]

2 2

N (x2+ v2+ 22 £25) U [(y=0) N (z%+ (z + 2)% =9)]

ol Ai est un petit disque fermé; de rayon trés petit:

2

Ai C int ((x= Qi z) N(z 20) N (x2 + y2 + 2z <25)) et de centre

(x = 8 z) N(z 20} N3 ((y=0) N (x> +(z42)% < 9))
L(1) €8 8t (1)) (K (1)) est:

1) = 3 8 (1) Ry - U 38,
i=1

Le passage de 6(m(1)) v(1) a 6(m (1)) v'(1) se fait donc par (n-1) anses

négatives d'indice 1, qui ne touchent pas 2 Mz(l)

2°, Cas 0(1): V(1) spécifie k(y) : On a:

B(M(1Y) (R (1)) = [k(xs n) N (x4 y24 2° <4)] U
[y = 0) N (9 S (x% + (z-2)2) $16)]
et L(1) € 3 8(M1)) (R(1)) est:
L(1) = 3 8(N(1)) (R,(1)) - ((x" + (z-2)% = 9) N (y=0))

Aprés avoir appliqué 1'opération O(l) , on a@
2 2

80T (1)) <£“‘2v<1>> = [kix; n) N (224 yo+ 22 <4] U
ULl = 0) N (G2 (z-2)?) S 16) - UA 1,

oll Ai est un petit disque de rayon trés petit et de centre

2, 2= ) N(y=0) €

(x= 8 2) N(z20) N(x+y
(g = 0) N (& (3-2%) < 16)

D1 €5 8 (1)) Ry() est: 171 = 3 Bm Ry - \J 2,

i=1

s}

Le passage de 8(m(1)) v{(1) a 6(m'(1)) v'(1) , se fait donec, par (n-1) anses

d'indice 1 positives {(plongées), ne touchant pas 2 M2(1)
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3°, Cas 0(2) : v(2) sgpécifie (x =0) : On a:

B(M(2)) (R,(2)) = [(x = 0) N (9 S 5%+ (z-2)% =16)]
U [y =0) N (2 + 22 <4)] et

L(2) & 3 8(m(2)) <i%2<z>> ests

L(2) = [(x=0) N (3% + (z-2)%) = 16)T U [(y=0) N (x*+ 22 = 4) N (z <0)]

Aprés avoir appliqué 1°'opération 0(2) , on a:

B(m (2)) (i%;(z)) = [(x=0) N (v + (z-2)% <16)7 U
UL(y=0) N (% + 2% $4)] et 1(2) €23 8(M(2)) <i°<5<z>> est:
102) = [(x=0) N ((y24(z-2)%) = 1607 U [(y=0) N (x>+2> = 4) N (z £0)]

Le passage se fait donc par une anse positive d'indice 2, plongée, ne touchant

pas & M (2)

4°, Cas 0(2) : v(2) spécifie (y =0)- ¢ On a:

B(M(2)) (®,(2) = [x=0) N (y* + 2% s&)] U
[(y=0) N (9 = (x2 + (2-2)2) 1607 et L(2) €3 6(m(2)) (i:iz(z)) est:
L(2) = [(x=00 (y%42% = 437 U [(y=0) N (x*+(2-2)% = 16) N (z £ 0)]
Aprés avoir appliqué 1°'opération 0(2) , on trouve:
a(mt2)) (Ry(2)) = [x=0) N (s*+ 2% =) U [5=0) N (P+(z-2)" < 16)]
et 1(2) €3 §(M(2)) (RY(2)) est: |
£(2) = [(x=0) N (y°+ z° = ©)] U [(y=0) N(x"+(z-2)" = 16) N (z 5 0)]

L.e passage se fait done par une anse d'indice 2 négative ui ne touche pas
) p

a M2<2>

5°, Cas 0(3) : (Ici il y a symétrie entre les sous-~cas ot V(3) spécifie

(x =0) ou (v=0) ),
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On consideres

D, 23D, =5, =R, U(=) 2 [(x =0) N(y? + 22 4)] U

ULty =0) N(9 sx> + (z - 2% s16)] = & , et

encore un exemplaire de la m@me chose, ol tout sera affecté d'un signe: ‘!

On considére 2 petits intervalles fermés:

2

o)y N (y2 + 2" = 4) et:

1l

(0, 0, 2) é]:l < (x

0) N (x% + (z - 2)% = 16)

i

(0, 0, 6) € I, ey

On considére aussi les arcs correspondants If I! . Disons que les extrémités

1° 72
de Ii(1£> sont a, bi (a% 5 bg) . Considérons aussi deux exemplaires du disque
1 2 1 2 N 1 2
terrestre D3 s D3 , de bords 82 5 82 , avec les pbles Nord et Sud: N~ , N” ,

S1 5 82 et les méridiens O qui les unissent: pls uz

On va donner quatre plongements:

i >
pt S3 (i =1, 2)
> [
S3

tels ques
1) ces plongements sont disjoints,
i _ i - iy o
2) ¢i(D3> NA= $i(82> NaaAa ¢i(M ) I, et de méme pour
0 7 q
Vs 835 A
3) ¢i(S§) est transversal a3 A (et de méme pour wi ).
8 vah =a 4 sh
1 1 0 Y

5) $§(N1) av1 R ¢{<sl>

b

b, ¢2<N1> = g 9

2
1 o (87
b! ¢0(N1) = bt ¢“(82>
1 ° "2 T2 2
6) si SS<S§> est muni de l'orientation (x, y, z) ((x°, y*, z%) ),

]

0

2

1]
]

a

les deux applications:

i : 1 s =
Wi<D3> 1 > D f-;?—-—> Wi(D3> (i 1, 2)
i

(O8]
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- renversent les orientatioens,

Désignons par OA € dA 1le sous-ensemble:

i

ta= =0 N2 +27=4) - 1,10 =0 NG+ (=2 =16) - 1,]

On considérera l'ensemble analogue:

8 A" €3 A" , Avec toutes ses notations, on a un difféomorphisme:
(8,(X(3)) , B(T(3)) (Ry(3)) , L(3) €2 &(M(3)) (R,(3))

= (D GBD/‘:’&SA@A"SéA@éA“)

4 .
T T
D‘v

3+ Dy W

Aprés avoir appliqué 1'opération 0(3) , on a:

(@,(x'(3)) , &M ®(3)) , L(3) €2 &M(3)) ®y(3)))

]

=@, , (x=0)N (52 +22 1) Uy =0) N (x> +22 s1))

1

(G, v, 23} =Ry ©Ry U = 5, = 3D, ((x = 0) N (yP42"=1)) U ((3=0)Nx"42"=1))),

3

(de-pluss 1'identification

§ A SA ———————> ((x

=

it

0) N (52 +22=1)) U((y =0) N (x2+2%= 1))

B

0y ) .

conserve (x, x'" = 0) et (v, y°

Le passage se fait donc en appliquant une anse d'indice 2 2
CZ(Y(B)) et une anse négative d'indice 2, plus deux anses positives d'indice 2
a  8(m(3)) v{3) (sans toucher 2 M2(3> y . .no@
La démonstration est un exercise géométrique (qui utilise le lemme 3,5) et qu'om

laisse au lecteur, (Comparer aussi avec [127.)
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3.,3) Premiéres applications du foncteur d'épaississement:

On va commencer par agrandir la liste des opérations élémentaires

0(i) par une opération 0(o) qui "ne change (presque) rien" .
q

Définition 3,16 (Opération O0(o)) : On part d'un polyédre singulier

(KZ, £, M3> (et d'une résolution des singularités T : v, —> ®3(K2) ).

Dang K, on considdre un voisinage singulier %k, = (x=0) © (y=0)

2 2

TN
(x=0) Ay=0)(z <0)

(comme dans la définition 3.6) tel que (kz, f!kz) = (k,, j(kz)) ,

On rappelle que Mz(f) C—"Kz représente l'ensemble des points doubles

de K2 . On va supposer que:
(%) M2 (£) N k, = M2<flk2> u j(kz)“1 (z =1) ,

L'opération 0(o) consiste 2 passer de (Kz, f, M) a (R}, f°, M3)‘ ot

3

Kg est l'espace~quotient de K2 obtenu par:

(x=0) & (y=0) —> (x=0) @ (y=0)

(’/’—'—‘Aﬂwa\
(x=0) N (y=0) N (25 0)

. S
(x=0) N (y=0) N(z =2)

f' est canoniquement induit par £ . On remarque qu'on a un isomorphisme:

1 PR — @i o 2 40
K2 - > K2 ; en fait:
> '
@B(K2> - ®3(K2)
~ -8 ]
K2 K o

(ce qui nous définit une résolution des singularités M': V! —> @ (K!) ,
& 3 )
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isomorphe & T : v, —_—— CB<K2) . Le théoréme d'invariance est donc

trivial pour 1l'epération 0(c) ).

L'opération 0(e) change tout de méme quelque chose puisque

1'isomorphisme 52 K, ———> g2 K% ne transporte pas ¥(f) dans Y(f') ,

lad

(En général Y(£f) et Y(£f') ne sont d'ailleurs pas isomorphes,)
pas

On dira que le passage au quotient K2'-~> K% (qui n'est pas la méme chose

que 1'isomorphisme K, —> K% ) est du type O0(o) . Il sera commode de parler

P

aussi d'opérations 0(o) dégénérées , définies comme tout-2-1'heure, mais
avec 1'égalité (u) remplacée par
WA (£) Nk, = 12 (£ 1)

Ces opérations ne changent vraiment = rien du tout

Tout & fait comme pour les opérations O(i) du paragraphe précédent, on -
définit les projections d'espace-quotient de type O0(o) (en oubliant les

résolutions des singularités), O

.Définition 3,17: Soit (K23 £, Mé) un 2-polyédre singulier, Une  séquence
principale -attachée 2 (K29 £, Mé) , est, par définition, une suite de

polyeédres singuliers de dimension 2:

1 j A
23f§!M3>3 00 0.00

(K,, £, M) = (Kgs £°, M), (K

n+q n+q = i )
cenees (&)Y ETY ) = (R /YCEY, £CY(ED), M),

(ot 1'on rappelle que VY(f) est la (plus petite) relation d'équivalence

admissible qui tue toutes les singularités de K2 et:

£(Y(£)) ¢ Kz/‘l’(f) — M,

que: a) Pour chaque j <n + q il existe une projection d’espace

le plongement canonique induit par f ), telle

quotient pj s, qui rend commutatif le diagramme  suivant:



- 112 -

° j-1
j=-1 £ S
) My
Py £
]
%

b) Pour j Sn , P est de type O0(o) , 0(1) ou 0(2)

( 0(2) pouvant &tre dégénéré), et pour j >n , Py est de type 0(3) .

> > Ké (j £n + q) est une projection d'espace-
ki

quotient de type différent de 0(o) , alors:

g3t

i :)Mz(pj) nwled™h =9

a

(Remarque: C'est & cause de cette condition qu'on a un besoin dfintroduire
les opérations élémentaires 0(c) ),

q est appelé la longueur de la séquence principale, O
On a le:
Lemme 3.7: ""Tout 2-polyedre singulijer (K23 £, M3) admet une séquence
principale (qui n'est, bien entendu, pas unique), La longueur ¢ est un

invariant de (Kzs f, M3) .

En fait, si 1l'on considére les points multiples de £

= M (£) D MA(E) DM(E) DuE) = 0

Ky
q dépend seulement de la restriction de Y(f) a s? Mz(f) c s K, -
Si q=0 , on dira que la relation d'équivalence Y(f) cg® K, est
acyclique " @

Le fait que le nombre ¢q soit un invariant résulte de cé que,

homotopiquement parlant, on passe de K, a Kz/w(f> en ajoutant q cellules

2

de dimension 2, Donc, si 1'on désigne toujours par £ , la projection
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canonique: f : K, —_— KZ/Y(f) , et par M(f) son '"mapping-cylinder" ,
on a:
d1mz Hz(f) = d:LmZ HZ(M(f) mod K2> =q .
(définition)

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant:

Lemme 3,8: ™Soit (K% s £ M3) un 2-polyeédre singulier, tel que:
1) 1la relation d'équivalence Y¥(f) est acyclique .,

ii) On a une décomposition en somme connexe , dans le sens du

lemme 3,3:

K} =K, #Tl #oouuns #I}

telle que (K23 fiKzB M3) n'ait plus de singularités, et que:
= S
8k, = (p # (5, xD,))
(dif£féomorphisme),
On suppose M, orientable,

3

Sous ces conditions, on a un difféomorphisme:

O (k) 7 ¥(£)) = (p # (5, xD,)) . "

CRemaque: On pourrait considérer, aussi, le cas:

8 (Kb = (p #(5; xD,)) #(n #(s, x1)) .... ]

La démonstration est assez simple, et nous croyons utile de la donner tout
de suite,

On donne, pour la commodité du lecteur, le lemme suivant, conséquence
immédiate du "loop theorem” et du "lemme de Dehn" , démontrés par

Papakyriakopoulos Ele, (117,
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Lemme 3.8,1: "Soit P3 une variété de dimension 3, pas nécessairement

compacte, avec P3 #¢0 , 9 L n'est pas nécessairement compacte non plus,

et 33 P3 , 009 P3 peuvent &tre # ¢ ., Si
Rer (m (3 P) —=>m(p)) # {1} ,

il existe un ¢ € PLW(DZ, P3) , tel que ¢;1(3 PB) = 3 D, =S8, , qui coupe

3 P, transversalement, et tel que

qu(sl)] £1 € ﬁlca P3) R =

Lemme 3,8,2: "Soit M3 une variété de dimension 3, connexe, compacte, 2a

bord, telle que:
a) ﬁi<M3> = Fp = le groupe libre a2 p générateurs,

b) M3 peut &tre plongée dans une variété de dimension 3, N3

puisse &tre, lui-méme,

~

qui a la propriété que son revétement universel 'N3

plongé dans S3 . M3

c¢) 1ls existent des entiers j =1

est orientable,

) zl,acogzj 2 1 te].S queg

Lz, =qg2p et
j
aM3= (z1 #(S1 xs1)> +(22 #(Sl xs1> F oo +(zj #(s1 xsl))

+(n exemplaires de SZ> {(réunion disjointe),

Sous ces conditions: q = p et on a un difféomorphisme:

U =]
M, = Xy Fovouo # Xg+p + [(p-p') anses d'indice 1 1,

ou les X; sont des variétés de dimension 3, dont p' =p difféomorphes 2
(sl ><D2) et n difféomorphesa <82 X1I) .

Si n=0 , M3 est difféomorphe &:

My = (p # (s, xD,)) ." O
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Démonstration: Supposons d'abord que p = O ., Dans ce cas, on doit avoir

aussi q =0 . (En effet, par des simples arguments de transversalité, il

(=]
résulte que, si Xp+q+1 est une variété C de dimension (p+q) telle que

m (X

= . < . .
i p+q+1) 0 pour 1 max (p, q) , ils ne peuvent pas exister des

applications Cm : f ¢ Sp —> 090X, g: Sq ——> 3 X qui se coupent trans-
versalement en un point, exactement ,,. ,) D'autre part, vu que ﬂi(M3) =0
(puisque p = 0 ), on peut relever le plongement M3 CiN3 en un plongement
M3 Ciﬁg C183 . Mais d¥aprés un théoréme classique d'Alexander toute sous-

variété de S3 , compacte, & bord, de dimension 3, dont chaque composante
connexe du bord est simplement connexe, est difféomorphe a:

n #(82 XI) .

On va montrer maintenant que q = p . Supposons donc, par absurde que M3

est comme dans 1l'énoncé du lemme 3.8.2 mais q > p

Si p =1 , Ker (ni(a M3)-—————> ﬂi(M3)) # {1} , puisque aucun
des ﬂ'l(z1 # (S1 X Sl)) n'est pas libre, Il existe donc un plongement
© € PLm(DZ, M3) comme dans le lemme 3.8.1. Il y a deux cas 3 considérer:
1) ¢KD2) ne sépare pas M3 en deux, Alors, en coupant Mé

suivant ¢XD2) , on trouve une variété de dimension 3, M; telle que:
mOL) #z=F
1773 P

( # = produit libre) . D'aprés le théoréme de Groushko [25] , on a que:

ﬁi(M;) = Fp—l (Pour la commodité du lecteur, je rappelle 1'énoncé du

théoréme de Groushko:

"Soit F wun groupe libre, et ¢ un épimorphisme :

@Y : F ——> G1 #oanea. ® Gk ., Il existe une décomposition en produit

libre: F =F, % ...., # F. , telle que (p(Fi)CGi e

1 k
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1 2oz . . .
Pour M3 s la propriété a) est donc satisfaite, avec (p-1) au lieu
de p ., b) est satisfaite trivialement et le lecteur n'aura aucune difficulté

3 vérifier c¢), avec q remplacé par q-1 > p-1 (ou par q > p-1 ),

2) ¢XD2) sépare M, en deux morceaux:

3
M, = 4 M,
3
Toujours d'aprés Groushko, on a: ﬁ‘(Ml) =F i (Mz) = F, oz
’ : 13 a > 1773 b °
a¥0#b et a+b=p |,

On a, aussi:

1 _ - . - .
d M, = (z1 # (Sl X Sl>) + viie. + CZE # (S1 X Sl)) + (n1 exemplaires de

5, ), et:
2 _ 4= = .
d M, = (z1 # 8, X Sl)) + ovnoe. + (zj # (S1 X Sl)) + (n2 exemplaires de
s, ), otz
= = = > - P = - = = = p— 4 = 7
ngtn, =0 oz, 0z, 20, f z, =4 , f 2, =q et q+q=gq . L'une
au moins des inégalités suivantes est vérifide: q >a |, z >b -,

Les points 1) et 2) nous permettent donc de descendre jusqu'x
une situation ot les hypothéses du lemme sont vérifiées; mais avec p = O,

g >0 , On avu déja que cela est impossible.

Si g=p , le méme raisonnement que tout-a-1'heure, permet de
prouver le lemme 3,8,2 par induction (puisquion sera obligés d'aveir a = q

3

b=gq, eads,), O

On revient maintenant & la démonstration du lemme 3,8, On remarque

tout de suite que, pour n'importe quelle résolution des singularités:

T2 V3

le foncteur d'épaississement:

> ®3 (K%) R

é(vB, m, @B(Kg)) = (@4 (@B(Kp) , B(m , v3>
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posséde toujours la propriété que:
®we = =
8,(8,(k])) = @, (8,(k,))

=(p # (s, X D)) :

o

Puisque Y(£) est acyclique, on passe de Ry Ké/?(f) en employant un
nombre fini d'opérations 0(o), 0(1) et 0(2) . D'aprés le lemme d'invariance

3.6, on a:

1]
]

CZ (C%(Ké/?(f)))
= @4 (@B(Kz))

®3 (Ké/’i’(f))) X1

(p # (s, xD)) .

En particulier:

38, (8,(R)/¥(£))) =p # (5, x5

On a donc:

8, (k5 /¥(£)) = B, (Ry/¥(£)) x 0 <« (B (ky/¥(E)) x 0) +

8 v = )
+ (3 O (R /¥(£)) X 1) + (@ (RJ/¥(£)) x1) =p # (5] X5,) .
On remarque que le revétement universel de p #'(Si X Sz) est:
33 si p=0
S1 XR si p =1 et:
SB-(un ensemble de Cantor) si p >1

La condition b) du lemme 3.8,2 est donc satisfaite pour
@g(K%/Y(f>) . La condition a) aussi, puisque le foncteur d“épaississemenﬁ
CZ(.,O) et les opérations O0(1l) , 0(2) ne chéngent pas le type d’homotopie.
Pour pouvoir appliquer le lemme 3,8.2 & Cg(KE/?(f)) (et en déduire le

lemme 3,8) il faudrait donc vérifier la condition c).

On commence par remarquer que # s(K%) = r et que:

3 vy = (p + 1) # (s; x8))

Le lemme 3.6 nous indique que, quand on passe d'un ﬂl: V; - Cg(K;) 3 une
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autre résolution W Vg - CB(K%) , par une opération élémentaire 0(1) ,

ils arrivent les choses suivantes:

1) I1 existe un entier m >1 , tel que les singularités de
2
s(R,) sont:
2
S(Kg) = (S(K;) - la singularité x € S(K;) utilisée dans lfopération

0(1) ) + (m singularités résultées de 1'éclatement de x ),

2) Ils existent (m-1) plongements Cc° s 2-a-2 disjoints:
i . 1 .
¢1 : 5 XD, > 3V, (i=1,,,.,m-1)
tels ques:
3 Vg = M (3 Vé 3 Wi,uoo,wlnl) =9 V; 3 laquelle on a appliqué

(m=1) opérations de chirurgie de Morse d'indice 1, re résentées par les
P g P Y

wi (voir le paragraphe 0.2),

. 1.1 gl 2 o2
De mé&me, quand on passe de T : vy CE(KZ) a 1 . vy CB(KZ)

par une opération du type 0(2) on a:
2 21 . ez qe
3) # S(Kz) = 4 s(Kz) - 1 , donc une singularité disparait,

4) On a un plohgement c®
1
g —_—
¢2 : 8 XI e v3
tel que
2 _ 1
dVy =k (BVy5 Y, ) .
Revenons maintenant 3 la situation qui nous intéresse.
Sans perdre la généralité, on peut, considérer un 2-polyédre singulier,
intermédiaire entre (K) , £, M) et (RJ/¥(£), £(¥(£)), M) (X, £, M)

et un diagramme commutatif de projection d’espaces quotient et

"d'immersions'
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£
] > L]
kS K3 /¥(E)
£ £(Y(E))

M3

Py
K2

tel que, P1 se compose seulement de projection du type O0(o) et 0(1) |,

tandis que, P2 'se-compose seulement de projectiomns du type 0(2) .,
On va considérer la résolution des singularités 1T ; Y_73 - 3(1_{2) , canonique-

o o ° . [
ment induite par T : VS - ®3(K2) .

Soit R = # s(ﬁz) - # s(KZ")

On as.

bi'ig=(p+r+R> #(Slxsl)

En passant de 122 a K%/‘l’(f) on tue les # s(ﬁz) = (# S(K%)-F R) = (r +R)

singularités de i-{z .

Ils existent alors une décomposition:

r+R=r +r71 (EiEO)

1 2
et des nombres - Zyseoasos zlr_:'_’;z‘ tels ques
? zp =p+r+ R - r,

et
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a(®3<i<£/‘if(f))) = (s, # (El # (s, X sl))) F s

coees #(8, 7 (2 + 3, t(s; xS .
(réunion disjointe),

La condition c¢) est bien satisfaite, puisque:

> = - T+ = . 2
z z; =p+r+ R r, =p+ r, 2p . u
Remarque: En fait 52 =0 ,
Ceci résulte du fait que 1 + ;2 = dim Hz(é Cg (K;/Y(f)))' et de la suite
-exacte d'homologie:
0 ———— ———————
H3 (CE(KQ/Y(E>>> >‘H3 (Cg(oaeoo) mod & C%(,oooo)) >

>H, (8, (,....)) =0

> 1,(3 @ (R/¥(£))) , (8

3.4) Une ppremiére idée de la démonstration du lemme fondamental:

La définition qui suit, ainsi que les définitions 3,18, 3.18.1 ne seont pas
explicitement utilisées dans ce paragraphe, mais seulement plus tard. On les

donne tout de méme ici (parce quelles sont dans "1'esprit" de ce paragraphe),
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Définition 3,17,0: Un k-anneau singulier sera, par définition, l'espace-

quotient de S1 X1 , obtenu en considérant k points distincts:
KiseoooesXy € S1 , et en tuant séparément chaque X, X1 . On le désigne
par k(S1 X I) , et 1'image canonique de (S1 Xt) (ot t €1I) , sera
‘toujours désignée par (S1 Xt) .

| Si X est une variété différentiable, une application continue

(s I k(S1 X I) —> X est dite différentiable , si l'application composée:

S, XTI

> (8, X1I) —>X
n k"1 o ’

1
est Cm . S8i, en plus, (@ a les propriétés ci-dessous, elle est appelée
immersion :

a) L'application tangente:

T(po M ¢ T(S, XI) —>T X

1
tue seulement les espaces verticaux T(xi XI) .,

b) Pour chaque X ils existent des coordonnées locales:
X  sur Sl (x(xi) = (0) , et YyseseessY, SUT X (yi(¢ o ﬁ(xi XI)) =0 |,
telles que @ o T , puisse s'écrire dans un voisinage de X, X1 , sous la
forme - suivante:

Yy SEE .Y, =K LYy = ... Ty =0 (¢ €1) .

Une  immersion k(S1 X 1) > X , injective, sera appelée un plongement

c® .o

Aprés tous les déﬁ@urs qulon vient de faire, on va s'occuper
maintenant du lemme fondamental (lemme 1.,8). Dans le langage de 1'introduction,
ce qu'on va obtenir dans ce paragraphe, est quelque chose d'analogue au lemme
fondamental, mais avec le terme MOYENNEMENT NON-NOUE , remplacé par:
PAIBLEMENT NON-NOUE . Secit X§+1 la variété du lemme fondamental,

D'aprés le premier principe de position générale, il existe un 2-polyédre



- 122 -

complétement collapsible (Kz’ £, M3) tel que ﬁg(Kz/Y(f)) soit

#-8quivalent 2a X§+1 . Si MB(f) =@ ou si 3&(f) = ¥(£f) est acyclique,
les lemmes 1,9 (respectivement 3.8) nous disent déja que Xk+1 est un

3

a

3-disque 2 trous, et on a fini (lemme 3,18),

En général, on va considérer pour (Kz, £, MB) une  séquence
principale: (définition 3,17):

O o 1 1
5 £ M3> = (Kz, £, M), (Kza £7, M) s veeees

(K 3 3

L0tq L ntq - .
(K, =, £77, M3) = (KZ/Y(f) , FCY(£E)), M3> )

de 1longueur exactement q ., Correspondant aux ¢q opérations de type
0(3) (ou plutdt aux projections d'espace-quotient de type 0(3) , puisque

pour le mement on n'a pas des résolutions des singularités) qui font le

N n-+q

passage de K; a K2 ; 1ls existent dans Kg » q voisinages, 2-a-2

disjoints qui sont comme le K2(3) de la définition de 1'opération 0(3)
(définition 3,15), Désignons-les par K;<3),°°°°°,K§(3) . Il est entendu

qu'ils existent ¢ voisinages de coordonnés, disjoints, dans

1 n, i
My Rg,ooong , tels que £ (K;(3)) CR

soit isomorphe 3 <K2(3>s £

i
3
R3> de 1a définition de 1'opération 0(3)

i nij_1i i
et que <K2(3>, £ ]K2(3), R3>
33

Supposons maintenant qu'on se donne -une résolution des singulari-
tés, arbitraire, au début de la séquence principale: T : V, ”'CB <K2) .
Les projections de type O0(1) et 0(2): pJ : Kéul —_— Kg (j sn)

induisent alors, d’une maniére canonique des résolutions de singularités:

3

™ V3 ——>0.(gJ) (j €n) . La résolution T : Vo —> @ (k) induit
3 372 3 32
des résolutions des singularités des K;(S) . Ces résolutions ne sont pas

nécessairement toutes cohérentes (voir la définition de 1'opération 0(3)),

quel que soit le choix du 17 : VB - Cg(K2> initial,

Un exemple peut &tre obtenu comme suit:s
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Oun coumence par considérer le ruban de Mdbius WM et une

2 3

s TT—>R, , telle que M3(g) = ¢ et que

vV

immersion générique g : M
2, | . , o .
M {g) <M, soit constituée d'une seule composante connexe, S, = section O

de la fibration de fibre I : W, ——>8§, . Soit (5, ¥(g)[s))

2 ™ 1 1°

1'ensemble Mz(g) avec la restriction Y(g)le(g) , et x, vy € 8,
g #y ,x Ey (mod ¥(g)) . On peut congidérer IX s Iy deux intervalles
fermés tels que o I.=x-0 , B»Iy =y -0 , I NI_={0) , etun

X Yy
difféomorphisme b : I =*Iy , h(0} =0
Sur 8, @’Ix @9Iy on congidére la relation d'équivalence induite par Y¥(g)
x ©y E
et par p Eh(p) (p € Iy> . On peut s'arranger pour que ceci soit un

morceau de (Mziqﬁ R ?(¢9'M2(qﬁ) ot (K., o, R3) est un 2-polyeédre singulier,

29
collapsible ....... e.z.d,s,

Dorénavant 17 3 VS - G%<K2) - serg fixée,; une fois pour toutes, On

. . i . i i
introduit dans R3 des ceoordennées locales (x13 Xy

permet décrire (en suivant les notations de la définition de 0(3) ):

i .
s X3) s ce qui nous

K OKG3) = (h=0) & Gl=o0)

) 4 2

—————

5 NI T
(X1$O>ﬂ(x2m0>ﬂ(lx3l£ 13

Pour chague i = 1,.....,q on se donne (&{i), B(1) € (1, 2)

tele que la résolution des singularités T Vg ———i> Cg(Kg) spécifie la
branche (X;(i>ﬂ 0} , de Ki(S) autour de (0, 0, =1} € s(K;(B)) et la

branche (Xg(i>= 0) autour de (0, 0, +1) € S(K;(3>) . Donc la résolution
des singularités, induite, pour K§(3> sera cohérente, si et seulement si
aliy = B(i)

Définition 3.17,1: On définit maintenant G, «K s, comme suit:
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= - U ae - @h?eah?eah? <y

q

q
i i - R i1
+ Li;‘l)((xﬂi) =0 NG =+ ;L;E)«XMQ =0 Ntz D)

(voir figure 3,17,1 qui représente K;(3) N G; )

La figure 3,17,1, L'ensemble K;(B) N G;

i i
o =
b1 (xl 0)

/
4

(09, 09 =1>

(o, o, +1)

le cas o{i) = B(i) = 1

- o o o

= (0,0, +1)

le cas af(i) =2 , B(i) =1
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On va considérer les ‘''branches'

- n i - i = n i -
by =(6, Nz =0} et b, =(c, N (x, = 0))
(de Gg N K;(B)) qui sont isomorphes respectivement 2 (x2 + y2 2z 1) C:R2

‘ . i . 1s e i .
Dans int bj (3 1, 2) on considere un cercle C : I? s, paralléle - au

d b? et 3 distance trés petite de ce bord (voir figure 3,17,.1),

Soit gn = fang , ce qui nous permet de définir le 2-polyeédre singulier

(G;S g, M3) . On définit (G% , g7, M3) , pour j £n-1 comme suit:

Gg = p;il o p;iQ © \ieen © pzl (G;) < K;

gl = o IGg

q = pjicgml : G%ml _— Gg .
qj est une projection d'espace-quotient, du méme type que pj . On peut
compléter ceci 2 une séquence principale de (Gg 5 go 5 M3> 2
@3 87 s M)y een , (6, 87 o M, (Gg+l, gt My) e

G eeeaane (Gg*zqﬁ gft2a M) = (Gg/?(g@>sooooo )

) & (Gl+1 i+l M,) (i 2n) par une

. i1
olt 1'on passe de (G2 s g8 5 M 2 8 Mg

3

projection d’espace-quotient Qg G; —— G;Tl qui est toujours de

type 0(2)., Pour préciser les idées on va supposer que

- 495
94941 © Gg+21 2 e > Gg’zl L correspond 3 l'identification des deux

exemplaires de (xi = x; = 0) N (-1 s:x§ £- %) contenus dans K;(S) et

N . . ps . . i i
3 1'identification des deux exemplaires de (x- = x- = 0) N

9n+21 1 2

n( % 5:x§ <1)

On remarque que la relation d'équivalence é(g°> est acyclique

Enfin, T : V, —> CE(K2> induit des résolutions des singularités:

°

°
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rrlgugm>®3<c;;> (0 <1 Sn+2q) . O

)

Définition 3,18: On va considérer un 2-polyédre singulier (K2, £, M3

sans singularités (S(Kz) = ) et tel que £ soit un plongement,

On se donne aussi un plongement: a : §; XTI =K, tel que a(81X 1)< d K,

o 9 KZ est comme dans la définition 3,7. On considére le voisinage ré-

gulier c” K, ﬁng(K2> ©M; et on suppose qu’il est choisi tel que

a(s; X 1) €2 Cg(K2> (et que a(SIX 1) = a(sl XI) N3 CB(KZ) ).

[=2)
On considére un sutre plongement C :

o © -1 = =
b:s, xI =M, - int C5<K2> , tel que b (3 Cg(Kz)) = b(slx 1)

= a(S1 X1} et que b(Sl X I) rencontre C%(Kz) transversalement,

Par définition, 1'opération A, appliquée 2 (K29 £, M,) et a{S, X1I)

3 1

a comme résultat le triple: (MB; C%(Kz) R b(Sl X 0)) . Elle pousse donc,

en définitive, a{S, X 0) en dehors de Cé(KZ) le long de a(S1 XI)

1

C'est clair que, & difféomorphisme prés, le résultat est indépendant de b

On aura aussi une opération A1 ;, définie comme suit: On se

donne (KQ9 £, M3> et g : Sl X I “%KZ comme tout-a-I1'heure, et en plus,

un ensemble de points: Hysooonos®y € 81 , tels que dans chaque point de
kja(xi X1) K, soit une variété de dimension 2 (& bord), On considare
i [<5]

un plengement C S

c o (81 X T) > M (ot (S1 X T) est un-anneau

2% 3 2k
singulier)
( -1 - =
tel ques 1) e = (3 C%(K2>) = c(s1 X 1) = a(s; x 1)

2) ¢ et (8
ae, X1 Fels, x0) .
3) On remarque que des 2k composantes connexes de

c(int (S

1 X 1)) , 1la moitié est dans CB(K2> , 1'autre moitié dans
2k

L X 0) rencontrent & C§<K2) transversalement et:

°
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My - C@(Kz) . On demande que:

a('xi X 1) € ¢ch (e(int,. (s, XxI)) N (M3 - ®3(K2))) ,

2k 71

et que cette relation induise une bijection de composantes connexes:

ﬁo({xi x 1D ——> 1 (e (int,, (s, x 1)) N Q1 - 8,(K,))

~

Par définition, 1'opération A
s P

, @ppliquée 2 {(Kz, £, M), aswa(xiﬂ)}
i

a comme résultat: (M3; @13(K2>3 c(Sl X 0)) (voir figure 3,18)

Figure 3,18, L'opération A1
(Le plan de la figure est celui de a(S1 X 1) C3M3)
On a: c(Sl X 1) = a(Sl X 1)
Image (c)
X 0)

On pousse done a(Sl X 0) {partiellement) en dehors de Cg(Kz) le long

des segments a(xi X1), Lv/a(xi X I) s'appelle le support de 1'opération
i

Ay qu'on vient de déerire,
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Enfin, puisque ces définitions sont de caractére '"local” , elles
s'appliquent, aussi bien, tant qu'on ne touche pas aux singularités, a

(Kz, £, M

3) 5 s(K)) #0 et K

2C®3(K2) . B

Définition 3,18,1l: On va considérer aussi 1l'opération A1 appliquée, tout &
fait comme ci-dessus, dans le contexte suivant: On part dfune paire de

[e<]
variétés €  de dimension 3 : (W V3) ot V, CW, est une sous-variété

3°? 3 3
2 bord #06 et 3 Wy = @ . On considére aussi un anneau singulier plongé

différentiablement: F ¢ 2k(81

==1 -
a) F (av3>-slx1 .

X1) &> W, tel que:

b) F rencontre 9 V3 transversalement,

On peut considérer un ensemble fini E = {yl,aoo,yp} < S1 tel que la relation

d'équivalence

S, XTI ————> (S, X 1)
1 2k 1
opére trivialement (c'est-a~dire ne tue rien) sur E X I , On peut considérer

alors une opération A de support E X I appliquée 2 (WB’ Vy3 F)
Elle va nous produire un nouveau annegu singulier plonge:

G: (s

X I) S——> W,
2k + 2p

1

avec les propriétés a), b) ci-dessus, tel que

G (s Xl)=F(Sl><1) ., B

1
On donne aussi un lemme qui compléte en quelque sorte le théoréme

d'invariance (lemme 3.6).

1 n .
), (Kzs fla PB)SOE,, (KZ’ fn’ P3) une suite
i-1

9 - K; des projections d'espace-~

1.omr o M@nd o
Lemme 3,9: "Soit (K2§ fo’ P,

de 2-polyédres singuliers et P; ¢ K
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quotient de type O0(o) , 0(1) et 0(2) , tels que les diagrammes suivants

soient commutatifs:

Ki“l fio1 > Py
Py £
%
On se donne une résolution des singularités ﬂb s Vg —_— @5 (K;) qui

va induire, d'une maniére canonique, des résolutions des singularités:

i i n
. —_— s <i < . 1
mos Vg CB (KZ) pour 1 i Sn , Dans K, on considére
F CiKg , défini comme suit: x € F si et seulement si 1'une des deux con-
ditions suivantes est remplie:
. =1 -1 0 L.
(i) Py © sesee o P (x) € S(KZ) (et dans ce cas-13,

-1 =1 . .
Py ° eeeee® P (x) contient un seul point),

(ii) #v{pzl 6 so0 o pgl(x)} > 1 ,

On consideére le diagramme commutatif de la définition 3.13:

Vi
3
|
1,
l ;
®3

Wy
o

= 24

2 Clw__m___m_>
CZ;______m%;

(R;) .

=

i
2

. .
Si T CXK, est un petit voisinage ("régulier") de F dans Ko et

2 2
-1 _ =1 -1 o
T = Pl o soso0 o P (1) C1K2 , on a des plongements naturels
' “n fo} -1 ')
- < - e
KZ T K2 s K2 T K2 .

On a aussi un isomorphisme naturel:
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o
= o —————— -
P P. ° coeooo © pl K2 T H K2 T K T

2

DYautre part, on considére:
i i _ i i
G(V3 > Ty C5<K2)> ( CZ( CE(K2)> 5 e(ﬂi), V3) s
et le théoréme d'invariance (lemme 3.6) nous donne un difféomorphisme canonique:

. 3 Ovy n
j o CZ ( .3 (Kz)) — > CZ ( Cg (Kz)) .

o

La premiére partie de notre lemme 3,9, affirme que le diagramme

suivant est commutatif:

-1l g cy° Y >30 ( 6,k
2 2 T V3 4~ T3v
p j
K2 -7 cx® e y° Y >3 8 (8 &™)
2 2 3 4 T3 v .

La seconde partie du lemme va un peu plus loin, dans la méme

direction,

On commence par décomposer F en trois parties disjointes:

F=F, U F, U F3 , de la maniére suivante:

1) x € F; si et seulement s'il existe un j tel que:

-1 =1 j-1
Py o cene0® Py (x) N s(Ky ) £ 0.
2) x € F, si et seulement si x fyFl et:
=1 -1 -
#{p‘louooooao Pn (X)}—Z
3) x € F, si et seulement si:
- ~1 -1 _
#{Pl © o000 o0 opn (X)}_3 °
On va s'occuper de F2 : 81 x € F2 11 existe un jo unique tel que pour

-1 -1
4> jo 2P0 neees O P (%) est un point unique et pour
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; -1 -1 . .
4 < Jg 2 Pg @ ceecs © P (%) contient exactement deux points;

-1 -1 Io1
soit {y, 2} =p; o ... op” () €K . On définit:
[o]
P plh e e o p )
-1 _ =1 1
F,° = Py ° eeeeenss® P (r,)
< N o] P P -1 -1 [o]
Les images inverses de 'y, z dans K2 seront. désignées: vy , z € K2
On décompose E;l en F;l U F:l -comme suit: Si y appartient a la branche
) . . jOP‘I @ joml jo“l jo
L , . - ) 5
spécifiée par ﬂggﬁl PV, 3(K 5 ) (quand on passe de K 5 a K, )
. -1 =1 p -1 . -1
on dira que y = & F, (et forcément, z = €F_~ )., On a done:
-1 _ =1 -1 =1 =1
F F© 4B+ F_ 4 FS

On considére une famille de cercles "différentiablement™ plongés, 2-a-2

disjoints:
RSN B S TC o
2 2
tels que: a) p = P° coess © Py l Z} + oeooe. F ZF 3 Z} S R Ek _—

NG

est un difféomorphisme,

b) ( 21 + oo Ek) N le C1F=1 et les intersections sont

. R . o
transversales (on suppose que dans les points d'intersection K, est, locale-

2
ment, comme R2 ).

On a des relé&vements évidents:
1 o}
= -F.,.,,”+Z;k < K2 et:

pEH+ L+ p(E) € B

La seconde partie de notre lemme dit que le diagramme suivant est commutatif:
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8(m)
(e}

1 >0 o o
sbe o+ K e RS © v —2—> 26 (8 &
P J
" 8(mr )
1 : n n n n 1
p(I+ . +p(EHY e kD @ v —2 > 39 (8 ) " ©

La démonstration du lemme se fait, en remarquant que les différentes
. . 1 Zk .
opérations du lemme 3,6 ne touchent pas & £ + ,..., + . On laisse les

détails au lecteur,

Remarque sur le lemme 3.9: 1L'ensemble F est clairement la méme chose que

p (2 (p)) cx)

T 2 Mé(p) ”MZ(p) (définition 3,7.1), On peut considérer une décomposition

(o]

, et le est MZ(p) CZK2 . On va considérer:

) o . . . . .
de MQ(p) CiK2 X K2 , (qui va dépendre de la factorisation de p 3

P =D oD g0 eeese oy )t M () =M () +1(R)
définie comme suit,
51 K, XK, 3 (%, y) € Mz(p) on considére la projection p,; qui identifie
X a v , Alors (%, y) € MZ ( € M;(p) ) si et seulement si =x(y) appartient
2 la branche spécifide de Mz(pi> . Alors:

-1

F o= E(M2(p) - Mg(p)) N %’(MX(p))j -~ (les singularités des Kg )
et: F' = [0F(p) - G N7 O] - (les singularités des Ki ).

M;(p) est appelé ls branche spécifide de Mz(p) (et M;(p) la branche

non-spécifiée ),

Si M3(p) = ¢ , la décomposition de MQ(p) induit une décompesition de
Mz(p)
2 2 2 2 2 2 - 7
M (p) = M+(p) U M(p) , M+(p) N M(p) =0 ot M+(p) = 1'T(M2(p)) .

2 ) ‘i i s
M#(P) sera appelée branche spécifiée . Si Y¥(p) est acyclique , ces

décompositions dépendent seulement de p et pas de la factorisation:
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Lemme 3,10: "Soit (Kz, £, M3> un 2-polyadre singulier, collapsible, et

D; €K, , (1=1,...,k} , k 2-disques, 2-2-2 disjoints, différentiablement
plongés, tels que dans chaque point de D; s K2 soit localement homéomorphe
a R2 .

I1 existe alors une décomposition

%=Q#ﬂ#mmu#§

comme dans le lemme 3.3, telle que Di n‘T} =q¢ .

En plus, si Cg(Kﬁ - Uint Dg) est un voisinage régulier c” , tel
que d D; <3 CB (K% - U int D;) » on a un difféomorphisme de paires de
variétés différentiables:

. i 1
( Cg(K% - Uint DQ) s O D2

ky _
+ ieeos + O DZ)
= (s, X Dy, S; X a1> # (sl XD, , S X az) # ene

vooo (8, XD, , 8

S 1 D
1 9 Xa } , ol a; €3D, .

1 k 2

La démonstration est immédiate & partir de la proposition 3.3.1, donnée au
cours de la démonstration du lemme 3,3, au chapitre IV,

Le sens du lemme 3.10 est que, en "ajoutant une anse d'indice 1 , négative "
& un 2-polyédre singulier collapsible on ne peut pas tomber sur les complica-
tions (noeuds) qui se présentent quand on ajoute de telles anses a D,
(voir la figure 3,10 ci-dessous). C'est la raison principale pour laquelle

on travaille avec des 2-polyédres singuliers (au lieu d'utiliser les variétés

(singuliéres) de dimension 3},
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Figure 3.10

Ce lemme s'applique, en particulier, & la situation décrite au début de ce para-

graphe,

Définition 3,18.,1: On va reprendre les notations de la définition 3.17.1.

On considére les 2-disques D1§3 CZ(X§ = 0) CiKg =K, tels que
br = (x- = 0) - int D23  (je rappelle que XK. :>K;(3) = (xi = 0) GB(XE = 0)

i i 2 2

et que 1 =1,,,,,q et j =1, 2) . On peut toujours supposer que si K,

2
est décomposé comme ci-dessous: {en parties régulidres et singulidres)
1 T
== L -
Ry =X} #k, #... #k,
, i,] 4 _ s g . .0
on a: D 2 N k2 = @ ., On considédre des l-cercles différentiables de bz 5

paralléles aux o DléJ : Y? { Y? trés proche de DléJ ), choisis de

telle manidre que:
i,
9, © 9, ® ceeee oq1<Yj)“I§ .

)
. i . . o . T 0
On considére une résolution des singularités: US ————> CB(GZ) )

3
Enfin si: Q(Ug, T, Cg(cg)) = (CZ(C%(G;)), 8(°), Ug) on remarque que

2
s

<«
Yz CZG; CICB(GE) se relévent canoniquement en des plongements C
ny <6, €Uy (voir la définition 3,13) , O
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Le lemme 3,10 implique alors le:

Lemme 3.11: "On a un difféomorphisme de triples:
o o i =
(3 CZ(CB(GZ)) 5 Ug s .Z, Yj )
1,]
= (5] X 8,5 §; XDy Sy Xx) #oeunn ¥ (8] X Sy5 S) XDy, Sy X x, )

#(r # (5, =8 XD, +D, X8 5 85 XDy, )]

,

l = = o = o n O
ot x, € int D S. X 8 2 (8y X D2) ,r=# s(Ki) # (Gz) .

2 71 2
Ce lemme nous déecrit aussi complétement que possible la situation géométrique

au début de la séquence principale

o (o] n n n+2 n+2
(65, 8% Mp)y v s (65 L gh M), L., (@0, TN M)
Notre but est de voir ce qui se passe 2 la fin, (ou au moment (G;S gn . MB) ).

On commence par remarquer que la séquence principale qu'on vient d'écrire

et les plongements:

. o . i
satisfont aux conditions du lemme 3.9 (c'est-3-dire que les Yj sont comme

Tt

2

effet, en revenant aux notations du début de ce paragraphe et en regardant,

AL . . . i
les & )}, Ceci résulte de la maniére dont les T? &G ont été définis, En

par exemple, (0, 0, -1) € s(Ké(B)) c K;(3) N Gg , on voit qu'il y a deux

branches de points multiples de gn : Gg — M3 s

la branche contenue dans X;“(i> =0, o' (i) # a(i) (qui est comme F:l du

issues de (0, 0, =-1) :

A . X o -
lemme 3.9, ou plutdt telle que son image inverse dans G est comme F‘1 ),

2

qui est un intervalle ayant comme extrémité (0, O, -1) et un point du

"bord"™ de G; , et la branche contenue dans X;(i) = 0 (qui est comme F;} ).
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Cette derniére est un intervalle ayant comme extrémités (0, 0, -1) et un
P n P s
point intérieur de G2 On peut donc supposer, sans perdre la généralité,
Ii . i -1
que ; n'y touche pas, On peut donc supposer que. Yj coupe F transversale-
SoA i -1
ment, et que: (Yl + YZ) N F

0 s # (YD NF =2,

Considérons le difféomorphisme Q = qn+2q © seeeo Q) H
s > (& Ty ca™? =g c g (7T |
i3 i Q 1,3 j 2 2 3 2

3 3

Les lemmes 3.9, 3.10 et 3,11 nous disent que:
Lemme 3,12: "I1 y a un difféomorphisme:
n+2q n+2q i

= @) =

(2 8¢, = 38 (8,6)"%), £ q (r§>)ﬁ,

1,1

529 # (s X8,, 5, Xxx) (x €8,)

1

On remarque que Cg(G2+2q) est une vraie variété, qui d'aprés le lemme 3.8
est difféomorphe a2 2q # (S1 X Dz) . En fait, si l'on considére la résolution
triviales id(Cé(G;+2q)) : C%(Gngzq) —_— CB(anzq)) et on lui applique

le foncteur 6 , on a un difféomorphisme:

n+2q n+2qyy _ n+2q n+2qyy _
(3 CZ(CE(GZ ), Cg (G, ") = (2 C)3(G2 ), C>3(G2 )}
= (2 ((29) 7 (5, X D,)), ((2q) # (s, xD,))) " O

La situation géométrique de Cg(G§+2q) et ‘séparément de Q(T?) , dans
3 CZ(CE(G2+2q)) , est donc complétement déterminée, Pour pouvoir prouver

le lemme fondamental on aura besoin de connaitre la structure du triple:

n+2q, , n+2q i
(3 8,(8,(6,7 "3 8,6, D sizg Q<I§>> .

Le lemme 3,12 nous donne déj2 une variante faible du lemme fondamental

1,8
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Lemme 3,13: " CB<K2/Y(E)> (voir le début de ce paragraphe) peut &tre décrit
comme suit: Il existe sur qu = 2q * (Sl X DZ) s 2q cercles différentiables:
Si Seveans Siq = B’qu , tels que:
1) Sziml N S%l consiste exactement de deux points: xi , x;
e
d'intersection transversale; autrement, 'Sl N ST =@ o

<]
2) 1ls existent des plongements C 4

\ —” | 2q
F, : 8 XI > T30 C 2T

. -1 2q - - =leol
tels que: 2-a) F, (3 TS ) §, X0 =T, (Sl) .

2-b) Fi(S1 X I) coupe 9 qu transversalement,

2-c) Fi(S1 X I) coupe Fj(S1 X I) transversalement, suivant des
intervalles fermés,

2-d) L'inclusion naturelle:

i 3
ﬂé(sy N sl) > n'o(Fi(s1 XI)N Fj(s1 X 1))

~

est une bijectidn,

2-e) la paires
212, (Jr.(s, x 1)
30 T

est FAIBLEMENT NON-NOUEE (voir 1'introduction). (En particulier, on suppose
que : Fi(sl Xx1) N Fj(Sl X1) =@ ),

5 .
3) Si "lon choisit des orientations pour d T3q s S} , on a:

(SZl-’l 821> . o (82l-=1 21)

int , (5 5 5 i 81 58

= -1

4) On considére des disques de dimension 2: D, (i=1,°°,q>

2
i _ i . 2i-1 2i
tels que 3 D2 = S1 , et pour chaque paire D 2 5 D2 , deux plongements

© 2i-1 2i
H ° e > .S 2
C gZi-l 1 D 9 s B9y I > D2 s, tels que

a) g}l(a D%) =231 , b) gj(I) coupe D% transversalement,
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c) gZi_l(O) = gZi(O) = x; et: (1) = g21(1> = x; .

82i-1

On considére:

k=19 & p &... 6 0¥ ,
3, 2 5 2
s g4

(=3
et

et, sur K , la relation d'équivalence ¢ , qui consiste 2 identifier

gZi-l(X) = gZi(x) , pour chaque i Sq , x €1 .

Alors: CE(KZ/Y(E)) est difféomorphe & un voisinasge régulier c” ,

du quotient K/& " O

Démonstration: Le passage Kg = K2+q =

le passage au quotient: K;(B) —> ((X; =0) U (x; =0)) .

KZ/Y(f) , revient a faire, pour

i n
<
chaque K2(3) K2

Le lemme 3.8 implique que:

8,5t - u (D24 D2 ¥ D < 10) =20 # (s x D)
(difféomorphisme), Dans 3 CB(K;+q - p (.....)) , on considére les cercles
différentiables: :

N RO MR (S L L
st =Gl =0 naD? P =D .

Ce sont les cercles de notre énoncés, On laisse au lecteur le soin de continuer

la démonstration en utilisant les lemmes qui précadent, ( in_l(sl X1y

FZi(Sl X 1) , seront respectivement Q Ii . Q I; e,a.d,s,).

3.5) "L'inversion" d'une projection d'espace-quotient correspondant 3 une

relation d'équivalence acyclique:

On va commencer maintenant 1'exposition d'un processus qui permet en quelque

sorte d'éliminer les points triples (Voir le début du paragraphe 3.4.)
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On donne d'agbord des régles de commutation pour les opérations élémen-

taires 0(i)

Lemme 3.14: "1) Soient (KL, £,, M) , (K>, £, M,) (K2, £., M,) trois
° ° 2, l’ 3 5 23 23 3 3 23 33 3

2-polyedres singuliers et Py s Py deux projections d'espace-quotient qui

rendent commutatif le diagramme suivant:

My
£ . £y
)
1 2 .3
R, ————> K, ——> K, .
P Py

On suppose que p; est du type 0(2) et p, du type 0(1) ., Alers il

existe un 2~polyddre singulier (ﬁz , £, M3) et des projections d'espace-
quotient g (de type 0(1) ) et a, (de type 0(2) ) telles qu'on ait un

diggramme commutatif:

Symboliquement, on écrit:

0(1) - 0(2) > 0(2) « o(1)

°

24

Dans le mé&me ordre d'idées, on a aussi:
9
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2) 0(o) - 0(2) > 0(2) » 0(o)
f
3) 0(1) = 0(3) - > 0(3) o o(1) .
4) 0(o) o 0(3) — > 0(3) ° 0(o) .
5) 0(2) o 0(3) < = 0(3) - 0o(2) ,» O

Ceci est trivial, de méme que le lemme suivant:

Lemme 3,15: "Soient (K23 f,'M3> , (R, £7, M3> deux Z-polyédres singuliers
et p: K, —> K) une projection d'espace-quotient de type 0(o) , 0(1),

ou O0(2) , compatible avec f et £' , Il existe une application:

> S(Kz) R

qui est définie d'une facgon univoque par la condition de rendre le diagramme
suivant commutatif, quand on lui gpplique le foncteur ﬁs (= composantes
connexes) ¢

s(k,)) < (s (k) U W(p)) € K

2
p# P p
s()) Spls (k) U () c S

(iei M2 désigne, comme d'habitude, les points doubles), Si p est du type
0(o) ou 0(1) p# est surjectif, Si p est du type O0(2) p# n'est
jamais surjectif (on a tué une singularité, en passant de K, & K] )." |
Définition 3.19: Soient (K2 , F, M3) , (R}, £7, M3) deux 2-polyedres
singuliers et p : K2-—> K% une projection d'espace-quotient de type O0(o),
0(1) ou 0(2) . Il existe alors une singularité unique ©(p) € s(Kz) qui
est tuéepar p . Si p est du type 0O(o) , o(p) est remplacée par la

singularité unique
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eH! o)) € sy
° 7 P y Y # ‘1
Si p est du type O{1) , o(p) é&clate , dans le sens que (p") (o(p)) <
ol S(K%) contient plus d'un élément.

si x € s(Kz) - 0(p) alors, " p ne touche pas & x " , dans le sens

que

pe) = 6Nt o €xy

Dans ce cas, par abus de langage, (pﬁgml (x) sera désigneé par x

Enfin, si x € S(K2> on va désigner par Mi(f) ie germe de
- ] ﬁ 2
1’ensemble M“(f) CZKZ au point x , et par Mi(f) le germe ¢

M2(£) = M(£) - (x) . O
X X

Le lemme suivant est trivial:

Lemme 3,16: "Dans leg conditions du lemme 3,15, il existe, pour tout

x & S(K%) , une bijection canenique:

pﬁ : ’!TO(Mi(f“)} — > ﬁ@(l"l’i(f))

facd
~7

ol y = p#(x) € s(K2> . pﬁ est définie par les conditions suivantes:

1) 81 = = p(y) {ce qui équivaut 2 gz(pE 5 v) alors
p o pf=1d (02 |

2) 31 = # ply) (donc si w = ¢(p) € &2(p>> . et U est un
voisinage ouvert, gssez petit, de M2<p) c?Mz(f) {(dans MZ(E)) , ayant la
méme connexité que Mz(p) , alors les inclusions naturelles:

M}% (£) < Mz(p> < U et

Mi{(f“) ﬁlMZ(f“> Npluy <p(u - M?(p)) ; induisent un diagramme

commutatif:
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. 2 P 2
ﬂo(U) G 1 (U - M7(p)) > (p(U = M (p)))
/r\ 29 o) P (o]
#
P

m(M(E)) < n2(ED) "o
oy o X

2

Avant d'aller plus loin, on aura besoin de définir des glissements

(slidings) élémentaires , qui sont analogues aux opérations élémentaires O0(i) ,

mais qui donnent lieu 3 un "théoréme d'invariance® lus fort que le lemme 3.6
q

(voir plus loin pour plus de détails),

Définition 3.20: On va considérer un 2-polyddre singulier (Kz, £, M3> et

une résolution des singularités: 7 : V3 > C%(KZ)

En méme temps, on se doune un autre 2-polyédre singulier:
(L29 g, M3) défini comme suit: on considére 2(p-1) + r plongements c” s
2-3-2 disjoints: £, : D, —> K, o i=1, 2,,,.,2(p=-1) +r ,p22,1r =20,
On va supposer que chaque fi<D2) CK, possdde un voisinage ouvert (dans K, )

homéomorphe a R, , et que fi(D2> N MZ(fD =g |,

Par définition:

(Ly, g M) = (K, - U £ (int D)) , £]R, - Uf; (int D,) , M)

1 L

23

Sur (L29 g5 M3> on va considérer la résolution des singularités:

. — . 4 , . 4
T W, C%<L2> » canoniquement induite par T : V, > CB(K2> . En

fait, ce sera L, qui va nous intéresser, et pas K, .

2 2

On se donne aussi:

1° ., Un voisinage de coordonnées R, €M, (muni de coordonnées

3 3
(%, v, 2) ), tel que (fm1 Ry ©K, fiful R3) puisse &tre décrit comme
=1
suit: £ R, = A + B (réunion disjointe) avec A, B connexes, f'A, fiB

3



- 143 -

sont des plongements, fml(R3) N S(Kz) =9 , et £(a), £(B) SR, peuvent
étre décrits comme suit:

On se donne p nombres réels:

A=f(A) = ((x=0) N(z 20)) u<<x=el z) N(z 20)) U
e U((x=9pz)ﬂ(zéo)) , et:

B=£f(B) = (z ==1) (plus exactement, B sera le plan (x, y) et le sera:

(Xs }7) —_— <Xs Yo -1
Parmi les nombres (1, 2,,..,p) , on va distinguer i € (1, 2,...,p) .

Par définition, E; < (1, 2,...,p) est le sous-ensemble:
o

~

Eio=(19cuoosio,aoosp):(1poeas59p)“’(io)

On se donnera un isomorphisme:

a

(13nonno, p""l)

afl o

On va désigner par A' et B' les parties de L2 définies par:

A = ANTL. et B“zBﬁL2 .

2

2° . Une fonction C  : z = h(x, y) telle que:
2-1) h(x, y) =1 , en dehors d'un compact.

2=2) La surface z = h(x, y) , de R3 , coupe la droite

z = x =0 , transversalement, en deux points: b1 et b2

2-3) La surface z = h(x, y) , coupe (x = ei z) N(z 20)

transversalement, suivant un intervalle fermé %i & (x = ei z) N(z 20) ,

d'extrémités bl et b2
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On pense & B comme étant toujours le plan (x, y) , mais

-~

£:K, -M, a été modifiée, en passant de (x, y) = (x, y, -1) a
H: (x, v) (%, vy, h(x, y)) (sans toucher 2 fle - B) . Ceci nous fait
passer, par définition, du 2-polyddre singulier <K2’ f, M3) 34 un nouveau
2~-polyédre singulier (KZ, fH’ M3) .
3°, On remarque que H“l(U &i) C B consiste-de p intervalles
fermés Ai (i =1,...,p) , tels que:
3=1) Xi N Aj = 3 Ai = 3 Aj (si 1 # i) .

3-2) H induit des difféomorphismes:

HA, ¢ A, —> 4,
i i

.
£ L

On se donnera des intervalles fermés: Hi & int Xi pour chaque i € Ei
o

ceci nous définit des intervalles fermés H(Hi) Cﬁ&i (i € B, ) .
o
On va supposer que ces données satisfont aux conditions suivantes:
a) si i€ (,.,.,p-1) , on a:
- c = ' 4 -
a-1) ﬁZi-l(Dz) B , fZiul(DZ) N U KL) Hoci) oF 1'inter
section: fZicl(a D2) N Aa(i) = J “a(i) est transversale,

a-2) £,;,(D)) S(x = 8,y 2) N(z>0) ca ,
£,;(Dy) N La(i) =H (“d(i)> et 1'intersection:

fZi(a Dz) N La(i) = H(J “a(i)) est transversale,

a-3) Il n'y a pas d'autres intersections

fi(Dz) ncu Kj) uCu ék)) que celles décrites ci-dessus,

b) 1I1 existent des entiers non-négatifs: r°, r,os Ty tels que
B r, + 1, et que 1'en ait:

b-1) £ (Dz) &B UA si et seulement si i =1

2(p-1)+i
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b=2) (D) €B sgi i =¢
2

f2(p—1)+i b

b-3) On a aussi:

(Dz) (= ij (x = S@ z) N(z >0) (povr i s ra) .
L€ E,.

o

f2(p=1)+rb+i

(On remarque donc que:

(=8 =2)N(z20) NED) =6 ,

(o]

ce qui est important pour la suite),

e) si 4 >2(p-1) et fL(D2)<:B alors f£(D2) est séparé du
point 2 1'infini de B , par U Xi . Si k > 2(p-1) et fk(D2> S {((x=8;2) N
N(z 20)) , alors &i sépare fk(Dz) du point & 1'infini de

(x = Si z) N(z 20) ,

(Remarque: Sans perte de généralité, cette dernidre condition {¢) est toujours

satisfaite, en prenant un modedle local plus petit),

d) On considére le "plan" :

il

((x=0) Nz =0)) Uz ei z) Nz 20)) = Pi cR

. 3
o o
I1 sépare R3 et B = (z = =1) , respectivement, en deux parties, On va
supposer que Ai et (x = Gi z) Nz 20) (z € {1,....p) }  sont toujours
du méme cBté de ce "plan' . D'une manidre plus précise on va supposer gque les
_quantités Gi sont choisies de telle manidre que: Si =0 .
o

I1 en résulte que: (A NB)Y N( U li) = Ki .
)
(C'est le sens "géométrique" de la condition d).)
g

Dorénavant, on va supposer qu'on a pu s'arranger, avec les coordonnées
3

locales, de telle fagon que Gi =0 ,
o

Par définition, le glissement élémentaire , (attaché au voisinage
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de  coordonnées R3 C'M3 ) est l'opération qui nous fait passer de
(L, g My) 2 (L, £.]L,, M) . (g = £[L,) .

On vg désigner fHILZ par § .

Les 2-disques fj(Dz) , J $2(p-1) seront appelés les 2-DISQUES
ACTIFS du glissement élémentaires. (Bien entendu;, c'est leurs bords seulement
qui existent dans Lz , en fait dans @ L2 .) On dira que les 2-disques
actifs f21~1(D2) et f

d1lémentaire considéré),

21(Dz) (i Sp-1) sont ASSOCIES ({pour le glissement

Si l'on veut ne pas oublier les résolutions de singularités, le
glissement élémentaire nous fait passer (en fait) de:
. . —_— .
(L2, g, M3) et de T: W, ®3(L2) a

2 3 8 2 i o o —_— "m0
(LZ’ g, M3) et a la (méme) résolution: 1T : W3 C%(LZ) .

Trés souvent, on ne va pas mentionner les résolutions de singularités,
du tout, quand il s'agira de glissements élémentaires., On les a introduiteé
dans la définition (ot elle ne jouent d'ailleurs aucun rdle), & cause de la
remarque sur la COHERENCE , qui est écrite ci-dessous, avant la définition
3,22,

Avant d'aller plus loin, en va donner encore une définition.

Définition 3.21: On commence par les conventions de notatiom suivantes:
le 'simplexe (standard) de dimension n , An s aura comme sommets

(P ,.....;P ) et le point courant P € A est P =Xt P, gvec t, 20 ,
o n n g 11 i

Zt, =1 ., La face engendrée par P, ,...,P, sera désignée par (P, ,,..,P, )
; i, i i ik

(donc (Po’°°°’Pn) = An) . Plus généralement, si E & An , (E} wva désigner

la cldture convexe de E ,

On va considérer maintenant des polyddres (pas nécessairement compacts)
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plongés d'une manidre différentiable par morceaux et propre dans des

o » # “
variétés C o

En particulier, on aura une variété M3 s et deux polyedres de

dimension 2, plongés- dans M3 S
o 1
2 . c: 2 o c:
Jo K &My, gy s R CM,

Un chemin de Whitehead reliant ces deux plongements sera un diagramme

commutatif:

R > M, XTI
\\

ot J 2 K CiMé X'I est un plongement (différentiable par morceaux et propre)
du polyédre de dimensien <3 3 K , tel que;, la restriction du diagramme 2

t €T
-1 t e
m™(t) = K —

——>M3=M3 Xt

coincide, pour t =0 et 1 avec nos deux plongements donnés (Jo =5

J1 = jl) . En plus, J : K ¢3M3 X'I devra satisfaire a certaines conditions

qufon va énoncer ci-dessous,

I.e chemin inverse a J : K CZM3 X1 est, par définition, la

composition: -
id(My) X 1

> M, X1

| > My X I
o i(t) = 1-t €1 ,

Une isotopie du chemin J : K CCM3 X1 , est une composition:

J H .
K 'M3 XTI M3 XTI

ol H est un homéomorphisme linéaire par morceaux de M3 XTI tel qu'il existe
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un homéomorphisme linéaire par morceaux: h : I = I ( h(0) =0, h(l) =1 )
qui rend le diagramme suivant commutatif:

I H

I h
et que H M3 X0 =1d (M3) .

M, X

>
3 M, XI

3

J ¢ K C1M3 X I doit &tre une composition finie de -chemins élémen-

-taires de Whitehead , qui seront définis (2 isotopie prés), maintenant:

1°, On considére un plongement 8 : AZCL-—-——> M3 tel que:
K1 = g% U A2 et
o - .
K™ Na, =(, P> U(py, ) UF ,

ot F & Az est un ensemble formé d'un nombre fini d’intervalles linéaires
fermés, 2-3-2 disjoints, paralléles & (1?0 , P.Y Llsou,L

2
olis piéint A2 ,qiEint (PO,P) .

£ CAZ , tels

que BLi‘:—"pomq‘.

i i 1

On: suppose, bien entendu, que: j; = j_ ug .

N gt C’—--=----=>M3 *='M3 X t seras

o UGB | (B Py, £ Py + (1-8) B D)

2

O
K- U (Po)s Py, £ P, + (1-t) PO) >My

Ceci sera un chemin dilatant , et, par définition, sen inverse est un

chemin -contractant .

2°, On consgidére un plongement YV : A3 CZM3 et deux polyédres
de M, : K° gl tels que CUK® - A3) = lez(K1 - A3> = un certain polyadre
k (avec jolk = jllk ). En plus: k N A3 est contenu dans le l-squelette de

A3 et:
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K Nna

3 = (Po, P> Pz) U (Po, Py P3) U (Po, P, 93)
1 -
N A3 = (P, Pys P)) U(R, Py, P3) U (2ys P, P3) .
Jt S Kt — M3 sera:

Gl Uy s kU, p, ) U, Py B) Ut Py + (1-£) P, By, P) =M,

Ceci sera un chemin .glissant , et son inverse est, clairement, un chemin
glissant aussi, Un chemin de Whitehead J doit &tre une composition finie de

chemins dilatants, contractants et glissants, &

Le lemme suivant est "standard"

Lemme 3,17¢: "Soit J : K =M, XI un chemin de Whitehead, allant de

3
i, ¢ K° C:M3 2 i 2.K1 ‘:MB . Soit N CM, un voisinage régulier c® de
3, e,
I1 existe un chemin J!' : K “'M3 XI , isotope & J , tel que:
J'(RK) €N XI , N est un voisinage régulier ¢” de j]'_(Kl) = J]'_(Kl) <M, " a

On revient maintenant 2 notre glissement élémentaire (définition 3.20),
qu'il ne faut pas confondre avec le chemin glissant (de Whitehead), On aursa

besoin du lemme suivant:

Lemme 3,18: "Considérons le glissement élémentaire de la définition 3.20, et
les deux polyedres de dimension 2 :

p. ¢ (LZ/Y(g)) R, =(a' UBY/¥(g) —> R, ,

Bt (L,/¥(®) MR, =(a' UBY¥E® —>R, ,

3

ot A' = AN L, B! = B L, et p(p) sont les plongements naturels,

Il y a un chemin de Whitehead J : K R, XI qui relie ces deux

3

polyeédres plongés., Le chemin sera canonique (dans le sens que la démonstration ‘
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du lemme va nous fournir une description de J qui le détermine univoquement,

a4 isotopie prés) , " ©

La démonstration sera donnée au chapitre IV,

5 £ MB) et

(LZ’ g, M3) de 1a définition 3,20 et le sous-ensemble fnl(RB) = A+B &K

On va considérer maintenant les deux polyédres singuliers (K

2
. 2 s . i . g .
On se donnera aussi une séquence principale (KZ’ £, M3) » ce qui induira
canoniquement une séquence principale de (L2, g, M3) . (On utilise ici le

fait que L2 CiK2 et que

2 -
(K2-L2) AM(£) =06 .)

On aura un diagramme commutatif, dans lequel les fléches L; “’K; seront les

inclusions naturelles:

K ,
T | id(M3).
! P :
L .

1e]

Il est entendu que les p, , 1 i =n , sont du type 0(o) , 0(1) ou 0(2)

tandis que les », 1 €1 =q , sont du type 0(3) ., Sans perdre la

pn+i

généralité, on peut supposer qu'il existe un certain k =n , tel que chaque

paire de points T €A <K, , T, €B K, telle que f(ﬂl) = f(rrz) , ait
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1a propriété:
Prog © cceoee Py(M) #py g oo py(m) et

P © cooenone pl(ﬂi) =P O ceeens pl(ﬂé)

On- peut supposer aussi,(sans perdre la généralité,) que p, est du type 0(o)

ou O0(l)., mais pas du type 0(2) .,

Le glissement élémentaire de la définition 3,20 nous fait passer de
(LZ’ g, Mﬁ) 3 <L2’ ;, M3) . La séquence principale de -(Lz, g, M3) écrite
plus haut, induit une- séquence principale de (LZ’ ;, M3) ou tous les 1
(i # k)  sont gardés mais p, est remplacé par une combinaison finie d'opéra-
tions élémentaires du type O0(o) , 0(1) et 0(2) . La méme chose est vraie

pour (Kz, f, MB) (qui est remplacé par (KZ’ f M3) ), seulement, p, est

HS

remplacé par des opérations O0(o), 0(1), 0(2) et p-l1 opérations du type 0(3)

lirt

(p est défini dans 3.20),
§i m: Vv, —> ®3(K2) est une résolution des singularités arbitraire, ces

(p~1). opérations 0(3) sont toujeurs COHERENTES .

Définition 3.22: Soit (P2, h, MB) un 2-polyédre singulier quelconque. On
remarque facilement que, quelle que soit la séquence principale attachée 2
ce polyédre, le nombre des opérations 0(2) est toujours le méme (c'est en
fait un invariant de la relation d*équivalence Y(h} .

Ce nombre, qu'on désignera par b(h) s'appelle le nombre de bouts de Y(h) .

L]

Une séquence -principale quelconque de (st h, Mg) 2



3
olt Pg+b(h)+q -

h(¥(h)) = hm+b(h)+q Vs p; est du type 0(o) et 0(1) si i <m , du type

PZ / ¥(h) (donc, d'gprés la définition 1.4:

0(2) si m<i £m +b(h) et du type O(3) si mib(h) € i Smib(h)+q , sera

derite  symboliquement:

r(h)

p(h) q(h)
> o ———> P, /¥(h) & M

P s 1T o prrtb (h)

2 2 2 3 °

"Symboliquement' veut dire que p{h) n'est pas seulement une application:
m . . . s . . X .
P2 — P2 , mais gussi 1la maniére dont on 1'a décomposée en projections

Py (de type 0(o) et 0(1)) .....

Si q=0 (donc si ¥(h) est acyclique), on aura P§+b(h)= PZ/Y(h) et
notre séquence principale s'écrira tout simplement:
plh) o g{h)
e3> > o .
7, P P /¥(R) SM,

Dans ce cas (et seulement dans ce cas) on va utiliser la notation:

m‘:—‘
P, P2/h
(Le lecteur remarquera que, de toute facon, 3 difféomorphisme pris, P? est

complétement déterminé par (PZ, h, M3) ). ©
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Définition 3,22,1: Soit (P,, h, M3) avec Y¥(h) acyclique, et une séquence

23
principale
p(h) q(h)

P, — >3P2/h . PZ/Y(h)

comme dans la définition précédante. Par définition:

P(h># ¢ s(Py/h) ———> s(P,)
e tieacion: b o F : ‘, i
est l'application: p(h) Py ©Pyo ces P 4 (voir le lemme 3,15)

Remarque: Si Mg(h) ¢ , p(h)# dépend de la maniére dont p(h) est factorisé
en projections Py - (Ceci peut se voir facilement en regardant le 2-polyédre
-singulier

(X2+y2

>R, .)

+22$ 22N [{((z=0)) @ (x+y=1) @ (-xt+y = 1)] 3
e,

(x= 1) Tz= 1) ]

Définition 3.23: Soit (L23 g, M3) avec Y(g) acyclique, et:

’

plg) qlg)

(x) L, > Lz/g > L2/ ¥(g) €M

3

une séquence principale, $'il s'agit du polyedre de la définition 3,20 et si
1'on passe par un glissement élémentaire 2 (LZ’ g, M3> , (x) induit

"canoniquement” une séquence principale:

p(g) ~ alg) .
- e, &M
L, > Lz/g > LZ/Y(g) M,
On remarque que b(g) = b(g) + 2(p-1) . Plus exactement, qfg) -contient

les b(g) projections du type 0(2) de q(g) et, en plus, 2(p-1) projections
du type 0(2) nouvelies, introduites par notre glissement élémentaire.

Il y a une correspondance biunivoque naturelle entre les b(g) points de
l'ensemble singulier S(LZ/g) et les b(g) projections de type 0(2) de

q{g) qui tuent ces points singuliers, 1'un aprés l'autre. De méme pour
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m . . . . .
S(L2> = s(u?fg) . Ceci nous donne une inclusion canonique

i S(Lz/g> - > S(Lz/g) . B

[++]
Définition 3,24: Soit M unme variété C 2 bord, de bord aMn et
N4 <8 M~ une sous-variété 2a bord . On définit le double de M,

rel Nn s par:s

-1

20M_ rel N ,) =M ® M,
0 n

=1 n n

8 M -int N
n n-1

ot les deux termes Mh , du second membre, sont censés représenter deux exem-

plaires distincts de M, &

On va donner maintenant le "lemme d'invariance pour les glissements

i

élémentaires ." Tl aurs deux parties: le lemme 3.19 (1la partie facile) et

le lemme 3.19,1 {qui est la partie "difficile" ),

Lemme 3,19: "On se place dans les conditions de la définition 3,20, en con-
sidérant le glissement élémentaire qui nous fait passer de <L2’ g, M3) a
(L29 g, M3> . On va se donner une orientation de M3 et une résolution des

singulgritéss

TP S—— N E
sV, @ @) .

(Ceci a pour but de rendre les choses qui suivent canoniques,)

On va considérer les projections d'espace-quotient:

P:L,—> Lzl‘i’(gD» et P L, —> Lz/‘lf(g)

<=3
On va considérer aussi des voisinages réguliers C CB(Lz/y(g)),ouo :
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M, D8 (L,/¥(g)) DL,/¥(e) et

M, D8 (L,/¥(g)) DL,/¥(s)

qu'on considére choisis de telle maniére, que, pour chaque 1 £i % 2(p-1) + r

on ait: (voir le début de la définition 3,20):

P(fi(a D)) & 3 0, (Lz/?(g)) et
P(fi(a D2)> < 28 (Lz/‘i’(g))

On va supposer, aussi, que, si R3 CZM3 est le voisinage de coordonnées de 1la

définition 3.20, on a:

©, (L,/¥(g)) N Ry = 8 ((L,/¥(g)) NRY

~

et de méme pour g .,

On peut trouver un compact C CIR3 tel que:
- B - - <
LZ/Y(g) C Lz/?(g) c My
(ot le symbole = indique 1'identité entre sous-ensembles de M, ).

3

On peut donc supposer ques

@B(L2/‘l’(g>> -C = ®3(L2/‘i’(g)> - C
On va supposer que
C%(Lz/?(g)> N (M3 - int C)

est une sous-variété 3 bord de M, o, et de méme CB(LZ/Y(g)) NC . Leur

intersection sera désignée par &(g, C) . D'une manidre analogue, on définit
5(g, C) = 8(g, C)

Notre assertion est qu'il existe un diagramme commutatif, ol les fléches
verticales sont des difféomorphismes 'canoniques" (déterminés 2 difféotopie

prés, ce qu'on n'utilise pas, d'ailleurs):

3
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8,(L,/¥(g)) = B(L/¥g) N (4 - int ©) & @(L,/¥(g) NC)
8(g,C)
D identité D
N/ R 4 AV/
CB(LZ/Y(g)) = ®3(L2/Y(g)) N (M3 - int C) A€> Cg((Lz/Y(g)) ne
8(g,C)

Ceci induit un difféomorphisme (qu'on désigne par abus de notation par la
méme lettre D ):

D : 2 @ (L/¥g) —> c5<L2/w<;>> ,

compatible avec les décompositions:
2 CB(LZ/Y(g)) = [2((C5(L2/Y(g)) ﬁ'(M3 - int C)) rel 8(g, C))]

& [ 2(( CB(LZ/Y(g)> Nec) rel 8(g, )1
2 &(g,C)

2 8,(L,/¥(e) = ..... oo

Pour démontrer ce lemme, on introduit

M, D @3(L2/‘£’<g)> = ®3(L2/‘¥(g)) & (3 ®3<L2/‘¥<g)) X T )

3
/_____}\/—\.\
3 ®3~a ®3 X0
qui est un "vrai” voisinage régulier de LZ/Y(g) . D'aprés le lemme 3.18,

GB(LZ/Y(g)) peut 8tre prés de telle maniére qu'il contienne LZ/Y(g) et

qu'il collapse sur LZ/?(g) , e.a.d.s,

Lemme 3,19,1: "On commence par considérer les cercles différentiables
P(fi(a Dz)) <3 @g(LZ/Y(g)) du lemme 3.19, On remarque que ces cercles sont

-\- . r3 r o - S 3 s —~
2-2-2 disjoints, sauf que P(:Zi“l(a D2)) N P(fZi(a DZ)) (1 i =p-1)



-~ 157 -

consiste de deux points d'intersection transversale, En méme temps les cercles
différentiables:

P(£,(3 D)) <3 ®3(L2/‘P(g)) )
eux, sont bien 2-2-2 disjoints,

On se donne des nombres entiers ki 20 (i=1,....,2 (p=1) + r)

et on considére des plongements différentiables:

F, (s

ook,
1

L X 1) —>2 ®3(L2/*¥(g))

ayant les propriétés suivantes: (voir la définition 3.17.0):

-~

1) 1;'].;(81 X 0) = Fi(2k (s_1 X1I)) Na ®3(L2/‘l’(g)) = P(fi(a Dz))
i

2) F, et Fi(S1 X 1) coupent 3 CB(LZ/Y(g)) transversalement,

3) 8i 1 i <p-1

P(f,, (3D, N P(fZi(B D)) N FZi—l(Sl X 1)

~

P(f,, (3D} NPB(£,,(3D,)) NF,,(8

I

X 1)

1]
S

1

4) L'inclusion P(f_c(a Dz)) N P(fk(a Dz)) CImF, N Im F, est

une équivalence d'homotopie,
. i i . -~ FS
5) Soient Py » P, les deux points de P(fZi_l(a DZ)) N P(fZi(a Dz))

i i i - -
. ¢ s ) t F_.
et, A& s B& deux petits voisinages de Py dans Im le et Im F21—1 s
respectivement, On a:

i i

5-1) A1 et A2 se trouvent du méme c8té de
- a i i
3 CE(LZ/Y(g)) . De méme pour B] et B,

i i 3 k] o~ ”~ -
5-2) AL et B& ne se trouvent jamais du méme cSté de

3 Cg(LZ/Y(g)) .



5-3) Si

en dehors de @B(LZ/W(é)) , alors k

Image FZi

trouve entiérement en

i

5-4) Ay

seulement si, dans 1a

de L, donnée dans le

- P(fZi(a D2>) (respectivement TImage F
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i i
A et A

se trouvent
1 2

(respectivement Bi et B; )

=0 ) et

21 =0

(respectivement Koi_1

gi-1 = Py €3 D)) ) se

dehors de CB(LZ/Y(é))

(et A;) se trouve en dehors de CB(LZ/Y(g)) si et
régolution des singularités (de KZ/Y(g)s induite par celle

lemme 3,19) la branche qui correspénd 2 fZi(DZ) est spécifiée,

On va introduire 2(p-1) + r plongements 2-3-2 disjoints:

F. ¢ (5, X 1)

1 2%, 1 —_— 2‘@3(L2/Y(g)) )
caractérisés, difféotopie prés, par les conditions suivantes:
1) Fi(s1 X 0) = Image Fy N Cg(Lz/Y(g)) = P (fi(a D2)>
2%) F, et F.(S; X1) coupent 3 Cg(Lz/Y(g)) transversalement,
3') Image Fy N Image F, = ¢ (si 4 # k)
4'} Pour chaque i , on a:
FiT @ (s K1 N 8L,/ ¥We)) SFE (s, XD NG /U &5 X1
5') Pour i > 2(p-1) + r' (voir définition 3.20), on va supposer
que gi EEFi (Ce qui a un sens, puisque
L,/ ¥(g) - R, BL/ Y@ - R, ).

On va considérer aussi un fermé:
¢ e[ 2008,/ e N (1, - int €)) rel 6&(g, C)] 5

= [ 20(8,(L,/ ¥(&)) N (1 - int €)) rel &(g, 07 ,

tel que & ne touche pas aux Image F, =TImage F, (i > 2(p~1) +r') , ni a:

28(g, ¢) =3 [ 2((@3(L2/ ¥(g)) MMy ~ int C)) rel &g, c)]



L'assertion du lemme 3,19.1, est que D induit un difféomorphisme de triples :

2(p-1)+r
(2 8,1,/ ¥(g) 5 G(L,/ ¥(g); ( {_] F (s x1) U8)) —2>
i=1

~

2(p-1)+r
(2 0,(L,/ ¥(g)d; @, (L,/¥(g)); C;L:i} F, (s, x1D U® -,
od: D(F. (s, X1)} =F (S, X1) et D| 8 =1d (8 ." O
i1 i 71

La démonstration sera donnée au chapitre suivant,

Remarque: Ce lemme peut &tre comparé au lemme d'invariance pour les opérations
élémentaires O0(i) (lemme 3.6 et son complément, le lemme 3,9).

Si. (K2 = K% # k; # ..., F, M3) est un 2-polyadre singulier, avec s(K%) =0 ,
Y(£) acyclique, le lemme 3,6 nous donne (sous certaines conditions restrictives)

un difféomorphisme de paires
(2 8,(k5) . 8RS = (2 B (R, /¥(E)) , B (R /¥E .

Il ne nous donne pas des difféomorphismes de triglesa comparables au lemme
3.19.1 (voir & ce sujet la fin du paragraphe 3,4), parce que les étapes inter-
médiaires (quand on utilise les O0(i) ) sont des opérations de chirurgie

(tandis qu'avec les glissements élémentaires on n'a que des difféotopies ...).

Définition 3.25: Soit (?2, h, M3) un 2-polyddre singulier, On dit que les

gsingularités de P2 sont bien présentées, si P2 peut 8tre représenté sous

la forme:

1 2 k
o 4
P, = P} :e[a D, f DZGB.M“ S D, s

1 2 k

ol Ii est un exemplaire de EO, 1] , plongé dans P% et dans 9 D; , de

telle facon que:
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1) (p!, hlP" s M3) n'a pas de singularités,
2) S<P2) < U I, , et cette inclusion est une &quivalence d"homotopie,

3) Dans chaque point de U I, - s(P2) » P, est une variété (c'est-a~

Ty,

dire, qu'il est localement comme R, ou R
4 2

2

La décomposition ci-dessus, qu'on va désigner symboliquement par
1 k
= 9
P, =P #D, #..... #D,

n'est pas unique Une telle décompesition sera appelée une bonne présentation

des singularités de (PZ’ h, M, ), O

3

Définition 3.26: Soit (st h, M3) un 2-polyédre singulier, tel que Y(h)

est acyclique, et:

P ———>P /b ———> ./ ¥(h)
2 o) 2 q(h) 2

une séquence principale, La projection p(h) se décompose en:

P, =P —>P ——>

> Pl =
9 9 2 vevoe P, leh

ol chaque p; est une projection de type 0(e) ou o0(1) .
Supposons que p; soit du type 0(1)

i-1

)

Soit O(pi) € s(P; le point singulier qui est tué par P; (définition

3,19), On dira que P; posséde un successeur , si l'on peut choisir un

n, € (pi#)m1 (U(pi)) Cis(Pg) , ayant la propriété suivante:
Il existe un entier & :
i<asSm |,
tel que:

a) Les projections ne touchent pas 2 TB , ce

Pit1oo0e Py

qui nous permet d'écrire (par 1l'abus de notation de la définition 3.19):
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i+l a-1
T, €50

no € s(p

b) 1 =olpy)

c) ‘est du type O0(1)

Py

d) Soit k(1l, n) = k(y) @ k(x; n) CiPlzl le modeéle local dans lequel

Py opére (comme dans la définition 3.15). Il existe une branche unique:

(x = 94 z) N(z 20) €k (x; n)

qui contient TB . Elle détermine une composante connexe, A , dans

ﬂs(M% (pa)) . On demande que, par l'isomorphisme canonique:
o

2 2
—_—_——
m (7 (p)) = ﬁo(Mﬂo(pa))
2 . . ., N Q~1 .
la composante connexe de ﬂ;(M (pa)) qui contient des points ou P, n'est

pas une variété, corresponde a A .,

Dans ces conditions, la paire formée par Pg et le germe de
(x = 94 z) N(z 20) €k(x; n) , autour de x =y =z =0 , s'appelle un

successeur de p; (voir l1la figure 3,26).
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(x= 9&z> N (z
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Mz(pi)

T

Figure 3.26 : p, possdde un successeur, yxpi),= ((x= SL z) N(z 20), pa?

(On remarque que P, est unique, une fois (x = 9& z) N(z 20) 2 7, choisi,
mais (x = GL z) N(z 20) n'est pas nécessairement unique; p; Peut avoir

plusieurs successeurs,)

Par définition une -succession de la séquence principale considérée

au début de la définition, est un ensemble (vide, peut-&tre)

2={(pi s X(Pi D I (pi s X(’pi )}
o o b

b

ot les 1 sont des projections P; distinctesﬁde type 0(1) , admettant

des successeurs et x(pi )} est un successeur de P; . Tous les Py qui
J |

admettent des successeurs ne figurent pas nécessairement dans £ , O
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Définition 3.26,1l: On considére la séquence principale de la définition précé-

dente, et une succession L de cette séquence, Soient pj ,M“.,,pj les
o k

projections P qui sont du type O(1l) et qui ne figurent pas dans la

succession ¥ .

-

Soit j € {pj se0esPy } . Correspondant 2 la projection de type 0(1l) :
o k

Pj s P%ml————> P% , 11 existe dans Ple un ouvert k(1; n(j)) (comme dans

1a définition 3.15), En utilisant les notations de 1la définition 3.15, on

remarque que, pour chaque:

((x =8 2) N(z 20 Ckix; n()) k(15 n(3)) <2t
il existe un plongement unique
a; * (x = Si z) N(z 2z 0) —> P, , qui rend commutatif le

diagramme suivant:

((x =6, 2) N(z=20)) < pi7t
i 2

(On remarque que 1'image inverse d'un point de (x = z = 0) € k(x; n(j)) ,

dans P2 , pourrait &tre constituée par plusieurs points distinects.)

~ On cheoisit un 1 € (1,.....,0(j)) et un nombre réel T(j)# 6 tel que

1'intervalle ouvert (ei, ™j)) ne contienne aucun des ek (correspondant a

k(1; n(i)) @:Pg"l ) .

On considére alors, dans le voisinage de coordonnées R3 qui contient

2

k(1; n(j)) 1le sous-ensemble: (x=T(jlz) N(z 20) N (x2+y2+z seg) = Aj = A(pj) o
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On considére les plongements. naturels:

> R & )
A, N 3 My
j

(x=2z=0) N(]y|] se

Ceci nous permet de définir le 2-polyédre singulier:

(P2 Ga-Aj,héBbj,Mg)),
(x=y=0)M |y|= €)
La m8me construction peut &tre répétée pour tous les j € {jo,,oo,jk} . Ceci
nous donne un 2-polyédre singulier:
(P, @4, ©.....9A , b®b. &, . &b, , M) ,
I T Io Ik

qu'on va désigner par:
(B P, , Bh, My)
I1 est entendu que B P2 dépend de L et des autres choix faits dans la

construction., (En particulier du choix des i )

C'est, par définition, un bourgeonnement ("budding') de P2 (compatible

avec la succession Z ), On a une inclusion canonique I ¢ P2 c B P2 » qui

rend commutatif le diagramme suivant:

P, ! >8P
:\\\\E g{////é;///
My .

I induit une identification naturelle: s(Pz) = g(B Pz) . La séquence

2
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principale de (Pz, h, M3) donnée au début, induit canoniquement une séquence
principale du bourgeonnement, ot 1l'on retrouve les mémes projections d'espace-
quotient, et, en plus k noﬁvelles projections de type 0(2) , correspondant
aux bourgeons ('buds") Aj . On a donc: b(Bh) = b(h) +k +1 = La nouvelle
séquence principale s'écrit:

B P, —————> 8 P2/Bh —_— 8 PZ/Y(Bh)
p(Bh) q(fh)

On a un plongement naturel:

s(,/b) ©  s(BR,/Bh)

et une bijection naturelle entre les points singulier du sous-ensemble:

s(B P,/Bh) - s(Py/h) < s(BP,/B h)

et 1'ensemble des projections du type O(1l) : {p, s Ps scooessP, } . En
J J 3
o 1 k

tenant compte de cette bijection, ces singularités seront désignées par:

s(p, ), slp. ),.....,8(p, ) , et leur ensemble par O(B P,/Bh) < s(B P,/Bh)
i, iy 3 2 2

Sur
s(Pz/h) < s(B PZ/B h)

1'application p(Bh)# : (B Pz/Bh)

> s(B PZ) = s(Pz) coincide avec

p(h)# (voir la définition 3.22.1). O

Définition 3.27: On se place dans les conditions des définitions 3,26 et

3.26.1,
Une inverse de p(Bh)# , est, par définition, une application:
n s s(Pz) > s(B Pz/Bh)

telle que p(Bh)# o N = (identité sur S(PZ) ), donc qui rend commutatif le

diagramme suivant:
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s(PZ) > s(B P2/Bh)

+

identité p(Bh)

s(PZ) .

On dira que l'inverse T est compatible avec la succession £ si elle

est obtenue par la construction suivante:
Si y € Q(P2} on considere une chaine de points:
y =Y, o0 Yyseoeoes¥,, » avec y. € s(Pi) , construite inductivement, comme
suit:
I. 8i p, est du type 0{o) , ou s'il est du type O0(l) , mais ne touche

pas a Vi1 o alors Vg est le point unique:

o -1
v, = (pi) (yi_l) ,

II. Si P, est du type O0(1) , n'appartient pas 2 & et tue Vi1 o
alors la chaine s'arréte (j-1 = v ) Dans ce cas M y) = s(pj) = s(p\%l) =

le point singulier de s(B PZ/Bh) correspondant au bourgeon de pj = Py

III. Si p; est du type 0(1) , appartient 3 I et tue Yip o on considére
d'abord (pi ) yfpi)) € L , Il existe un point singulier, unique, de s(PZ) ,

-

appartenant 3 la branche X(pi) . Ce point est, par définition i oo

Si le ecas II n'arrive jamais, on a clairement VvV =m et:

Yy = Vo € s(Pg) = s{leh) < s(B PZ/Bh) . Dans ce cas: N(y) = Yy oo

Si X est domnée, l'inverse 1 , compatible avec £ existe et
est unique,
Soit maintenant (Kz, £, M3) un 2-polyédre singulier quelconque, tel

que Y¥(f) soit acyclique, donné avec une séquence principale
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p(£) q(£)
K, _— Kz/f —_— Kz/‘i’(f)

et X' une fonction qui associe & chaque projection Py de type 0(1)

(de p(£f) ) le germe autour de (x = z = 0) de 1l'une des branches

(x = 9% z) N(z 20) €k (x; n) qui lui correspondent (voir la définition 3.15).
On va désigner ce germe par [ P ;’pi] o

En particulier, si £ est une succession de (KZ’ f, M,) et

3

(8 Lo BE, M3) le bourgeonnement associé, on a la fonction [ & - pi]

définie pour:

B Ky ———> B K

2/Bf > B KZ/Y(Bf)
p(BE)

q(B£)

par: [Z-’pij €x(py) (si p, € ) et

(2 - pij = le germe du bourgeon attaché i p; st p; € L

Une inverse de p(f)# , sera une application N! : s(Kz) — S(Kz/f)

analogue & " ci-dessus,

Chaque fonction &' détermine une inverse N(I') , de p(f)# ,
définie univoquement par la condition suivante:

Pour chaque projection du type O0(1l) , P; s on consideére la

factorisation de p(f)

i-1 i
—_—e = >

N
o

et le diagramme commutatif correspondant:

s(Kz) > S(Kz/f)
n(zh)

identité

< i-1 < i
s(Kz) < s s(K2 ) < 7 s(Kz)




- 168 -

Suppesons x = 0(pi) tel que l'identité suivante soit satisfaite:

X = p,# o bi# o MEY) o ai# (x}

i
Alors bi# o M(Z') o ai# (x) € s(K;) est sur la branche déterminée par

Ez w*pij . On laisse au lecteur le soin de vérifier qu'une telle inverse

existe et est unique.

Pour chaque inverse M' il existe un &' ( pas unique), tel que
n o= nz) .,
i . ) Ve , +
Enfin, si X est une succession, 1'inverse M , de p(Bh)" com-

patible avec I est:

n=n(L , O

Définition 3.27.1: Seit (Kz, £, MB) un 2-polyeédre singulier. Seoit

R S —»Diff(Kz)2 un chemin différentiable de difféomorphismes (K2)2 - (K2)2

4 support compact, tel que {(0) = identité, Le passage de (KZ’ £, MB) a

(Kz, f o ¥{1), M3) s'appelle isotopie 2 la source

Soit <K2’ £, MB) un 2-polyddre singulier, R, ﬁiMB un voisinage

de coordonnées tel que (nt(R3) s fifnl(R3), Rg) soit isomorphe 2

((x =0) +{y =0), j, RB) , oo j est induit par les plongements canoniques.
£
L R

réunion disjointe

[++]
Soit x = V(y, z) une fonction C , & support compact, Soit £, ¢ K, - My

défini par: ftl(Kz - (x=0)) = fi(Kzu(x =0J)) , (ftl(x = 0)) = 1'azpplication

(y, z) b——> (tlly, 2), v, z) , t € [0, 1] . Le passage de (Kz, £, M3) a

(Kz, £, M3) est une isotopie au but (de premidre espéce ),

Soit (Kz, £, M3) un 2-polyddre singulier, R, ClM3 un voisinage

de coordonnées, tel que (fnl(R3), flf-l(Rg)s R3) soit isomorphe 2
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Cx=0NG=DI+[y=0NGs2], R

Seit ft P K, - M3 (¢t € [1, 4 , défini par:

£ /(K - =0 N(z =1)) =£[..., (£|((y = 0) N (2 2)) = 1'application:

1 N
(x, z) > (1%, O, : z) . Le passage de (Kz, £, M3) Y (Kz, £, M3)

t €[1, 4] (ou 1le passage inverse) s'appellent: isotopie au but de seconde

espéce , Quand on dira isotopie au but , tout court, il sfagira toujours

d'une isotopie de premiére espéce, O

Le lemme suivant représente un tournant important de ce mémoire.

Lemme 3,20: (Le lemme de l'inversion d'une projection d'espace-quotient,
acyclique,)
"Soit (Kz, £, Mé) un 2-polyddre singulier, tel que Y(f) soit acyclique et:

K, —> K /f ————> Kz/‘l'(f) c M

2 2 une séquence principale, Les
p(£) q(£)

3

choses suivantes seront données:

A) On va supposer que les singularités de K2 sont bien présentées,
et on se donnera une bonne présentatioﬁ: K2 = Ké # D; e D; (ol
r=# s(X,) ).

B) On va se donner un 2-polyadre singulier, difféomorphe 2 KZ :
(KZ’ h, Cg(Ké)), tel que:

B-1) th% est le plongement naturel de K% dans son voisinage
régulier c” C5<Ké)

B-2) (KZ’ h, Cg(Ké)) admet une séquence principale, consistant
d'exasctement r projections du type 0(2) non-dégénérées. Donc Y¥(h) est
acyclique et M3(h) = ¢ . La séquence principale de h est, clairement,
unique (2 une permutation des projections, prés),

B-3) M3(f) n Mz(h) =0 et Mz(f) coupe Mz(h) transversale-

ment (dans K2 )
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B-4) Si x, vy € Mz(f) CK

hix) # hiy)

, sont distincts (x # y) alors:

C) On va se donner aussi, une succession XL de la séquence princi-
pale donnée au début du lemme, et un bourgeonnement (de la méme séquence)

compatible avec X :

B K >BK2/Bf

> B K. /Y(BE) &M
Z b(BE) 2

q(BE) 37

Les bourgeons seront choisis de telle maniére qu'ils ne touchent pas a Mz(h)
Ceci nous permettra de définir (par abus de langage} un "bourgeonnement"
(B K,, Bh, CE(KE)) , ot i1l est entendu que Y¥(Bh) = ¥(h) (c’est-a-dire les

deux représentent la méme relation d'équivalence),

D'aprés ce qu'on vient de dire avant, puisque X est donnée, on a,
en méme temps, une inverse de p(Bf)# , compatible avec X :

e = n: s(Kz) —_—> s(B K2/Bf) .

D) On se donne une résolution des singularités:
e V3 ——> Cg(B Kz/Bf) , (dont le seul rdle sera de rendre canoniques

certains choix dans la démonstration du lemme).

E) On se donrme N plongements 2-3-2 disjoints:

2 2
‘ —_— (R!). - - &
%i ; D2 > (K2)2 M(£) - M (h) K, -

(Je rappelle que (Ké)z CIKE est le sous-ensemble des points qui ont un voisinage

homéomorphe a RZ .) On va intoduire les notations suivantes:

— P 1, r
== - 2 = ] 3
X; =K, - U4 (ne D) =X: #D, #..... #D, .
Soient CioeenensC, les composantes connexes de (K2)2 - Mz(h)

(elles sont clairement en correspondance biunivoque avec les composantes
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connexes de (K%)z - Mz(h)) .
Ils existent des nombres: Dysecerosn , dépendant de Y(£) et

¥(h) , tels que:

Si N =% n, et les nombre des iﬁ(Dz) qui se trouvent dans chaque

Ci est au moins &gal a neos il existe un 2-polyédre singulier

(X29 £ 5 CE(K&)) , "(presque) canoniquement déterminé" (dans un sens qui

sera précisé au cours de la démonstration) par les données A), B}, C), D),

E), F), ayant les propriétés suivantes:

1) 1Ils existent N plongements 2-a-2 disjoints:

, : , &R .
Ai : D2 > (Ksz>2 g Kz/Bf tels que:

1-1) 1les plongements canoniquement déterminés par Ai , et
qu'on désigne par abus de notation par la méme lettre: Ri : D2 —_—> K2 sont

isotopes (respectivement) 2 &i dans K, (donc &i(Dz) et Xi(Dz) se

2

trouvent dans la mé@me composante connexe de (K2)2 ). Les ki(Dz) sont

censés ne pas toucher 2 Mz(f) U Mz(h) C K, , ni aux bourgeons qu'on ajoute

2

& K, pour obtenir § K, .

On introduit la notation

) 1 T
. . - o = 7 1
X, =K, Uki(:mt D,) xl#Dz#Mm #D2 .

La séquence principale donnée au début du lemme induit canoniquement

une séquence principale de (Xl s £, M3) 3

X, ——>X /£ ~“-=——-——>’X15¥<f) M

Lo L a(£) 3

(I1 est clair qu'on a une identité entre ‘sous-ensembles” de M3
X, /f =K,/f - UA, (int D,) et X,/¥(f) =K, /¥(£) - U ?\i(Dz) ).

De méme, le bourgeonnement donné au point C induit canoniquement

un bourgeonnement:
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BX) ———>B8X /B > B Xl/Y(Bf) cM

p(BE) 1 q(BE) 3

(On a: B Xl/Bf = 8 Kz/Bf - U Xi(int DZ) (identité),)
Enfin, on a des difféomorphismes évidents:

X, =X, X

(Remarque importante: 1'isotopie entre {i et Ki n'a aucune importance au

moment initial, dans B Ry - Mais elle peut traverser MZ(Bf) , done éi
et Ai ne sont pas isotopes dans B'KZ - Mz(Bf) . Méme si 1'on change -
&i = ££ (par isotopie dans K, , par exemple en prenant {& = li ), les
nouveaux K% ne seront pas nécessairement isotopes aux %{ dans

Bk, - M(BD) ),

1-2) 11 existe un difféomorphisme '"canonique"

X, = B8 Xl/ 8f

2) Y(fID est acyclique,
3) Mg(f1> =@ , et Mz(fl) coupe Mz(q(Bf)) transversalement,

dans X, = ] Xliﬁr cB Kz/@f
4) On considére 1'immersion génériques

B X, > B Xl/Bf = X

1 > Cg(K§> s

p{ BE) 2

qui nous fournit un 2-polyédre singulier:

(B Xy, £, = p(BE) , B(K]))

On peut passer de (B Xl = B ?1 , PBh, CE(K5)> a (BXI, f10p(8f), Cg(K%)) s

par une suite finie de glissements élémentaires (définition 3,20), et

d'isotopies (& la source et au but).



- 173 -

Remarque: Dans la mesure ol les glissements élémentaires 'me changent rien" |,

on peut dire que f; (ou plutdt la flache p(fl) de la séquence principale

de f1

X > X, /f

2°71

, > %, /¥(£;) € 8,(K1))

p(fl) q(fl)

est une inverse & droite pour p(Bf)

5) On commence par considérer la séquence principale de
(X,, £;, 9,(R})) écrite ci-dessus, Elle induit une séquence principale de
2° "1 7302 q

(B X5 f1 o p(BE) | @3(K%>> :

> X > X2/f
p(Bf) p(£f.) q\
,i

. > 8 X, /¥(£ op(BE)) .
q(£op(BE))=q(£,)

e i D

p(f1 o p(BL))

I1 est clair que: B Xl/W(flcp(Bf)) = XZ/Y(fl) (égalité entre sous~-ensembles

de Cg(Ké)) . On va désigner X?/fl = B lef1 o p(Bf) par X, . Enfin, on se

3
donne une séquence principale de (B X;» Bh, Cg(K%))

g x, ———>RBX,/ph ———>B X /Y(B h) & B (K]
LINES SRS 1 372

On remarque que p{Bh) est la méme chose que:

B X >B X, = BX,/ph
L identité 1 1

On a des bijections canoniques:
s(X;) = s(x)) = s(BX;) = s(BX,/f0) ,

qu'on peut composer avec 1l'inclusion canonique: s(B Xl/Bh) C:S(XB) , fournie

par la définition 3,23,
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Le diagramme suivant est commutatif:

p(Be) T
s(Xl) s(Xz)
1 4
p(fl)
identité n
i . ,
S(Xl) > S(XB) . a

inclusion canonique

Remarque: Le point 5) nous dit que "l'inversion" construite au point 4) est
compatible avec 1l'inverse (de p(Bf)# ), M

La démonstration du lemme 3,20 sera donnée au chapitre suivant,

Définition 3.28: Soit (st h, M3) un 2-polyédre singulier, comme dans la

définition 3,26, On va considérer une séquence principale:

p, ———> P _/h > P, /Y(h)
2 p(h) 2 q(h) 2

et la succession vide X = @ de cette séquence., Le bourgeonnement

(B Py, gh, Mé) compatible avec la succession vide sera appelé bourgeonnement

total . Pour le bourgeonnement total on aura 1'inverse totale 1 :

s(Pz) —_— g P2/Bh> , compatible avec la succession vide,” O

Le lemme suivant est un sous-produit de laz démonstration du lemme 3,20:

(1la démonstration se trouvera .au chapitre IV ).

Lemme 3,21: 'Considérons le lemme 3,20 avec la succession L =¢ . Soit

1]

A(pi) = A (<X2+y2 £1) N{y 20)) 1%un des bourgeons du bourgeonnement

total 8 Ky correspondant 2 la projection du type O0(1) , Ps (composante
de p(£f) : K, ~—->-K2/f ). Il est entendu que A N K,= (~-1sx<+1, y=0) = 1 ,

Alors:
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a) fl’o p(Bf)lA est un plongement A CZCB(K&) , et les images de
deux bourgeons différents sont disjointes,
)

M (p(BE)) NA) U (M2<f1> NA) peut atre

b) M3(f1 . p(BE)) NA

i

o) M(£ o p(BE)) N4
décrit comme suit (aprés un éventuel reparamétrage de A ): Il existent des
nombres:

0<€ K€ < ,,.,,..00. € <1

tels que:

1) M@ Na =GPyl =2, x20,y20 ,

et le point: (x =0, y = VE;) = s(B Kz/Bf) NA =s(p) (le point singulier
de o(B Kz/Bf) correspondant au bourgeon A = A(p) attaché a la projection

de type O0(1) , p ; voir la définition 3.26.1),

e=2) M2(f1> NA= (x2+y2 = e:i , x<0,y20) U
k
K~j (x2+y2 = ei , vy 20) ,
i=1

vy AN

= w2 (p(BE)) Na

2
M <f1) na

Figure 3,21.1, Mz(fl o p(BE)) NaA
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A chaque arc de cercle (x2 + yz = ei s, v 20) (i 21) correspondent deux

projections de type O0O(l) , p! , p" de la séquence principale
i i 4

B8 Xl/Bf = X > X, /f >-X2/Y(f1) o

2 271
q(fl)

p(fl)

L'ordre dans lequel p% s pg apparaissent dans le "détaillement" de p(fl)
n'est pas du tout arbitraire., Je vals supposer que la notation est choisie

de telle fagon que p{ apparaisse avant pg . Soient a{ s ag les deux

2

bouts du segment (x2+y = Gi) NA ., On va supposer la notation telle que

pi opére sur a{ et p; opere sur a' ,

Figure 3,22.2

Les projections du type
o(1) : pi 5 p; , qui
apparaissent dans le

détaillement de 'p(fl) .

On peut construire une succession Zi de la séquence principale de

(XZ, fl, CB(K%)) , définie comme suit: £, contient (exactement) toutes les

1
projections p% (pour tous les A(p) et tous les i ), Pour chaque p{ , le
point noﬁ= G(pa» € ((p£>#)_1 (G(p{)) (voir la définition 3,26) est:
- 1

n, 0(pi> .

Enfin, on peut supposer, sans perdre la généralité, que:
2
1w (q(B) N GPy” =€) = 0

2

et que Mz(q(Bf)) N (x2 + y°= €i> , (i 21) , contient, au plus, un point,

avec intersection transversale,
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On introduit, pour finir, la notation suivante: pour chagque
s(p) € A(p) on considére la projection du type O0(1) , unique, de

X ~——~—§—-—>>X2/f1 , P(p) telle que o(P(p)) = =s(p) . a

2 p(fl
Définition 3.29: Soit (st b, M3) un 2-polyeédre singulier, On dira que
1'gapplication h est excellente, s'il existe une boune présentation:

1 k
m 7 ;
P, = P} # D, #ovue. # D,

telle que:
1) h]P% est un plongement,
2) chaque th; est un plongement et h(D;) N h(D%) = @ (donc,
en particulier: Mz(h) =@¢ , et ¥(h) est acyclique),
33 M (w) N Dg est un intervalle fermé tel que: Mz(h) nae Dé = le

. . . . » i
point singulier unique S(Pz) N o, .

8i h est excellente, (Pzg h, M3) posséde une sdquence principale

"canonique™

P > P,/h ————— PZ/W(h) ,
p(h) = id(p,) q(h)

ot q(h) contient exactement k projections du type 0(2) {qu'on peut

permuter entre elleg, comme on veut), B

£, M)

Définition 3.30: On va congidérer un 2-polyédre singulier (K,, f, 30
TTT———— 4

que Y{f) soit acyclique et que gq(f) : Kz/f e M3 soit excellente,

On considére un bourgeonnement: (BK?S Bf, M3) . Il n'y a plus aucune raison

pour que q(Bf) : B KZ/Bf —> M, soit excellente (il v aura des problémes

pour les singularités C(B Kz/Bf) correspondant aux bourgeons), On va décrirve

un procédé pour La 'rendre excejlente"
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On considére un bourgeon A = A(p) (comme dans le lemme 3,21) , et le

point singulier s(p) ., Il existe un voisinage R3 CZM3 de Bf(s(p)) €M

tel que R, N Image (B £) puisse &tre décrit comme suit:

3 3

R, N Image (B £) = (x =0, z £1) U (y =0)

ot (x=0, z S1) est R3,ﬂ (Bf) (4) , Bf(s(p)) = (0,0,00 , (y=0) =
= Bf(k(y)) N L (k(1; n) = k(y) ® k(x; n) est le voisinage correspondant 2

la projection p , comme dans la définition 3.15).

On va considérer un plongement différentiable: L(p) : D, < (y = 0)

. e .
(donc L(p) : D, (Kz)z) tel que:

D L(p) (b)) & (z >0)

0) N(z =1)

o

2) Ou bienm: 2-1) L(p) (DZ) N(x =0, v

0) N(z S1)-

ou bien: 2-2) L(p) (Dz) N(x=0,vy un intervalle
fermé, ayant une extrémité sur L(p)} (d D2)~et tout le reste dans L(p){(int D,) .

On va considérer:

(B sz = B K, - Urn(p) (int D2) .(La réunion étant faite sur tous
les: s(p) € o(B Kz/Bf) )
I1 est entendu que [B KZ] dépend du bourgeonnement B Clairement =i 1'on
ge[lB &1

alors q([Bf]) est excellente, [B sz cB K, est déterminé & isotopie prés,

passe de (B K,, Bf, M) 2a ([BK,], [pfl, M), ol [pf]

mais pas [Bf)] . Pour chaque s(p) , séparément, il est possible qu'on soit

dans la situation 2-1) (et l'on dit, dans ce cas, que A(p) ne déborde pas ,

dans [B sz) , soit dans la situation 2-2) (et 1'on dit, dans ce cas, que
A(p) déborde dans [B sz J., Cette petite marge de liberté, dans la défi-

nition de ([B sz, (£, M3) est utile pour la suite, &
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Définition 3,31: Soit (PZ’ h, M3) un 2-polyddre singulier, tel que h soit
excellente (voir la définition 3,29). On considére aussi un 2-polyédre singulier
(P2, f, Né) , difféomorphe 2 <P2’ h, M3) (ce qui veut dire, tout simplement,

que la source de £ et de h est la méme),

On va supposer que f et h satisfont & la condition T , énoncée

ci-dessous: "(T) : Dans P2 s Mg(f) et Mz(h) se coupent transversgalement,

(C'est la méme- chose que la condition B-3 du lemmen 3.20.)

On dira que h satisfait a2 la condition E(f) , si 1'on a:

(E(£)) : Pour chaque 2-disque D; (définition 3.29) il existe un

intervalle 17 CZD; , tel que:
a) IJﬂaD~;=aIJ .
b) 1) est transverse 3 9 D; .

¢)  MA(h) nng el

D ilad ey n@® =0 . o

Le lemme suivant est une-conséquence immédiate de laz démonstration

du lemme 3,20:

Lemme 3,21,1: "Dans les conditions du lemme 3,20, supposons, en plus, que:
1) (K25 h, ®3(K5)) est excellente,
2) h satisfait a la condition (E(£))
(On remarque que, de toute fagon, d'aprés B-3, lemme 3,20, f et h satis-
font & la condition (T) ).
Alors, liapplication:
q(fl) : X2/f1 —_— ®3(K§)

est excellente," O
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Lemme 3,21.2: '"Considérons le lemme 3,20 avec les données supplémentaires

suivantes:

(i) Z=9¢ .

(ii) On se donne une résolution des singularités: m o Wy - CB(KZ)
La résolution 1T 3 v, —_— CB(B Kz/Bf) (point D , lemme 3,20) est induite
par ﬂi : W3 —_— CB(Kz)

On considére le 2-polyédre singulier du lemme 3, 20:

(x2 = B Xl/Bf, £ ®3<K§))

et la résolution des singularités que (ii) induit, pour ce polyadre,

Soient §1’°°°’§r les singularités de s(Kz/f) = S(Xl/f) =
= s(B X, /BE) - 0(B X, /BE) ©s(X,) .
On considire des intervalles fermés, 2-3~2 disjoints: I(§i) CiMi(f1> CZXZ

tels que:

1) 3 I(§i) = ii -y, » avec §i € (Xz)z
= - 2
2) I(Xi) - (Xi) CZ(M+ (fl))l N (Xz)2

( 3) De méme, 1'image de I(§i> - (Qi) dans Mi<f1> est contenue

2
dans (Mm(fl))l N (X2)2 o )
= 2
4) I(Xi> NM (q(BE)) =0
(Ces conditions sont toujours réalisées si les I(?i) sont trés petits,)

Les conditions ci-dessus impliquent que, pour chaque §i il existe

un voisinage de coordonnées R. 3 f1(§i) CZR; CZ@%(K%) tel que:

3
Ll - i Lt tab),
Ry NRy =0 , Ry = {(x;, y,, 20} , et (£]7 R, £ |£] (R, RY) est
isomorphe 2 ((xi = Q) + (yi = 0), i; o R;) ol j; est induit par les
S Y

réunion disjointe

plongements naturels, On peut supposer que:
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2 -1, i
M, (fl) N £ (R3) < (xi 0 ,

W (£) N RD € (v = 0)

fl(§i) = (0, 0, 0) , et que
la partie (xi =y = 0) N (zi £0) de »(Xi = 0) est exactement

- -1, i
I(Xi) n £ (R3) .

Pour chaque ii on va ajouter 2 (Xi = 0) (donc & la branche
2

spécifiée) le bourgeon E(ii) = (zi =0) N (xi +y; € N Gci =2 0)

Ceci nous donne, par bourgeonnement, un nouveau 2-polyédre singulier:

(Bx, . Bf .0 &) ,

on (Be)7h &b

3 ((x, = 0) GBB(:Ei)) + (y; = 0))

Dorénavant, toutes les séquences principales considérées pour

(B X, B fl R CB(KE)) vont commencer par r projections du type 0(1)

= 2 2 = S
PloeecnssP telles que U(Pi) =x, et que M (Pi):>M (p(Bfl))ﬁ B(xi) s

et par les projections du type O0(1) :P{(p) (lemme 3,21), ol p parcourt les

projections du type 0(1) de la séquence principale:

K. > K[ f > K JY(E) .
2 () 2 q(£) 2

Sous ces conditions, il existe une succession Zﬁ de

R R [} E o N 2 !
(BX,, Bf, 8,{k})) teile que L, 2L ot I est la succession du lemme

3,21 et:

22 -5 = { (Pi , le germe du bourgeon B(ii) )}, oo

Ce lemme est trivial, mais les notations qu'on y utilise seront trés utiles.

Maintenant, on va itérer la construction du lemme 3.20:
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Lemme 3.22: {(Le lemme de 1'inversion de 1'inverse):
"Considérons les conditions du lemme 3,20, avec les précisions supplémentaires
suivantes:

Al) La succession Zv= ¢ ; donc le bourgeonnement (BK2’ Bf, M3)

est total,

Bl) q(f) : Kz/f —> M

(définition 3.29).

et q(h) : K > CB(K%) sont excellentes

3 2 :

Cl) h satisfait 4 la condition E(f) (définition 3.30,1).
Dl) On se donne une résolution des singularités: T : W, —> CB(KZ)
qui va induire, canoniquement, toutes les autres résolutions de singularités,

dont il sera question dans ce lemme,

Alors, on peut appliquer le lemme 3,20, de telle facon que:

I. On pourra choisir les %i(Dz) du point E ) (lemme 3,20), de
telle facon que parmi les {K(DZ) se trouvent tous les L(p) (D2) (ot p
parcourt l'ensemble des projections du type 0(1) de p(£f) ) (voir 1la
définition 3.30). Donc: il c (B sz et q(Bf) :vB il/ﬁf-———> M3 est
excellente,

IT. En plus,

q(BE) ¢ B Xl/Bf ————>~M3 .

est aussi excellente, Ceci, il faut le remarquer, n'est pas du tout une

conséquence du point précedant, Les &i s Xi (lemme 3.20) ne sont pas

isotopes dans K, - Mz(f) , ce qui fait que les sous-espaces de B Kz/Bf

X, = B Xl/Bf = 8 Kz/Bf - U li (int D2) , et

Bic“l/sf = BK,/Bf - U4, (int D))

ne sont pas les mémes (méme & isotopie prés). (Le point I est inutile

pour la suite; c'est IT qui est utile),
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III, Dans 8 Kz/Bf on va considérer
M (q(BE), o(B K,/B6) €M (q(BE))
la réunion des branches correspondantes aux singularités s(p) € o(B KZ/Bf)
(définition 3,26,1),
Alors, dans B Kz/Bf s On a:

(M(q(BE), (B K,/BE)) - p(BE) (CA(B K, - K,))) N1(£) = ¢

(ot; p(Bf) (cA(B K, - KZ)) = l'image des bourgeons, dans 8 Kz/Bf ).
Cette conditions, veut dire que, en dehors des bourgeons,

M(q(BE) , o(B K2/B £f)) ne touche pas & M2(f1)

IV. On commence par établir une notation utile pour la suite:
Si (PZ’ g, NB) est un 2~-polyédre singulier; muni d'un résolution des singula~-
rités, et tel que: M3(g) =@ , ¥(g) est acyclique, on va désigner, pour
chaque x € S(Pz) , par H;F(g3 x) GZMi(g) la branche (spécifide, ou non spéci-

. . 2 N ~ et
fiée), de M+(g) correspondant &4 x . De méme, par définition:

;i(g, x) = “;'T (g, x) U {x}

Ce qui suit est important:

Il existe une suite d'isotopies au but, de seconde espéce (défini-

tion 3.27.1), de supports 2-3-2 disjoints, qui nous font passer de
(XZ, q(B£), Mé) ), 2 un 2-polyédre singulier désigné par: (Xz, ql(Bf), MB))
ayant les propriétés suivantes:

(a) Si x € S(XZ) , on as

d um(ql(Bf), x} € int (X2)2 et:

E H+(q1(3f), x) €3 X,
(b) 1 (g (BD), ) Na’(E) = 0
(&) w'(q (80 N [GAB X, - X,) + UT(E)] = ¢

i
(voir le lemme 3,21,2)
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V. On considére maintenant (P X,ys B £ ,,CE(KE)) . On peut
appliquer de nouveau le lemme 3,20 & ce polyédre de telle maniére que les
données A, B, C, D, E du lemme 3,20, deviennent A', B', C', D?, E' ci-dessous:
{on remarque, aussi que la construction du lemme 3,20 dépend, une fois A, B, C,

D, E donnés, du choix du bourgeonnement compatible avec 1la succession du

point C , et du choix des entiers €i de la démonstration du lemme 3,20;
ces deux choix seront précisés dans la démonstration du lemme 3,20):

A') On remarque que: s(B Xz) = s(Xz) .
On se donne une bonne présentation des singularités de B X2 s ce qui est

possible, puisque q(B £) X, —> M3 est excellente:

= - 1 s
BX2~BX§# AZ#M.,., #Az .

B') On remarque que: CE(B X%) = Cg(Xl/Y(f)) <M,

A la place de (Kz, h, Cg(Ké)) , on prend:

(8 X, ql(B £), MB) .

Sans perte de généralité: B-1, B-2, B-3, B-4 sont satisfaites (ou

plutdt leurs analogues).

C') La succession choisie pour la séquence principale (lemme 3,21,.2):

B x -> B X.,/B £ > @, (K!)
2 o(BE.) 20 g e 372

1

(et qui joue le v8le de I ), est Z, du lemme 3.21.2, Ceci nous donne un

bourgeonnement, qui n'est pas total: (qui sera bien précisé dans la démonstration)

> B, BX,/B Bf; - >6,(k)

et une inverse de p(Bl B fl)# , désignée par ”1 . On remarque que les

bourgeons Bl et B sont disjoints,
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D') La résolution des singularités (point D , lemme 3,20) sera

induite par T : W >’C5(K2) (point D, , ci-dessus),

3 1
E') Le mnouveau N sera déterminé au cours de la démonstration,

On aura des plongements Zi , analogues aux &i (lemme 3,20, point E ),

Ceci va nous donner des plongements différentiables:

Zi : D, ————> (x2)2 o 51 B X2 et:
) = By BX,/B BE
}\l .m"/ T
//’/ |
~ | |
pd g
D, : > (X2)2 <8 BX,
i

tels que Ai soit isotope 3 &i (dans (Xz) } et que les Xi(DZ)

2

(respectivement les &i(D2> ) soient 2-3-2 disjoints.

On va introduire les notations:

Y1=BX2» U fti (intDz) s

BX, - U ?1 (int D.) .
Z i 2

]

Yy

La construction {c'est~2-dire 1'itération du lemme 3.20) nous donnera un

2-polyddre singulier: (7,, 81> M§> , muni d'un difféomorphisme canonique:

Tout ceci peut &tre réalise de telle maniére que:
1) On peut passer de (B X, - U i; {int D) , Bh, B, (K))) a
1 i 2 32
(B Xy - U li(int D2> R fl o p(B £) , C%(K%)) , par un nombre fini de glisse-~

ments élémentaires et d'isotopies (& la source et au but),
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2) On peut passer de (Bl Y Bl B ql(Bf)’ MB) 3
(Bl Y, s 8 o p(B1 B f1>, M3) par un nombre fini de glissements élémentaires

et d'isotopies (2 la source et au but).
3) Y(gl) est acyclique et M3(g1) =@

4) q(Bl B fl) 1Y, = Bl Yl/Bl B £, —> CB(KE) , est excellente,

5) On peut appliquer une suite d'isotopies de seconde espéce, (au
but), passant de (st q(Bl B fl)’ CE(KE)) 3 un 2-polyddre singulier:

(YZ’ ql(Bl B fl> s C%(K%)) , tel que:

5-1) (Y2’ ql(B1 B fl) s CB(KE)) , posséde une séquence principale

consistant seulement de projections du type 0(2) dégénérées,

% 2 = 2 _
5-2) g M (ql(B1 B fl)) N M_(gl) =0

6) Considérons 1l'inclusion canonique:

s(X2> = S(Bl Yl) £ S(B1 YI/B1 B ql(B £)) QL——T————é

i
S(Bl Y1/81 o P(Bl B fl)) = S(Yz/gl) 5
fournie par le point 2), ci-dessus, Alors:

6-1) L'application:

s(xz) : > S(Yz/gl) s > S(Yz)
1 P(gl)

est injective,
6-2) Pour chaque x € s(X,) on considere i(x) € s(YZ/gl) )
J(x) € s(Yz) » et o (x) , l'unique bout de U}(q(gl), i(x)) . On a

une inclusion naturelle j : {d;(x)} e—-> 9 M, (gl, J(x)) . Avec ces
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notations, la condition 6-2) dit que:
6~2-a) j a;(x) € int<Y2>2 (donc:

j d4(x) €9 YZ) .

6-2-b) Considérons la décomposition:
S(Xz) = Sl(XZ) + SZ(XZ)
(sl(Xz) N sz(Xz) =@ ) , définie comme suit:
x € sz(Xz) si et seulement si les deux conditions suivantes sont
satisfaites:
(1) x € o(p X,/Bf) < s(B X,/Bf) = s(xz)
(ii) Parmi les deux branches de X, autour de x , celle qui

2

correspond au bourgeon (du bourgeonnement B , contenant x ) n'est pas
spécifiée,

Alors: si x € SICXz) s sur l'unique intervalle fermé contenu
dans N+(g1, J(x)) , d'extrémités J(x) et j d¥(x) il existe au moins un

point ol Y2 ne soit pgs wvariété de dimension 2,

6-2-¢) Si x € SZ(XZ) , dans tout point de H+(g1, Jx)) , Y,

est une variété de dimension 2,
6-2-d) Si x € SZ(XZ)
H (e (B) B £, 3G Nar'(g)) = 0
7) On a:
2 M8, B£) Sint (1,), et:
2M(8 B e 3y, v @
Ce lemme contient un morceau important de la démonstration du
lemme fondamental. Il sera prouvé au chapitre suivaﬁta

Les deux applications successives de "l'inversion" (lemme 3,20)
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nous donnent, en définitive, le diagramme commutatif suivant:

k?_ =K, - U Ai(int D2> - U ki(int D2) et:

k >k, /f
2 p(£) 2
B B\/ /B ( /BE)/
k, —————> B k., /Bf ————————> (B k,,/BE)/f
EYED 2 p(£,) 2 l
B( /ﬁg /”V
B(Bk £) =Y, —————>7Y /B8 f
2 1 o (B f1> 1 1
A\ V _ /
B, Y > 8. Y./B, Bf, =Y, —m———>7Y /g, .
171 P<81 B f1> 1 71""1 1 2 p(gl) 2'°1

Toutes les fleches verticales sont des inclusions canoniques, engendrées par
bourgecnnement, et ne différent de 1'identité que par quelques collapsings
(effondrements), dans le sens de J,H.C. Whitehead. D'autre part, la composition
de deux fléches horizontales consécutives est, aussi, "presque 1l'identité" ,
dans le sens plus subtil du lemme d'invariance par rapport aux glissements
élémentaires, Plus précisément f1 o p(Bf) et g © p(Bl Bf) sont obtenues,
par glissements élémentaires 3 partir d'applications qui sont “presque"
1d(p k2) et id(Bl Y1>

p<f1) est "l'inverse" de p(Bf) et p(gl) est "l'inverse" de
p(B1 B fl) {qui est ''presque" p(fl) ). Donc p(gl) est, du point de vue qui
nous intéresse ici 'presque" 1la méme chose que p(f) . Mais on s'est

débarrassé des points triples!

Avant de pouvoir utiliser ce lemme on doit développer une technique

d'invariance par rapport a la chirurgie,
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3.6) Une technique de chirurgie ( "surgery" ) en dimension 3:

Notre démonstration utilise trois techniques différentes: le foncteur
d'épaississement (paragraphe 3,2), 1'inversion d'une projection acyclique

(paragraphe 3.5) et une certaine technique d‘*invariance par rapport a la

chirurgie qu'on va exposer maintenant.

-

Lemme 3,23: (Premier lemme d’invariance par rapport & la chirurgie): "On
considére la paire canonique:

P Py _ . w
(215, 13) = (p # (s, xS, , p # (s; XD,}) , la paire (845 5, ><D2)

X D c(slxnz) U(D2 xs)=a(D2><D2)=

P 2 o (33 ° o
définie par 1'inclusion: S1 9 1

= 3 D4 = S3 , et la somme commexe de paires:
(2 15 5 TO) # (k # (55, S

1 ><D2)> =

= (p # (Sl X Sz>s (p #(Sl X Dz)j # (sl X Dz) # . # (Sl X DZ)) )
k fois
Par définition:
T = e #(5p xD )T # (s xp)d ... #(sp XDy 4
Ve e oo

k fois
ot la notation veut dire que les derniers k facteurs (S1 X Dz) sont 2-3-2

disjoints dans Tp Kk ° On considére une famille de cercles différentiables
3

deux-a~-deux disjoints:

ctrct+.....+cdc p#(slxsz) ,

qui coupent 3 Tp transversalement, et tels qu'ils existent des anneaux

sk
singuliers plongés dans p # (Sl X 82) :

F, * (S1
L,

1

x 1) € >p #(s; x50 , (i=L,.....,0) ,

avec les propriétés suivantes:
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a-1) F.(s, x0) = ¢t
i1

=1
a=-2) F, (3 Tp,k) =5 x1 (donc p; =0 (mod 2)).

a-3) F. est transversal a2 d T
i P,k

a-4) Les Fi(S1 X 1) se coupent transversalement dans d Tp K
en particulier:

F, (5, x1) N Fj(s1 x1) NF(s; x1) =0 ,si 1#j#Kk#d

a=5) 8i i # 3

(Image Fi) N (Image Fj) = Fi(S1 X1) N FJ.(Sl X 1) .

On désigne maintenant par Si X D% le j-ieme facteur (S1 X DZ)
parmi les derniers k facteurs de Tp x ° et par:
3

J ol i k| J, & k| ,
(S3 5] X D U D, X 873 8] X D2) , la paire (83, 5, X D2) correspondante,
On va supposer que S% est collé a [p # (S1 X Sz)] par un 3-disque

A3 = A% , qui a en commun avec S{ X D% exactement un 2-disque

- j iy = j iy J 5 10 gt
5 d A3 na (S1 X D2) AB ] (S1 N D2) . Dans 53 » 2 1'extérieur de A3

on va considérer certains sous-ensembles, décrits ci-dessous: (voir la

(>
i

figure 3,23)



Figure 3,23 (Si X D%)

On prend des points:

j |
ajesl et bjE3D2

Par définition:

g
21 S

et e

j j
ijc a(sl XDZ) s

= ] j J \
6J. anD2C81XD2,et.
ej D2 X bj D2 1
On va diviser 3 en deux arcs, dlextrémités communes:
1

X% = IE + I; , avec:

I!NIY =231 =23d1" |,
J j j ]

tels que: a., Xb, € int IV
J J J
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On se donne aussi un 2-disque:

3 j
c
Xj S1 X D2 5

tel que:
3 iy = h| 3y = 1
Xj na (s1 XD2) axj ﬁa(s1 ><D2) Ij s
et que yﬁ coupe a(Si X D;) transversalement,

Par définition: Ij =3 Xﬁ - int I; .

Aprés toutes ces données de 'caractére- local" , on considére des

disques de dimension 2 :

njCTpk s (3 =1,,....5k)
3

deux-a-deux disjoints, tels que:

b-1) TB na Tp,k =9 TH et TB coupe 9 Tp,k transversalement,

b-2) y! ﬂ(p Ii-i-LiJ{aixbi:v}):(é .

1

b-3) Th n Iy = ¢ si j#i et TB N Ig consiste exactement d'un

seul point d'intersection transversale,

b-4) TH coupe 51 s Xi transversalement, chaque composante connexe

de 1l'intersection étant un intervalle fermé,

On va supposer aussi que:

c-1) . 8, . coupent CA((Image F,) N (int T_.)) trans-
TE » %5 0 %5 P g i P,k
versalement, suivant des intervalles fermés du type Fi(x X 1) , avec

x € Si , tels que la projection dfespace-quotient:

™o (s1 XT) ——> (Sl x;)
o

opére trivialement (c'est-a-dire ne tue rien), sur x X I ., En dehors de cela
TE N (Image Fi) (respectivement éj N (Image Fi)) , consiste d'un nombre fini

de points d'intersection transversale avec CA((Image Fi) - TP k)
3
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c~2) (int ej) N (Image Fi) )
(Donc X; N (CA((Image Fo) - Tp k)) =0 et

e N (Image F,) © CA((Image F) N %p,k)) ).

c-3) Si i#k

k

= (Image Fi) N (Image Fk) N 6j

(Image Fi) N (Image F,) N TH

= (Image Fi) N (Image Fk) n xj

= (Image Fi) N (Image F.) N ej

K o , et:
(ﬂi N 6k) N (Image Fj) = (Tk N Xk) N (Image Fj) =

= (ﬂi N ek) N (Image Fj) =0

Enfin, on se donne encore a cercles différentigbles 2-3-2 disjoints:

30

—_ = 2 _,a
= :
i P s L bk tels que

d-1) ™ n ((Image Fj) + (6& T nL)) =0

Py

d-2) On considére des anses d'indice 2 (plongées dans 21,

correspondant aux € @2(€i) . On remarque que

P . . . : _
(ZT3 : Tpgk + (@2(61)) + oaevao + (§2(€k>)) est difféomorphe & la paire cano
nique (2T§, Tg) , ce qui nous permet de définir 1'involution canonique :

J
’ ! = | S N P - @ .
Z(Tp$k +(3,(e)) +...) =2 T} ~ 2 T 2(Tp’k+ (8,(e 00+, ..0

dont 1'ensemble des points fixes est: B(Tp " +(§2(€1))+,..)

On va supposer que:
J T N (Image Fj) =0

(Comme conséquence directe de la définition, on a aussi: J L= N ej =06 ).
51 toutes ces conditions sont satisfaites, ils existent des ensembles finis:

E, <8, (i=1,...,q9) , tels que:



-.194 -

e-1) T8 XI > (Sl X I) opére trivialement sur

°;
E. XIT €8, XI .,
i 1

(Ceci nous permet de considérer l'inclusion: Ei XT & (s, XI) .)

o, 1

i
e-2) Il existe une décomposition:

E, =E! +EY , E! NEY ,
i i i i i

telle que F(E] Xx1) €T F (E) x 1) cci2tR-T_ )

p.k°’ 3 p,k

e-3) Fi(Ei X 1) N (Image Fj) =¢ si i# 3 .

e-4) On applique a2 (p # (Sl XS,)) 3 T

9 g Image Fi) ,

p,k °

l'opération A, de support U (Ei X I) (définition 3,18,1), Ceci nous donnera

1

1

des anneaux singuliers:

G, : (s
1 p'

1

L XD E——>0p # (5, X8,)

2

1 =1,...,q; p'i = pi + 2 (le nombre des éléments de Ei) ), tels que
Gi(S1 X1) = Fi(S1 X 1) , et pour lesquels toutes les propriétés ci-dessus
restent valables, quand on remplace "Fi" par "Gi" , sauf bien entendu
a-1). (Ceci est une condition imposée aux G, ). On pose:
T =¢, (s
i

1><0) .

La condition e-4) est que:

Tne =Tfnn="ne. =¢
3 1l - ]

e-5) En considérant les 6j (Th) comme - des anses négatives

(d'indice 2), on a un difféomorphisme de triples, valable pour tout qq £gq

(o # (5 X8, T =(6) = oo =(8), T+ 104

>

— .4 _q,+l =
+ % .+ 4Tl 4L 43T =
(p # (5] X8, , T " () - oenn = (1), ™ L, +Ifq+
_ ) q,+1 -
A T N R ) B
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induisant 1'identité sur
-1 _q1+1
I‘l+,..,,,+I‘ + eeoee +J T .

e-6) Supposons que, en plus de toutes les choses qu'on s'est

données, on ait:

]
LN

e-6-1) TB n %

¢t ns

]

e~6-2) Ci n TB

Alors: Ei =¢ , " O

Remarque: La supposition:

J Ti N (Image Fj) =9

n'enléve rien 2 la généralité, puisque (TP et (@2(61)) + ..ve. ) U (U Image Fj)

J

2

collapse sur Tp K +(§2(€1))+ voe . On l'énonce tout de méme, pour la
3

commodité de 1l'exposé,

La démonstration sera donnée au chapitre suivant,

Lemme 3,24: (Second lemme d'invariance par chirurgie): "On va considérer

un 2-polyédre singulier: (KZ’ £, P3) , tel que S(Kz) =@ , et que £ soit

un plongement, et aussi, le 2-polyé&dre singulier (K}, £', P3) s, obtenu comme

suit: On part de s exemplaires du modéle local j(kz) : Ez'-—> R,

(définition 3.6) et l'on fait la somme connexe:

=1 =2 =S
| J—— 7 =
(K2 Kz#kz#kz#.,.u#kz,f,PB)
_ _ -1 ., 1 . _ ‘
= (x,, £, P;) 7‘7‘(k2 s 3(ky) » Ry €85 =Ry U (®)) #.....

On considére aussi la séquence principale:

K} = R}/f? ——————> RY/Y(E') ,
2 2 Q(£Y) 2
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Py I

qui consiste exactement de s projections du type 0(2) dégénérées

(définition 3,16; ceci veut dire que chaque branche de Mz(f') CZKé est un

intervalle fermé, ayant une extrémité dans s(K%) , 1'autre dans 9 K%‘)°

On se donne une résolution des singularités: 1 : V, ——> CE(Ké) .
On va étendre (un peu) K% en considérant:
" o= pt 9 N ' = §
Ky KZU(asz[o, 1)) ot aszo_aKz .

Dans KE ~on considére m anneaux singuliers plongés:

(8. X 1) > (Kg)2 < K"

k. 1 2
-1

oti: i = 1,.....,m , k; € fo, 1, 2,.....}

On va SuppoSer que: (s

XI) NJIK, =8, X0 (qu'on va désigner par Y, ).
2k 1 2
i

1

De méme, on va désigner (Sl X 1) par I} .

On va supposer aussi, que, pour un certain m 2m , ils existent

encore m - m '"cercles différentiables” _I} C4=--—————>»K§ - s(Ké)

(i=m+1,..,..,m), disjoints les uns des autres, et disjoints des autres I}

(i

l,00eoasm ),

On va supposer que les Yi se coupent transversalement dans 3 KE
(en particulier que A N Yj N Y, = ¢ ) et que:

(s1 X1y N (s

2k, 2k,
i i

1x1)=yiﬂyj(si i#3y .

Les points de Y N Yj (i # j) seront supposés disjoints des sous-ensembles

de K% considérés plus loin, et désignés par:

Mo(EY) , M) b (@,

On va supposer que:

Y; © o ®3(K§) et que Yy, & ) vy
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Ceci nous permet de définir canoniquement le triple:

I8

(CZ <C§ (K%)); Vs I} ),
i=1

N 2 9 =
oli il est entendu que 3 CZ (Cg (Kz)) 2 CB(KZ) et que I} coupe 9 vy

transversalement de "la méme manidre" qu'il coupe @ Ki

On va supposer que:

o 2 _
0 -1) Enm+w0-¢a

0 2 =
0°-2) ct (2k1<s1 XI) =Ky NM (£') =4

A cause de 00-1), 00-2) on peut définir canoniquement le triple:

m
(2 C% (Kz); Cg (Kz), 151 I} ),

ot i1 est entendu que I} coupe O Cg (K3) de la méme maniére qu'il coupe
1]
o 8,(ky) .
On va considérer, enfin, un 2-polyédre singulier (K!, ¢, Pé)

difféomorphe a Ké , avant les propriétés suivantes:

1°)  ¥(¢) est acyclique.
2°) M3<¢9 =¢ .
3°) Considérons les branches Mi(f“) s Mi(¢ﬂ définies par la

résolution des singularités V, —/—> Cg (KE) . On va supposer que:

[H
S

W (@ N (£7)

. 2
4°) M, (@ N ( g Ii)

L8

i
=

5°) La relation d'équivalence Y¥(¢) opeére trivialement
q ©

(c'est~a-dire ne tue rien) sur chaque: 7k (S1 X1y N K§ . Plus explicitement,
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on va supposer que:

2 -
Zki(sl X 1) ﬂM+ (@ =0 ,

et que (S1 X 1) N ME(¢D C KR! , consiste dfun nombre fini d'intervalles

2k, 2
i

fermés, ayant une extrémité sur i I} , l'autre sur I} -3 Ké

Cette derniére condition, implique, en particulier, que:

W (@ Nt ( (s, XxT) =KD =9 .
i

6°) On commence par remarquer que les conditions 1°, 2°
q

impliquent que les applications:

(ci-dessus),

ol (@ : (@) ——> ¢ ((@) SKI/¥(Q , et s(K)) CH (@) , devienment

des bijections, quand on leur applique le foncteur ﬂ6 =:composantes connexes,

En plus, si x € s(K%) et A(x) CiM2(¢9 est la composante connexe qui lui

correspond, on peut décrire Y(¢ﬂi&(x) de la manidre suivante: il existe un

graphe
3 k!

| S | ,

| | | ' |

| | | ‘

| ¢1(x)(1) i |

| |

]

al(x)
Fig. 3.24
2
X, CM+(<p)
x € S(KE)




- 199 -

fini connexe et acyclique X = X(x) 2 x, tel que x soit un bout de X |,
(par définition un point p €T , ot T est un graphe, est un bout si

HI(T mod (T -~ p)) =0) . On a aussi:

i) (X, x) V (X, x) = (&x),x) ol V désigne le "wedge" des

espaces avec point base (X, x) et (X, x)

ii) @]ﬂ(x) : A(x) > ¢(4(x)) est isomorphe au "folding map" :

x, x) Vv (X, x) ———> (X, x) ,

Dans cette description 1'un des deux facteurs (X, x) appartient a la
branche spéecifiée de M2(¢9 s L'autre & la branche non spécifiée, On va les
désigner, respectivement, par: X+ = X+(X) et X = X_(x) . Enfin, on va
considérer les bouts de ¢(4(x)) C:Ké/?(¢ﬂ : ox), pl(X)’°°°’pk(X) .

La condition 6°) sera la suivante:

Pour chaque bout pi(x) on considére les deux points de ¢f1(pi(x)) :

ai(x) € Mi(¢9 et bi(X) € M%(gﬂ . On va demander que ai(x) € (Ké)2 et

bi(x) € 3 K%

7°) En plus, on va supposer qu'ils existent des arcs différentiables

¢i(X> O § ~—"~”>*K5 i=1,,..,k , deux-a-deux disjoints (et disjoints pour

les différents x & S(K%) }, tels que: ¢i(x)_1 (3 K%) =1 ,

¢i{x) [o, D) CI(K%) s $i(x) (0) = ai(x) s wi(x) coupe K% transversalement,

2
b ) (D MM = a () et

Y, (=) (1) NI ? I} ) =9

(voir la figure 3.24, ci-dessus),
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Les conditions 4°, 5°, 6°, ci-dessus, font que les I} sont définis d'une
maniére canonique dans 2 Cg(Ki/Y(¢») . On supposera (ce qu'on peut faire
sans perte de généralité) que I} coupe o Cg(Ki/Y(¢9) transversalement, de
la méme maniére que I} coupe 9 Ké . Sous ces conditions, le lemme nous
dit que:

I1 existe un difféomorphisme:

(2 CE(KZ) ; CE(KZ)’ ? I} ) =

= (2 Cg(KE/Y(¢9) ; CE(KE/Y(¢9) s E T} ) ." o

La démonstration sera donnée au chapitre suivant. Cette démonstration va
utiliser, entre autres, plusieures définitions élémentaires, qu'on donne,

pour la commodité de 1l'exposé, ici:

Définition 3,32:
Soit T un arbre clest-a-dire un complexe simplicial de dimension 1,

connexe, simplement connexe (= contractible) et compact,

Pour tout "point base" x € T il existe une relation d'ordre canonique
w(T, x) , définie sur I comme suit: sur chaque intervalle fermé plongé
i: [0, 1] &——>T , tel que i(0) =x, W, x)l i [0, 1] est 1l'ordre

linéaire naturel, il

On remarque facilement la chose suivante: si g : P, —> M, est
un 2-polyédre singulier, tel que ¥(g) soit acyclique, x € s(Pz) et
4(x) Cl'ﬁz(g) est défini comme dans le lemme ci~dessus, alors l'ordre
w(A(x), x) peut &tre caractérisé comme suit: On considére une séquence

principale:

1 n
> .._.—__.> =
P, > P, P, PZ/‘i’(g)CM

. 3
g, g
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Alors, si a, b € 4(x) on a:

a < b (par rapport a W(4(x), x))

si et seulement si a et b sont tous les deux dans Mi(g) > et 1'une des

deux choses suivantes arrive:

A) ou bien ils existent des indices i < j tels que a € Mz(gi) R

b € Mz(gj) .

B) ou bien il existe un k tel que: a, b € Mz(k) et a sépare b

de G(pk) sur Mz(pk)

La démonstration du lemme 3.24 et l'exposé qui suit, dans ce chapitre, vont

utiliser, entre autres, la définition suivante:

Définition 3,33: Soit I un complexe simplicial fini, de dimension 1,

Un fibré singulier de base I , est un complexe simplicial de dimension deux,

E , muni de deux applications:
r——>» g ——>7T
i P
telles que: p ¢ i = identité (sur T ). En plus, les conditions suivantes
sont imposées:

a) Si UCT est un ouvert (de T ) homéomorphe & (0, 1) alors:

est isomorphe a:

(0, 1) —————> (0, 1) x [-1, +1] > (0, 1)
X 0

(ot 1a seconde flache est la projection canonique sur le premier facteur et
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le premidre est 1'application (0, 1) 3t >t X0 ),

La méme chose est supposée vraie pour des ouverts isomorphes 2

(0, 1] oua [o, 17 .

b) Si x €T est tel qu'on ait 1'inégalité:

# k(x, T) = [dim Hl(I‘mod (T-x); 2)+1] > 2 ,
Z

alors:

star (x, T ) > p_l(star (x, T ———;~———> star (x, T )

est isomorphe & 1'un des deux modéles suivants:

Le modéle A

star(x, I') ——————> star(x, I') x [-1, X 1] ———> star(x, I) ,
X0

et, dans ce cas, on dira que =x est du type A

3*
Le modéle A

pnl(star(x,T‘)) est un 'voisinage régulier”" N = N(star(x, 1), Rz) , tel
que star(x, I) N3N = &k(x, T") , correspondant 3 un plongement linéaire

star(x, T') R (i est 1'inclusion canonique, p la retraction

2 5

"canonique') (voir figure 3,33)



- 203 -

Figure 3,33
T
Le modéle A

3
Dans ce-cas on dira que =x est du type A ., Il n'y a donc qu'un nombre fini
de fibres exceptionnelles (¥ [-1, +1)]) , juste au-dessus des sommets de I',

au voisinage desquels I n'est pas une variété,

si x €T et pml(x) CE est la fibre au~dessus de x , le

bord Bpml(x) Cipul(x) est 1’ensemble des bouts du graphe pnl(x) .

Le bord OE de E , est, par définition:

R N T N T "
x€ T
On va considérer des voisinages réguliers orientables , de dimension 3,
de E : N , tels que E N3N =08E et que E rencontre O N transversalement,

Avec ces conditions, la paire (N, E) est déterminée, & isomorphisme pris,
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Définition 3.34: Soit & wun fibré singulier de base I

o

g: T >E > T
Le dual de £ est le fibré singulier de base T
#* *

g . T ¥ > s >T
1 P

défini univoquement par la condition suivante:

3% 4
Soient N, N les voisinages réguliers orientables de E , E . 11
*
existe un isomorphisme h ¢ N —>N qui rend commutatif le diagramme
Pt
suivant:
h #*
N > N
*
i i
r .,
et tel que:

2) hE) NE = h(i(T)) = 1 (D .

%*
b) h(E) et E -'se coupent transversalement,

- #* #* 3
Si p 1(x) est du type A(A) , (p ) "(x) est du type A (A) , On a

*3 e

aussi & =& | (Par définition, dorénavant: A = A) a

°

Exempla: Soit (K29 f, MB) un 2-polyédre singulier, tel que M3(f) = ¢

et que Y¥(f) soit acyclique, Soit I 1la fermeture d'une composante connexe
de Mz(f) . f_l(f I) consiste de deux exemplaires de I , '"disjoints" ,
dans K, . Les "voisinages réguliers" de ces deux exemplaires, dans K,
sont des fibrés singuliers duaux,

(On laisse au lecteur le soin de faire 1'assertion la plus général possible,

dans ce contexte, quand M3(f) # 9 et Y(f) n'est pas acyclique, mais M,
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est orientable; on n'en aura pas besoin d'ailleurs),

Lemme 3,25: Soit I wun arbre, et p(I) €T 1'ensemble des points de

ramification de T (c'est-a-dire des points z € T tels que

dim Hl(I‘mod (T-2),2)=z2),
Z

Soit x €371 un bout de T et wll, x) 1la relation d'ordre sur

T, de la définition 3.32.

11 existe une filtration de T

x €l cTL, ¢, .00l =T
o) 1 T

ot r = # p(I) ayant les propriétés suivantes:

0°, I; est un intervalle fermé ayant x comme l'une de ses
extrémités,

1°, si =x' € T} et ;X” €T est tel que: x" <x"(w(T, %))

alors x" € T} .
2°, Chaque T} est un arbre et
¢t Ty - 1) = Vi
est un arbre tel que # p(Yi+1> =1

= “ = 2 o U e o D
(Yi*l N T} 3 Yii1 N3 I} un point unique qu'on va désigner par €, ).

La démonstration est triviale (et la filtration n'est pas unique),
11 suffit de considérer la restriction de 1'ordre partiel (I, x) a
1'ensemble fini P(I) et d'éliminer successivement des éléments maximaux,

e.,a,d.s. O

Une fois qu'on a compris la démonstration du second lemme d'invariance

par chirurgie, on peut passer & la généralisation suivante: (qui est essentielle
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pour la suite):

Lemme 3.26: (Troisidme lemme d‘'invariance par chirurgie): "On va se placer

dans les mémes conditions qu'au début du lemme 3,24, en considérant:

=1 =
I = § 5 [ ]
(x} Kz#kz#c,.”#kz,f,PB) SAUER > @B(Kz) , les
(S1 XI), v.,, I. , (KR!, ¢ P!} , avec les conditions 0°-1), 0°-2),
2%, o 3
i

1°), 2°), 3°), 4°) (du lemme 3,24), (Donc, en particulier:
m
(acz (CE(K§)> = 2 Cg (Kz) sV, , 2 T}) et

37 4.1

™M B

I

(0@, (8, (x;0) =28, (k) ; 6, (X,) , T

i

sont définis d'une maniére naturelle,)

Pour chaque x, € S(K%) on considare &(xi) = X(xi)v X(xi) R
comme au point 6° du lemme 3,24, On va désigner X(xi) par T (ne pas con-

fondre avec T} cd (s

;X I) 1), la branche spécifiée par I~ , la
2k,
i

-+

branche non-spécifiée par 5 . Les voisinages ‘réguliers’ de Ii s e

dans K% , sont les espaces totaux de deux fibrés singuliers duaux:

. . o
L Ii > B >T,
T >

i” -

U
g
i

e
D

> &b’

e
=
o
i
i

On va considérer une certaine décomposition:

s(K§)=51U52, slﬂsz—_"q) s

telle que: pour les x; € S1 les conditions 5°, 6°, 7° du lemme 3,24 soient

sgtisfaites,

Pour les X € 82 on va remplacer 5°, 6°, 7°, par 8°, 9°, 10° ,

ci-degsous:
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8°) (qui contient une partie de 5°): La relation d'équivalence Y(¢)

opére trivialement sur chaque (S1 XI) . Ii n (s

2k, 2k,
J J

nombre fini d'intervalles fermés, disjoints, qui seont, ocu bien comme au point

1 X I) consiste d'un

5°, du lemme 3,24, ou bien, avec une extrémité sur I} , 1l'autre dans

int (s1 X 1) .

ij
On a donc, de toute fagon, comme au point 5°:
2
M (@ Ncd( (s, XTI) =K =0
- 1 2
2k,
J
9°) si X, € 32 , On va supposer que ES posséde toujours des
fibres du type A ., On va désigner par pA(Ii) (respectivement par

pA%(Tl) ) 1les points de p(TV) qui sont du type A(A*) pour le fibré
¥
§; (&)

Pour chaque Ii , on va construire (d'une manidre non-univoque) un

ensemble non-vide Yi <9 Ii,— X s de la maniére suivante: On part d'une

filtration:

x, €M) <@, c.....c@) =TI, ,

i

comme dans le lemme 3,25, On considére, aussi, (voir toujours le lemme 3,25):

- . , i 4 .
Vi SCH AT = @D, e =y, DT,

jt
On va désigner par p? s l'unique point de p(v?) . Pour chaque Yi s on
3
va choisir un bout a? €93 Y; - 6} 1 - Dans = , soient
p% s p% 5o o e o asosonone les points de ¢ (Ii) qui sont minimaux
J(lsl) J(I,Z) A = ——

(dans QA(Ti) par rapport 2 la relation dfordre w(T™, xi) , de la définition

3.32). Pour chaques:
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-1

on définit l'arbre: T(B) €T , par:

z €§T(B) ® z 2B (par rapport a w(Ti, Xi) ).

°o e

Dans 3 I(B) -~ B =93 T(B) N? " on définit un ensemble E(B) , comme suit:

On commence par considérer les Y? qui sont dans I(B) :
i i
Y, soeecs Y, (G, <3, < ..., <jil.
3 i, b2 P
Dans U 3 Y% on définit un ensemble E(B) comme suit:
x  k
a) B €E(P)
b) si ({Javyl) NE(B) est deja défini, et o est du type A ,
ks kK Tk Jx+1
on a:
i - . i o
? P CE(B) si g iEE(B)s et:
Ig+1 Ig41”
3 o; NER = (3 p. - & Bh @, ) si
Ig41 SR h | Ig+1
e 1 & E®
Ik+1
c) Si p% est du type A% , on a (d'une manidre analogue au
Ig+1
point b) ci-dessus):
3 o; NER) =0 si e -1 ¢ E(B) , et:
Jg+1 Ir+1
d oo NEWR = {a , & _1} si e 1 € E(B)
Ire1 g+ Jxn Ig41

Par définition:

[

E(B) = E(B) N (3 T(B) - B

Ensuite, on considere IS - U (I(R) - B} ott B parcourt 1'ensemble:

B
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oot g
YJ j-1 k| ’

5, 9%, 33€ {1(1,1), §(1,2),...1}

i

0 (2, 2)7++- les points de pA(l‘i- U (TXR)-8))

8

qui sont minimaux, par rapport 2 w(Ts, Xi) . Pour chaque y} c T UT(RY-B)

i
t dési s
et on désigne par pj(2,1) s

on considére tous les:

B €2 y? - e?ﬂl - a? » (3= 32, 1, 32, D,.....)

et 1'on définit T(R') , E(B') ¢ 3 I(B') - B' , tout-a-fait comme ci-dessus,

On continue, ensuite, avec

s - -8) - U ((g*y - 8",
B B!

e.a.d.s.
On va considérer l'ensemble:

& = E(8) UE(B) UE(E) U... carT - %

Il est entendu que iﬁ dépend du choix des @§ . Un ensemble Yi oniy} Tl—xi s

pour lequel il existe un ie s, tel que Yi Ciiﬁ , sera appelé 'bon"

On va considérer donc, pour chaque i, tel que 3 € 82 , un
sous-ensemble bon @ Yi <9 Ii ok S Yi # ¢ , et la condition 9°) qu'on
peut, enfin, énoncer, est que:

3 Ii naxy =y,

) Ii - Y - % CI(K%)Z .

Ceci implique , que pour @ " on a la situation duale: les bouts qui corres-

pondent & Y, sont dans (k%)

. . 2 ]
5, et les autres {(moins X, 3y dans d Ky

o s i - - € . .
10°) Pour chaque x &€ U [(d Ii xi) Yi] (Xi Sz) , il existe
un arc ((x) : I —> K% comme au point 7°) du lemme 3,24, c'est-a-dire: les

¥(x) (I) sont disjoints, ne touchent pas 23 s(K;E , Ux) (0) = x
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(H(x) (=GN0 NM(@) = ¢, $)™L (3 k) =1 , 4@ [o, D c(®), , et

(=) (1) N T} =6 .
On va supposer que les différents arcs ¢(xi)(1)(xi€ Sl ou Sz) sont 2-3-2

disjoints,

Avent de donner la conclusion du lemme (qui sera, en fait, la méme
que celle du lemme 3,.24), on commence par remarquer qu'il y a un sens naturel

dans lequel le triple:

(2 CB(K%/Y(¢D) ; CB(K%/Y(¢9) s & 5 )

i
est défini. (Ceci n'est pas du tout évident, a priori, parce qu'on n'exclut
pas des points:

2 2
My (@) N (¢t ( (s1 X 1) - Kz)) < UYj

2k,
i

Si de tels points n'existent pas il n'y a aucun probléme,)

On commence par considérer: Eé =k U (s, x1)) =2 X I, . ¢ s'étend
i 2k, i
i

tout de suit 3 une projection d'espace quotient:

_ [z | i}
Ry ——> (k) / ¥@)UWJC (5, x1)) =K,
2 . 1 2
i 2k,
i
ot: ¥(@ = ¥(¢@) (la méme relation d'équivalence.) Ceci est un passage du
2-polyeédre singulier E% s au 2-polyedre singulier ?2 s {(gui, contralrement
3 K%/Y(qﬁ , n'est plus plongeable dans une variété de dimension 3), par un
nombre fini de projections d'espace-quotient du type O0(1), 0{2) , tout-z-fait

comme dans le lemme 3,9, (IL1 n'y a pas des projections du tvpe 0(o) parce gu'on

n'a pas de points triples; d'autre part, les T, sont dans ls mdme situation

i

i < . . Tt i
que les I~ du lemme 3.9.) La résolution des singularités:
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T 2 Vg > ®3(K§) , induit une résolution des singularités:
T K. = K! / ¥(¢
W, >®3(K2 Ky / (@)
ol toutes les branches provenant des (S1 X I) sont spécifiées,
’ 2k,
i

On a un plongement naturel:
} o
OB(K2 /¥()) Wa o
et un difféomorphisme:

2 8, (B,(K)/U@)) ~ 3 BB}/ ¥@) ,
(fourni par le lemme d'invariance 3.6, et provenant, en fait d'un difféomorphisme:
CZ(CE(Ki/Y(¢9)) = CZ(C%(K%/?(¢9)))

En plus, le diagramme suivant est commutatif:

®3(K§/Y(<p)) C:WB C—-—eﬁ)—-—'——‘—> ? ®4(®3(KE/Y(¢))>

identité ~

@B(KE/Y(@))) <2 ®3(K§/‘E(<p)) = 3 ®4(@3<K§/Y(cp)>>,

(voir la définition du foncteur € : lemme 3.5).
En utilisant ces différents difféomorphismes et plongements, on

peut définir, sans ambiguité:
(2 8 (K)/¥@) 5 8y(x)/U@), TT) =

=(3 ®4<®3(K5/?(<p))); o(m B,(x)/¥(e)) , o fri)

La conclusion du lemme est qu'il y a un difféomorphisme (induisant 1'identité

sur % L. )
N |

1
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(2 CE(KZ) ; CB(KZ) Y Ti) =

i

= (2 8, (KE/Y(¢9) : CB(K%/Y(¢9), ? Ti) AL i

La démonstration sera donnée au.chapitre suivant, Cette démonstration

implique, aussi, le: Complément au lemme 3,26: "Pour chaque i , considérons

un ensemble

B, < (s

Lok,
1

L X I) N Cg(Ké) s

qui est ouvert et fermé (dans (S1 XI)nN CB(K%) ) et tel que
2k,
i

;
B, N M2(¢D = B, N Mz(f) =0 .
Alors, le difféomorphisme de la fin du lemme 3,26, s'étend & un difféomorphisme:

(2 C%(Kz) s Cg(Kz) s ; (Ti U Bi)) =

1

= 2 8,(RY/Y(@), B,K/¥@), f (T, Us)) ." @

Remarques: 1) Si 8, = # le lemme 3,26 devient la méme chose que le second

lemme d'invariance par chirurgie.

2) La maniére dont (2 CE(KE/Y(¢9); C%(K%/Y(¢ﬁ) , & I}) a été défini, donne
i

lieu & un procédé trés général, qu'on va expliciter maintenant,

Soit <P2’ g, NB) un 2-polyddre singulier et T : V, ——& C@(Pz)

-~

une résolution des singularités, On va désigner par ¢(P2) CP, llensemble

des points qui ont des voisinages difféomorphes 2 ((x=0)MNz= C})U(y=0] TR,

On définit :

3 P, = 3 P, U ¢(P2) s

et l'on considere un élargissement:
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PE

5 =P, U (3 P, X [0, 1)) ob il est entendu que 9 P, = 3 P, X0

On considére ¢ anuneagux singuliers, 2-a-2 disjoints, plongés:

(s, x1) & - > Py - s(By) , A=1,...,9 ,
2k, i

et satisfaisant aux conditions suivantes:

a) Fi( (s1 X1I))N?3 P, = Fi(s1 X 0)

2k,
i

b) ¢(P2) N Fi(s1 X1) =¢

. ’ e 3 o o= 'D_'= 2 D T
On considére: T} Fi(sl X 1) et P2 P2 P2 U ((;jlmage Fi) E%Li

On remarque que s(fi) = s(Pz) + (w(PZ) N c4 (Lj Image F, - Pz))
i

On va considérer une résolution des singularités T W3 —*@g(ﬁé)
qui étend 17 : V3 -*CB(PZ) et qui spécifie, pour chaque
x € (¢(P2) M C4{Image F, - P2)) < s(P,) , la branche qui provient de
(Image F, - P2)

Dans ces conditions on peut définir le triple:

(%) (3 94(C5<P2))’ o(m v, ? )

1

comme suit: On a deux plongements naturels:

v, S > W, et X Tk > W, ,et un difféomorphisme canonique

3 3 3

1 i J2 3

{donné par les propriétés du foncteur 8§ J:

CZ(Cé (r,)) = 8, (8 (Pé))

{On se réfere ici a:

i

Q(ﬁ oV, m— Cg (Pz))

3 (CZ (Cg(Pz)) , 8(m, v3) et

[

B(m s W, ——> Cg (P;))

5 (Cz (C%(Pg)) , 8(m, w3> .
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On a un diagramme commutatif:

vV, ————>§, ——> 3 0 (8 (P!))
3 _'|1 3 8 44\3 2
identité ~
W A4
A - > 3 6 (6.(p » &
3 8¢ 4°7372

On peut définir alers le triple (#) par:

(d ®4(®3(P2)), B(m Vs f I“i) =

= Y] ﬁ o4 - st 0 i 3
(d CZCCE(PZ))’ a(m) i (v3), e(m i, (f T}))
Chaque fois que, dans la suite, des triples (%) seront introduit§ de cette

facon, on dira qu'ils sont DEFINIS COMME A LA FIN DU LEMME 3,26, H

On finit ce paragraphe par un corollaire du premier lemme d'invariance

par chirurgie:

Lemme 3,27: (Corollaire du premier lemme d'invariance par chirurgie):

"On considere un 2-polyédre singulier (K2’ £, P,) , tel que

3
s(KZ) =9 , CB(KZ) =p # (Sl X DZ) , et que f soit un plongement, On con-
sidére aussi k exemplaires du modéle local j(kz) : Ez —--—>'R3 (de la défini-

tion 3.6), et la somme connexe:
(k! =K, #% # F35 £, P = (R, £, B # (R, 3(ED), s #
2 2 2 "o ? > 73 AR M 2°° 73 crre

On se. donne une séquence principale
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K} = K% /£ > Ké /Y¥(EY)

" pen a(£")

consistant exactement de k projections du type 0(2) dégénérées , et une

résolution des singularités: T: V, ——> CE(KE)

Soit: KE = K

gu(aKgx[’o, 1)) (ou: BK%EBK§XO) et:

o . C___,_> 1" c 1]
F, - (s1 X 1) (K2)2 K2
i

(i =1,....,9) q anneaux singuliers plongés, tels que:

a-1) F.( (s
i

X 1)) ﬂaKi =F.(s1 X 1)
2k, i

1

a-2) Les Fi(sl X 1) se coupent transversalement, et:

Image F, N Image Fj = Fi(sl Xx1) N Fj(S1 X1) , si i#j

a-3) Fi(S1 X 0) coupe 3 Ké transversalement,

On se donne aussi, un 2-polyédre singulier (K%, 0 Pé) , difféomorphe
au précédant (ce qui veut dire que les sources des applications £', ¢ sont
le méme objet), tel que:

I, Y(@ est acyclique,
11, M3((p) =0

I1I, Pour chaque x, € S(K%) , on considére, comme dans le lemme 3.26:
(@) D Ux,) = T0 VI
i + -
et les fibrés singuliers: §i 2 Ii -E" "’Ii

i 5 . . . ¢z
On va supposer que E ne posséde jamais des singularités du type A
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IV, Pour chaque X il existe un point Y4 €9 Ii‘ , tel que:

y, €3K) et: (3T, - (x) - (y,)) €1int (K}),

V. M2(¢9 et MP(E') se coupent transversalement,

VI, Mf(f“) N (c4 (Image F, - Ké)) =@ , et de méme pour ¢

M%(f') N Image F, = Fi(e£ X I) ot e% C S, est un ensemble fini, tel que

1

F.(e! X1) @R!
1 1

5 3 et que la projection:

S, XI —> (s, X 1)

1 2k, 1
i

opére trivialement sur e;‘x I CiS1 X1
{ viI. Mi(f“) N (Image Fi) consiste d'un nombre fini de points isolés
de CA(Image F, - KI) .

2

VIII. Mi(qﬂ N (Image Fi) consiste d'un nombre fini de points isolés

de CA(Image B, - Ké) . ] (Ces deux conditions ne sont pas trés essentielles),

2
IX. M (@ NF, (5, x 1) ﬂFj(slxl)

0 (i # 3)

M2(£') NF.(s,X1) NF.(S, X 1) =
i1 jooL

X, M2(¢9 N Mz(f“) ne touche pas 2 Image F, .

-~

Enfin, on se donne E cercles différentiables: I} Cre—> 3 K%

(ot & est défini comme dans la remarque 2, ci-dessus), tels que:

XI. Les I} sont 2-a-2 disjoints,

xir. T, N <UFj<s1 X 1) + M@ + M(ED)) = 6 .
3

Pour un s uelconque, on considere:
qq 9 s g q
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& (T T oT

RS (I“quL Xx[o, 1D e®..... ea(I‘q x [0, 1D rq:t“ X1+

+ ieee. + Té X1 ot T} X0 = I} (i = 4 + 100000y q)

Pour les cercles différentiables TR,OOQ,T‘ on considére des voisinages
1 .

tubulaires (trés minces):
= - (____> 1] 2 =
I, X fo, -1] K3 (i 1,,,.,q1)

(tels que T} X 0 EET} ) et les cercles différentiables, qu'ils induisent:

T‘ix<-1) C——>K) { = 1,.....59) .
Sous ces conditions, ils existent des ensembles finis Ei CZS1 (i=1,...,q)
tels que:
a) (S1 X TI) > (Sl X I) opére trivialement sur E; XTI

2k,
i
ce qui nous permet de considérer: E, X I €F_( (S, Xx1)) .
i Lo 1
i

b) E., XTI NF.(S, xI)=¢ ., (1 #3j) .
i joi

c¢) Si 1l'on applique aux Fi les opérations A1 de support
Ei X T (définition 3.18,1), on trouve des nouveaux gnneaux singuliers:
G, : (s

i o'
i

X 1) > (K;)z .

1

Les Ei sont tels que toutes les propriétés énoncées ci-dessus, restent
satisfaites, si Fi est remplacé par Gi . On désigne Gi(S1 X 0) par

1“i = Gi(Sl X 0)

d) Les propriétés IV, VI, VII, VIII, XI, XII, nous permettent de

définir les triples suivants, comme & la fin du lemme 3,26:
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(2 @S(Ké/‘l’(f")) 2 ®3(K2) : @s(Ké/‘i’(f')) =

= ,®3(K2), Titeeen I‘q + T‘L % (~1) + ..... + ’fq X (=1) + (I‘q X 1) + ...

+1

1 1

veee +(T- x1)) , et
q
(2 ®3(Ké/‘i’((p)); @3(1(}/‘1’(@): I‘1+ ceres H I‘q + I‘1 X (-1)

Fovrnes F f‘q‘x (-1) + (%

. a1 X1) 4+ ouves +(I‘ax1))

Le contenu du point d), est qu'on a un difféomorphisme entre ces deux triples:

(2 @s(Kél"i'(f*)), @3(Ké/‘f(f")), Tt e # T‘l X (1) + ..., + ('J."ql+1 X 1) +

~

4 ) > (2 BKI/UD) = B QLKD) ,

B (K /¥(@), Ty + ...e, +'I"1'x (-1) + even. + (T X1) + ... )

f Y ¢ - 1
induisant 1'identité sur: Ti + oveees + Tl X (=1) + ..... +(T;1+1

X1) + ...

' -
d') Soit E, :qu_'_i

Ei X0 <d (Ki/?(f')) . Considérons les opérations A, (définition 3.18)

de support E

un ensemble fini, tel que

XI appliquées 2 T; 4 X {0, 1] , qui remplacent
1 i

x 1) (%
q

i

X'1) par . (I‘ql_l_i X 1) . On désignera par B,

T X1 (I‘ql
i

q + +

1

(x3/¥(@) N (k (quﬁ' X1)) =3B, .

i

Alors, on a un difféomorphisme de triples, analogue au précédent:
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(2 ®3(Ké/‘l’(f')), ®3(Ké/‘£’(f‘)), 1"1 Foeaeot I‘1 X (-1) +

o HUT ><1)U31]+.....+E(I‘ax1) Us, (D ———

+1 1

1

R

(2 ®3(K§/Y(cp)), ®3(Ké/‘f(<p)), I‘l + . F 1“1 X (1) +

+.....+E(I‘q X1)U31]+""'+[(I‘EX1)U‘Ba-q j)

+1 1

1

e) Supposons, qu'en plus de toutes les conditions énoncées avant,

on ait, aussi:

(@ NMED =¢ .
= = L]
Alors E, ® et (donc) Il Fi(S1 X0 " @
La démonstration sera donnée au chapitre suivant,

Cette démonstration (combinée 3 celle du premier lemme d'invariance) implique

tout de-suite le:

Complément au lemme 3,27: Considérons le lemme 3,27 avec la situation e) et

pour chaque 1 , un sous-ensemble:

]
B, & Image F, N ®3(K2)

qui soit ouvert et fermé (dans Image F, N QE(KE)) et tel que:
B, N1(e) = B, N(e) = ¢

Alors le difféomorphisme de la fin du lemme 3,27 (dans la situation e) )

s'étend & un difféomorphisme:

(2 ®3(K2), 8,(x,), (T, Us) ;szq Tj X (1) + Z(rql% X1)) =
: 1

=(2 @B(Ké/\?(:p)), ®3(Ké/‘l’(¢)-), T, UB,) ._;-qu I‘j X (-1) + Z(I‘q1+_b x1) " @
=9
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3.7) Une technique de-chirurgie en dimension 3 (suite et fin) :

On commence par une proposition 'qui se rattache aux '"lemmes d'invariance"

3,19-3,19.1:

» 1] ° - -
Lemme 3.28: "Soient (LZ’ gy MB) et (L2, gy Mé) deux 2-polyadres

singuliers, satisfaisant aux conditions suivantes:

1°, On passe de (L29 gy M3) a (LZ’ 8y> M3) par un nombre fini

de glissements élémentaires (voir la définition 3.20)., On suppose nos deux
polyédres munis de résolutions de singularités compatiblesavec ce passage

(c'est-a-dire de la méme résolution).

2°, On considére L! = L, @ (3 L2 x [0, 1D (avee: d1L

; mBLZXO),

2

et, dans (Lé) , p plongements 2-3-2 disjoints:

2

. —_— 1 ek .
L (31 X I) > (L2)2 L
2k,

(i=1,,....,p) , satisfaisant aux propriétés suivantes:

2°-1, Fi( (s1 X1)) Na L, = Fi(s1 X 0)

2k,
i

2°-2, Fi(sl X1l) = I} coupe aLZ trangversalement,

2°-3. w(g) NFC (s, xD) =9 .

2k, 1
i

0 2 = .
2°-4, M+(g1) ﬂl‘fL ® et:

2
M. (gl) ﬂFi( (s

- c
e Ol X I)) < c4(Image F, Lz) 3L, .
. .

. 2 . .
On va supposer que les points de M+(g1) correspondant aux intersections
décrites ci-dessus, sont dans (9 L2)1 . On remarque aussi, que

2 — 2 o o 2 . ¥
Mi(gl) n 3 L, -¥i(g2) na L, , ce qui fait que les intersections qu'on a

2
décrites sont héritées pour M+(g2)
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. X 2 )
2°-5, A part les intersections M#(gz) N (Image Fi) , résultant
du point 2°-4, toutes les autres intersections Mz(gz) N (Image Fi) s
sont contenues dans la description suivante:

On considére toutes les paires de deux cercles différentiables disjoints,

- +
Si s Si , composantes connexes de 9 L2 , bords de deux 2-disques actifs

associés (voir la définition 3,20) dans l'un des glissements élémentaires du

point 1°, Alers:

2°-5-1) 1Ils existent deux indices j' = j'(i), j" = j"(i) , tels
o . at
que Fjv(s1 X 0) = 8; > Fj"(Sl X 0) 8, -

2°-5-2) On va supposer que la notation a été choisie de telle

fagon que S; touche 2 M%(gz) et SI a Mi(gz) . Alors:

ij" =0 et Image Fj" CZLé - L2 + 3 L2

2°.5-3) ME (gz) N Fje( (S1 X I)) consiste de deux intervalles
fermés, de la forme x X1 |, ijﬂ ayant un bout dans (L2)2 ,» llautre
sur S; .

On définit les triples:
(2 Cg(Lzly(gI)) =9 Ch(CB(Lz/Y(gl)) ; CB(Lz/Y(gl))’ z Tk) et
(2 CB(LZ/Y(gZ)) =23 CZ(CB(LZIY(gZ)) ; CE(LZ/Y(gz)) ; Z.T;)
comme a4 la fin du lemme 3,26, On se donne, aussi, un fermé @1 GiLz s qui

n'est pas touché par les glissements,

Alors, il existe un difféomorphisme:

(2 C%(LZ/Y(gI)); CB(LZ/Y(gl))’ by I} + @l) =
= (2 CB(LZ/Y(gZ)); Cg(Lz/Y(gz)), z I} + él) AL =

La démonstration de ce lemme sera donnée au chapitre suivant,
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Lemme 3,29: "Soit (LZ, g, M3) un 2-polyeédre singulier muni d'une résolution
des singularités et Fi des plongements satisfaisant aux conditions 2°-1,

2°=2, 2°=~3, 2°-4, du lemme précédent.

Considérons L, =L, U ((}) Image Fi) CiL% , muni de'la méme
résolution qu'avant. Supposons qu’il existe un 2-polyédre singulier

(EZ’ é, ﬁ3) , tel que:

(W W@, =M , Y@L, = ¥e)

(ii) C&(Mi(g) - Mi(g)) consiste d'un nombre fini d'intervalles

fermés disjoints, ayant un bout sur 3 L2 , 1'autre dans int( U Image F, - L2) .
Considérons (2 CB(LZ/Y(g)); Cg(Lz/Y(g)), = I}) défini comme ci-dessus
(c’est-a-dire comme 3 la fin du lemme 3,26), A difféomorphisme pras, cette
définition donne 1la méme chose que la construction suivante: On considére:
T T o o
LI 8L, /¥(e) 0,(L,/¥(g)) .
Ceci nous permet de plonger X I} et CE(LZ/Y(g)) dans 2 Cg(iz/¥(§)> .
On g un difféomorphisme:
. = 1 =) - n oo
(2 C)?)(Lz/‘if(g))9 Cg(Lz/Y(g))s z T}) (2 CB(LZ/Y(g))Q CB(LZ/Y(g)),E T}) .

La démonstration est laissée au lecteur. Le sens du lemme est que, dans la
situation décrite, la définition "magique" de la fin du lemme 3,26 peut &tre

démystifiée,
On peut passer, enfin?é LA DEMONSTRATION DU LEMME FONDAMENTAL

On aura plusieurs étapes:

(-]
Etape_l°: Considérons la variété C X§+l du lemme fondamental,

D'aprés le premier principe de position générale {lemes 3.4), il existe un
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2-polyedre gingulier, complétement collapsible: (K29 £, M3) , tel que

k: . e . . .
X3+1 ‘goit % -équivalente i CE(KZ/Y(f)) , Il suffit donc, dans la suite, de
s'occuper de (Kzs f, M,) . On va munir (K29 £, MB) d'une résolution des
v
singularités T : V3 -———>'@E(K2) s, qui va induire toutes les autres résolutions

de singularités considérées par la suite, sauf celle de 1'étape 2°,
3

Etape 2°: On commence par considérer la résolution des singularités:

6 .
= 3 e T ——> k v o s
5 CE(KZ) duale a T J3 C%(Kz) , dans le sens suivant: on

passe de l'une 2 1'autre en interchangeant le r8le des branches spécifiées et

non-spécifiées., On applique maintenant 2 (Kz, £, MS) et & cette nouvelle

résolution des singularités , la construction du début du paragraphe 3.4,

s s s ges . o o .
C'est-a-dire que, comme dans la définition 3.17.1, on considere (G,, g , M

23 ) 3

3
avec #(g”) = ¥(g%) acyclique et les cercles différentisbles

T, s (e, (owr T &6 /¥e™) ) G=l,.i,q; 351,20 .
On consid2re une bonne présentation des singularités de (Ggs g@B Mq)
(définition 3.25), ce qui est toujours possible puisque K2 est complétement
collapsible:
O _ 1 k
G, =Gy #D, #..... #D,
Les branches x? = 0 (définition 3,17) induisent sur @ @g(G%) , (respective-
ment sur 9 Cg(Gg/Y(g0)> . des cercles différentiables S? <3 @)
2 &

{respectivement: S? <3 CB(GS/Y(gO)) )}, correspondant aux T? . 11 est entendu

que sur & @5(G§) les S? sont 2-23-2 disjoints, tandis que sur

0 o i i o .y
d @g(@z/Y(g D I S, coupe S,  transversalement, en exactement deux polints

2
i i
] » P, » et que:
i i i i
. . a -
int i(Sl9 SZ)° int i(“lsvsz) 1

Py Py
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On va désigner les S;, S; dans 9 Cg(Gg/Y(go)) par Sii_

. P o . P
Maintenant on changera de notation: c'est G2 qui sera appelé K

sera appelé K! , et g sera appelé p .

go sera appelé £, GJ 2

2
(KZ’ £, M3) est tel qu’on peut lui appliquer le lemme de 1'inversion (3,20)
avec &= , et le lemme de 1'inversion de 1'inverse (3,22). Quand on
applique ces lemmes, la résolution des singularités sera de nouveau

m: v, —> Cb(Kz) et dorénavant toutes les résolutions seront induites par

elle, Considérons:
k?‘: =B B B(K2 - U }\i(DZ) - U Ai(Dz))/‘i’(Bf)

2p+1
1 9 0 o

{Ai(a DZ)’ Xj(a Dz)} , ol la numération est choisie de telle facon que

0,82p+q les cercles différentiables

On va désigner par S 1

S2p+1 2p+r

1 ,,o.ssl correspondent aux branches spécifiées, et 52p+r+1 82p+q

1 300091

aux branches non-spécifiées, (Modulo des débordements (définition 3.30),
chaque }\.i(DZ)s xi(Dz) touche les points doubles de l'une des applications
(q(B1 B£) |, (fl), (gl) , et c'est dans ce sens qu'on dit qu'ils correspondent
a2 des branches spécifiées ou non-spécifiées, e,a.d.s.) .
Considérons Kz/f (c'est-a-dire Gg/g0 ). Sans perte de généralité, on peut
supposer que:

1) q(f) = ql(Bf)]Kz (voir le point IV du lemme 3,22}, Ceci est

&

possible & cause de la manidre dont Gg/g0 ESK2/f a été fabriqué & partir de

3% *®

la résolution des singularités duale A | V3

> @B(KZ)

2) Mz(fl) (et Mz(gl) ) ne touchent pas 2 la région de KZ/f

comprise entre I‘;‘ CKz/f et Sf],,' <3 Kz/f .
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Remarquons, enfin que, d'aprés le lemme 3,8 et le lemme 3.10:

! = B T (D = 2p+q~ = :
Cg(kz) CB(B(KZ - U li(Dz) - U Xi(Dz))/Y(Bf)) TS (2p+q) # (Sl X D2> .

Considérons le triple:

— — . q
(2 (k") , 0.(k!), % ™+ = T )
Py e N | -
3 2 3 2 1—19 . ’p ] ‘E"']. 2p+‘b
j=1,2
N a1 s o2ptd . . - ,
= ] 10
ov T, .y (£ S1) estparallelea §°°" a Lllintérieur de @(k}) et
N N 2ptr+d . . =
Iép+r+% est paralléle & Sl a . 1'extérieur de Cg(kz)

DANS TOUT CE QUI SUIT, LES I SONT TOUJOURS SUFFISAMMENT PROCHES DES

Sl < of...) CORRESPONDANTS,POUR QU'ILS NE TOUCHENT JAMAIS AUX ENSEMBLES

DE LA FORME M?(p(f)) , e.a.d,s, (MATS SEULEMENT AUX Mz(q<.a,>> 3,

Le lemme fondamentgl résulte alors, si 1'on peut démontrer la:

T . T Tt 1 : .
Proposition A @ (2 O3(k2)5 Cg(kz), z I? + T T}p+é) est un triple moyennement

non-noué, &

Si 1'on considére l'involution canonique
1YY . 1) ——— Tt
3(0, (k)2 2 2 O,k 2 85,

la proposition A est équivalente & la:

) est un triple

s ps . Tt Tt L
Proposition B : (2 Cg(kz) R Cg(kz) , & J I? + 5J Tép+&

moyennement non-noué, O

Considérons les anneaux plongés T? X1 C;-——>'E% , tels que

a L i o
r? X0 = s; = sll ali) oy a(j) =0 si j=2 et a(3) =1 si j=1 3

et

e

X1 = I? . Dans U T; X I considérons les deux intervalleg fermés

R . . i - i -
A(i) , B(i) qui sont des composantes connexes de (I, X I} 0 {f? X I) , ot
2

il est entendu que: o
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A(d) CZI? X1 , B(i) < T§ X 1 , sont supposés tels que A(i) (respective-
1 2 .
ment B(i) ) a les deux extrémités sur B(I? X I) (respectivement sur
1
AT x1) ).
1o

En appliquant aux anneaux
T x1) ——>2 0.(k!) ,
i 372
1
I x1) =2 8k ,
3y 372

les opérations A, (définition 3.18) de support A(i), B(i) on obtient des

nouveaux anneaux singuliers:

C,________.> e}
Zki(s1 X 1) g 2 Cg(kz)
3 j

X0) , et k& + k; =2

i-]- R T
avec (fj) (3 Cg(ké)} = (S 1

1

Désignons par T? le cercle différentiable:
T. = £.(s, x 1
il

]

La proposition B est impliquée par la proposition C ci-dessous:

Proposition C : Considérons un triple standard défini comme suit: on

commence par considérer des triples:

i i i i

i . -

(5] X 8,, 8] XD, , 8 X I) (i=1,...,p)

N i i . i °i
ol 82 =2 D2 et I est un rayon du disque S2 - D2 , (tel que 1 corresponde

i

au centre du disque). On considére un ensemble fini Ei CZS1

et 1'opération

A1 de support Ei XTI , appliquée a Si XTI . Ceci donne un plongement:
i i
s _—
£, (s, x 1) 8] X8,

k.
i
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Un triple de la forme:

£.(s, X 1) U (Image £ N (si X D.)))

1
(8] X Sys S XDy, £,(8)

2 2
fz(S1 X 1) U (Image f2 N (S1 X D-)))

£ (5. X 1) U (Image £_ N (sg X D2)))
P

p+q , oPtq  PH+q  PHq
i (8770 XSy %5 8 1 XD, sy <

(ott chaque X, € Sg+1 - 9 Dg+1 ), est appelé un triple standard,
Alors:

- T ” T i i
T, = (2 Cg(ké) , Cg(ké) , 2(1? U (Image fj n Cg(ké))) +NJ Iép+é)

est (difféomorphe &) un triple standard," O

Etape _3°., On va utiliser les notations du lemme 3.22, En plus on

dénotera par B

B; = (Image f}) N CE(EE)
On remarque que les triples:
T = (2 8Bx] - UL (D), 88X - UX (D)),
T <T‘J? U B§> +TIT, )
(2 88 %] - UK (D) / ¥(gn)), &((Bx! - UK (D)) / ¥(pn)) ,

—i i
by (I§ U Bj) £ 57 I§p+&) et:
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T, = (2 8,((B X - UXti(Dz)) / ¥(£; o p(BEN)),

- o —_ i
- °
0,((B X} - UK (D)) / ¥(£) o p(8E))), T (T, UBD + 20T )
sont canoniquement définis,
En plus on g:
Proposition D : Le triple T est (difféomorphe 2a) un triple standard, O

1

C'est une conséquence immédiate du paragraphe 3.4,
Diautre part, d'aprés le point V-1 du lemme 3.22, on passe de T1 a T2 par
des glissements élémentaives, qui ne touchent pas 2 I (T? U B?) . On peut

appliquer les lemmes 3.19-3,19.,1 (voir le point V-7 du lemme 3,22, qu'on met

en rapport avec le point 5-4 du lemme 3.19.1). Ils existent des anneaux

S, X1 > 2 @g(s Xi - U ki<D2)) s

F2p+*fl ST
2p+i

c v UK (D
1 3 Cg(B X7 U Ki(Dz)) , correspondant aux

qui unissent J Tép+& a s

Fi du lemme 3,19,1 (on est donc dans le cas ol ki = 0). D'autre part, on
2
v Pl LY o Y
s'est arrangé de telle maniére que les J T}p+b qui touchent 2 M+(flop(Bf))

. s s , 2 , s .
soient 3 l'extérieur et ceux qui touchent & M (flcp(ﬁf)) soient 3 l'intérieur,

On a donc, la:

Proposition E : Les triples T1 et Tz sont difféomorphes,

On peut définir, aussi le triple

T, = (2 8,(8 7, /¥(g o (B B £99) .

) R 5 i i ol :
0,8, v, /¥(g; - (B BED)), L,(I§ U Bj) + T Iép+%> .

comme & la fin du lemme 3.26, (La définition ‘"magique® ezt nécessaire 2

cause du point IV, lemme 3,22). On remarque que T@ est défini de telle
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maniére qu'il s'identifie a:
(2 8,(B, Y,/¥(B, B q (B,
-— =i i _
®,(8) ¥, /¥(B) B q (BE))), T(T, UBD +ZJ T, ) =1 .

Le point V-2 du lemme 3,22 nous donne des glissements élémentaireg allant de
T0 E:) T3 . Ces glissements ne touchent pas aux & (T§ U B}) puisque les
B? proviennent tous de branches non-spécifiédes, et i .cause de IV (lemme 3,22) .

(On remarque que U B? = (Z (T§ U B?)) N Cg(o...o) J.

On peut applique alors les lemmes 3,19-3,19,1 et 3.28 et 1l'on trouve:

Proposition F : Les triples T0 et T3 sont difféomorphes. O
Etgpe_4°. On a fini si 1'on réussit 4 démontrer la proposition

suivante:

Proposition G ¢ Les triples T, et T sont difféomorphes, U

2 3

Démonstration: C'est ici qu'on va utiliser la technique de chirurgie du

paragraphe précédant, On fera maintenant un changement (important) dans

la notation:

sera désigné par I,

Dorénavant J I; )

p+d , et la lettre J sera

réservée pour 1l'application: J : S(Xz) _ s(Yz) du lemme 3,22,

On consideére la projection d'espace-quotient:

Y, = By Yl/B1 B £ > YZ/Y(gl)
81
Dans C4 Y(gl) < s® Y. on considére les deux sous-ensembles

2

suivants, qui sont disjoints et fermés (pour la topologie ordinaire, et pour
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la Z-topologie) :

Q
fi

c&z(s(YZ) -J Sz(Xz)) et

W
it

L

c4, (g sz(xz)) .

On a: a UB=cld Y(gl) ; aNB=@¢ ., a et B sont des relations d'équiva-
lence et on peut considérer le diagramme commutatif:

g
1
Y >Y,/¥(g) = (Y, /0/B .

Y, /o

(Yz/a, gg: MB) est un 2-polyddre singulier, avec S(Yz/a) & J SZ(XZ) s

puisque tue s(Yz) -J SQ(XZ) et ne touche pas & J SZ(XZ) . DYautre part,

Ea,
justement parce que Yz/a possé&de des singularités, (Y29 gc) ne donne pas
naissance, a prieri , & un 2-polyédre singulier, Mais, vu la condition
V-6-2~-d du lemme 3,22, on peut contourner cette difficulté en considérant un
diagramme ¢ommutatif un peu plus compliqué:

B , était la cldture C%Z(J SZ(XZ)) CZY(gl) , On considére

y = C%z(J sz(Xz)) fad W(q(Bl B fl)) . Y donne lieu & une projection

d'espace-quotient g8y > qui rend commutatif le diagramme suivant:



&1
Y, > (YZ/OL)/B
\ gB
Yz/a
§a, \ gy

(¥, /a)iy = YZ/Y(QG)

Cette fois~ci:
(st By, » C@(YZ/Y(gQ>)>

est bien un 2-polyaddre singulier, En plus: Mg(éd) =@ , Y(éa) est acyclique,

et

Mz(gY) = LJ b (alB B £, 3(x)
%€ sz(Xz) -

A partir d'ici, 1z démonstration de la proposition G aura deux étapes:

. Comme 3 la f£in du lemme 3.26, on peut définir, cananiquemént,
le triple:

B = (2 B, /YD), 8 (1,/¥G), XT; UBD + ST, 0

Considérons d'autre part le 2-polyddre singulier (Yz, q(B1 B fl)g CB(K§)>
On a une décomposition:

= Hl
v v} FR, #Fouveunn ;

ol S(Yg) =@ , et, on voit tout de suite que:
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1 1 = ol T
(2 8,(vp), &y , UT, UBD + 2T, )

= (2 8,(v,/¥(q(B; B £,0)), O,(x,/¥a(B, B £,
=i i — N _ . - 0
DT UBD +IT) ) = (2 88 BBE] - UK (D))
¥(p, B £y o p(B ), 8,((8, BBX) - UK (D,))/¥(B, B £ o p(B )

— i — N
5 (I? qu) + zr‘zp%) =T, .

Je dis que Y, Yg s q(Bl B fl) R ga sont (respectivement) comme les

KE s Ky £', ¢ du lemme 3,26, Les T? s jouent le rdle des I} . Je vais

Iép+&
indiquer brigvement pourquei les différentes conditions du lemme 3,26 (3,24)

sont satisfaites:
- 0°-1, 0°-2 sont satisfaites parce que les T}p+% ont été définies 2

%* *
partir de 1l résolution duale T : V3

> @
3(K2) et de' J .
- 1°, 2° sont satisfaites parce que MB(éa) =@ et Y(éa) acyclique,

- 3° est satisfaite 3 cause de V-6-2-d, V-5-2 (lemme 3,22).

- 4° est satisfaite 4 cause de ls maniére dont les opérations A, de

1
supports A(i), B{i) considérées ci-dessus, ont été définies, et
pour les mémes raisons que 0°-1, 0°-2,
- » 2 e 1Y = © ] ° Q =
La décomposition s(Kz) 8y U S2 (iemme 3,26) sera: 8, J sl(Xz) s

5, = S(Yz) -J 81(X2> .

(pour S1 ) est satisfaite pour les mémes raisons que 4°,

- 6°, 7° (pour 5, J: On commence par remarquer que, dans q(gg) , La

artie qui n'est as excellente est exactement celle qui provient
P q pas q

de i SI(XZ) . Sans perte de généralité, on peut donc supposer que:
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(%) d Mi (ga) na Y, = \\NJ/ {; 04(x)} .

%€ sl(XZ)

Ceci va impliquer 6° (pour S1 ). Quant 3 7°, il est vrai pour les

mémes raisons que 4° et 5°,
- 8°, 10° sont satisfaites pour les mémes raisons que 5°, 6°, 7°,

- 9° (pour S, ) : Y &2 Ti - %

5 K va consister exactement du point

k
j a4(xk) (lemme 3,22) et la condition 9° résulte de V-6-2-b

(lemme 3,22) et de (%) |

Avec tout cela, le troisiéme lemme d'invariance par chirurgie (lemme 3,22)

(et son complément qui s'applique, a& cause de IV, lemme 3.22) nous dit que:

Je dis que Yzla s 8., s gB sont, respectivement comme leg:

Y

Ky » £'5 ¢ du lemme 3,27(avec la situation e) ., Les T :

I>p+é O Bj
jouent le rdle des I} s (Tl X 1), Ek (q1 = 0) , Je vais indiquer

bridvement pourquoi les différentes conditions du lemme 3,27 sont satisfaites:
On rappelle que S(Yz/@) = J SZ(XZ)

III est satisfaite 3 cause de V-6-2~c (lemme 3,22)
IV est satisfaite en posant: y, = j 04(xk) pour J(xk> S(Yz/a) R

Xy € sz(Xz) . On applique V-6-2 ‘et une condition analogue 3 (¥)

ci-dessus,
- e) est satisfaite & cause de V-6-2-d.

- Les agutres conditions du lemme 3.27 sont satisfaites pour les mémes

raisons que les conditions anglogues du lemme 3,26, dans 1'étape (:) ci-dessus,
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Le lemme 3,27 (Corollaire du premier lemme d'invariance par chirurgie)
implique alors que: Cﬁ =T .
Ceci finit la démonstration de la proposition G , donc du lemme

fondamental, O
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