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Ces notes, correspondant & un premier semestre dfun cours d'Analyse diffé-
rentielle, contiennent essentiellemeht des outils :

1) be théordme de préparation de Weierstrass-Malgrange-Mather, sous ges différentes
formes, On a choisi ici la démonstration de Mather [2 ], quoiﬂﬁgu*il v aides démonstra-
tions plus élégantes (voir : Proceedings of the Liverpool Singularities-Symposium I,
Springer 1971). Elle est, peut-&tre, celle qu'on a la probabilité la plus grande de

trouver tout seul.
2) Le théoreme d'extension de Whitney.
3) Le théoréme’"de recollement" de FKojasiewicz.
4) 1e théordme de "synthdse spectrale" (idéaux fermés) de Whitney.

Pour le plaisir du lecteur, on a inclus, & titre d'exemple d'application
simple d'idées "géométrico-algébriques™ & un probléme de “"gdométrie différentielle",
un chapitre 0 sur les équivalences de contact.
Pour rédiger ces notes, on s'est servi trés largement de :
[1] B. Malgrange : "Ideals of differentiable functions" . Oxford Univ., Press 1966.
[2] J. Mather : Stability of C mapping I (Ann. of Math. 87 (1968) pp. 89 - 104)

III (Journal bleu N° 35 (1968) pp. 279-308),



INTRODUCTION

1) Définitions et notations : - sauf mention explicite du contraire, on ne s'occupera

- . s, o0
que de variétés de classe C .

Cw(X‘,ﬁY) = 1'ensemble des applications de classe C . t X—= Y ., Sur cet ensemble

on peut mettre la topologie OF (0 ¢ p ¢ ).

i

d;(X,Y) 1'ensemble des germes- d'applications ¢ de (X,x)->7Y.

d:(X,R) = ﬁ:(x) a une structure naturelle d'anneau (en fait de R-algdbre).

C'est un anneay local dont 1'idéal maximal (unique).:

ﬂ\dzCX) = l'ensemble des germes d'applications € : (X,x) = R qui

gtannulent auw point x .

1tensemble des germes (X,x) - (Y,y) ..

” ;
cxj’.y(x,,y)

1'ensemble des k~jets (X,x) - (Y,y)

]

7y (%1)
7E(%,Y)

14

U o,y

SR
¥y 'y

7(x,1) = U 5E(x1) .

i

L'application na_tur*el}.e‘ ,nk = T5(X,Y) » X x ¥ est une fibration ¢ , od
la fibre a une-structure naturslle algébriQue- réelle (puisque les formules de
transformation des dérivées paftielles, par changement de variables, sont algéd-
briques).

0n a aussi, une application naturelles

£ 3 ) - O 05, T))



0 = 2,

telle que

) () = 3y gy () -

2) Equivalence de contact : ce paragraphe donne un exemple (relativememt facile)
de réduction d'un probléme dtapplications différentiables, & un probléme algdé~
brique,

Soient (X;xo) ,*(ngb) deux germes de variétés o~ , et o

- |
4 = ¢ (x,7) .
XY,

On considére le groupe Diffz

v (X x Y) , des germes de difféomorphisme :
0 o

X

(xxY P XO X yo) - (X x Y, XO X yo) » et un sous-groupe

foe]
 Diff IxY
€ x x }yo( X ¥)

défini comme suit s

On considdre 1’inolqsion naturelle :
Xz ) 5 XY, x xv.)
définie par 3 i(x) = x x yd (x € X)), et la projection naturelle
T o$ (X-x Y., Xo X yo)-@‘(X,xo) o

Par définition : H € Diff <y (X x Y) estun élément de. @ (H ¢ €) =i et
oo
seulement si, le diagramme suivant est commutatif :

(XxY,x xv))

(X,x,) / H X (x,x)) .

(X-XY ) XOXYO)

o®

81 £ ¢ d; v (X,Y) on défimit un germe de sous-varidté
14
oo



0"30

graph(f) ¢ X x Y
par

graph(f) = {(x,£(x))} .

On définit une action de groupe :
exﬁf—aﬂi
par ¢
H(graph(f)) =,graph(Hof)

(on remarque que l'image, par H, d'un graphe, est toujours un graphe).

Définition : f,g € €

tel que H.f =g .

& (,Y) sont (contact)-équivalentes s'il existe H €€
’ ' .
o]

Si f €& 4 on a un homomorphisme de .R-algdbres :

*

£ s (1) -0 (x) .
¥ X
o} o}

L'idéal ¢

.* ~ ,
I(f) = f (ﬂl,é; () - d: (x) c:d:‘(x) est appelé 1l'anneau des coordonnédes
o o o '

de £,

(si £ est écrit sous la forme [ =“fi(x1 yeos xn) (i=1,0.0,m) ,

“cltest 1'idéal engendré par-les fonctions fi(X) ..,) .

THEOREME 1.~ (J. Mather, Public, Math., de 1'IHES, no. 35 (1968)) : f,g ¢ &  ont

une équivalence de contact =@ &=

I(f) = 1(g) (égalité entre sous~ensembles. de d: (%) ).
o

Démonstration 3

Lemme $ soit (x1 yese, xn) un systéme de coordonnées locales autour de x € X

(x (xo) =0), et NcX le germe de sous-variété défini par :



Les deux assertions suivantes soni équivalentes :

(1) we fx, yeee, x )}t

o, (x)

(ii) u, ainsi que toutes ses dérivées d'ordre < 4 stannulent sur
* Al

N (identiquement) (Rigi u € c‘: X)) .
(o]

Démonstration : (i)~==> (ii) trivialement),
(ii) = (i) se démontre par induction sur £ .
On définift :

: - iw ' .
u, € CXO(X) par :

1

du
'5;;'"' (O ye ey O » tX.
o} 1

X ey X dt .
i H 20 ? n)

v, (X peeey x ) = 41

oees %) -

Ona: x.u\x . b:d ) = ulo sy O , X, X,
. i 1( 17 Ty CIPTPRY A R PR |

-u(o 2000 0 » X.

oo X - Done :
i+t 7° n)

k

u(x1 soes Xn) - u(o, sva O, Xk+1 so0c0 xn) = - X xiui
“ 4 i=1 .

" 'e

=0 (puisqu'on suppose (ii)) .

Ceci démontre déja le cas o= 1 .
i 2> 1, Uy s'annule, ainsi que toutes ses dérivées d'ordre < £ — 1 sur

N , €.8.0.8.
Le théoréme 1 est impliqué par le :

THEORBME 2.~ Si f,g ¢ s , les assertions suivantes sont équivalentes :

10, £ et g ont une équivalence de contact.

20, 3 ’
H ¢ piff> (X x 1)
X X9,



tel que H { Ix v, = identité, et :

H(graph f) = graph g .

30, 1(£) = 1(e) = ¢ () .

0“50

4°, Si l'on désigne par m = dim Y , il existe une matrice inversible 3

(u; () € crla, ¢, (x))

telle que 3
* *

f (yi) = X uij(X) g (yj) .

Démonstration ¢ 19 ==> 20  trivialement,

On va .montrer 2° = 3° , Soit Ve X x Y un germe de sous-variété d” :

Xoxyo€v .

On désigne par :
2(V) « F
1tidéal des (germes de) fonctions dn gqui s'annullent sur

que ¢
z(V) = 2(V") & V=1V,

Je dis que s

Z(graph f) = {yi -‘fi(x)} d: - X x7Y) .

(e RN

(Ceci résulte du lemme 1 : considérons le difféomorphisme

I xY —F‘-’X X ¥

défini, en coordonnées, par :

To=y, - £ (x)

(r)
X, = X_
J J

alors F(graph f) = {Yi = 0} . D'aprés le lemme 1 :

V <o

11 est évident



Z({y, = 0}) = {¥,}¢gf et

i

i
©
j
e
li

‘Z(graph f) = F*(Z ({Yi

= 7 ({1,}19)

i

by -1, £ )

On considdre, en outrede graph f Cc X x Y , 1le germe de sous-variété

X x“yokc:X xY , et les restrictions des fonctions de Z(graph f) c ﬂé a

XAX'XO N (considérées comme des fonctions en x, seulement)° On-a ¢

z(graph f) | Xxy, =

li

friv) -1, (67 L Xx1) | xxy)=
N 0o . ,
=0 o= c

(-1, €@ =1(0) = (1)

A

Puisque H.€ Diff§ Xy (X X Y) posséde les propridtés ¥
o Yo

B | X xy, = identité

graph g

H (graph T).

-0

il en résulte gue 1'homomorphisme 3
¥*.
H ¢ Jz? fﬁ
 poss¥de les deux propriétés suivantes

a) H (zleramh g)) = Z(graph £)

b) Pour tout @fEQQ:
*
ol Ixy, =Ho|Xxy, .
Done I(f) = Z(graph f)[_X.x,yo =
N .
= H (z(graph g))|x x vy, = z(eraph g)|X x y_ = I(e) .

Donc 20 == 3° .,



0~-T7.
30 =y AO 3 d'apres 3°, ils existent des matrices & m x m éléments, dans,

d;;(X)g(Wij(X)) , (Vij(x)) , telles que :

Il

f*(yi) 3 wij(X) g*(yj)

I

g () =27, ()2 y,) .

~ Ceci n'implique pas que (Wij<x)) ,.(Vij(x)) soient inversibles (parce que

* * *- *
(f (y1) 7000, T (ym)) et (g (y1) soees £ (ym)) ne sont pas, nécessairement,

CO
des bases du GX (X) = module (1ibre) 3
o

d; (X) + ooe + d; (x) (m fois) .
o] o]

Lemme (d'algdbre lindaire) : soient A,B des matrices (carrdes) & m x m
é1léments, & coefficients dans R .,

Il existe une autre matrice & m x m éléments, C , telle que :

¢(1 - AB) + B € GL(m,R) .

Démongtration

AB € Hom (R, R ) .

R m m
I1 existe une base e1 roeey € de Rm , taqo
Ber+i =0 (i = 1,000, M = r)

ou r = rang(B) .

(Be, 000, Ber) peut &tre complété & une base 3

1

(Be

syeooy DE 4 €

9 1
1 T el geo0 0y em) de R °

m

Par rapport & cette base, B s'éerit comme :

e. e
i .
T4
] 1 , o)
Be . e 0
i 0 « 1
e! | 0 0
r+i




O""Bn'

Considérons

défini par :

e, e .
1 41
Be, O 0
1
1 , O
rii ° Ty
0

c(1 - AB) + B s'écrit alors :

= e. .
i 41
1 o
Be., i 0
1. .
o) 1
10
.1
r+i A 1
0 1

d'olr le lemme algébrique.

Prenons. B ='(Wij(xo)) s A= (Vij(xb)) o En appliquant le lemme algébrique

oh trouve un C tel que
c(1 - 4Vi5(x6))(wij(xo))) + (Wij(xb)) ¢ oL(m,R) .

Ceci impligue que :

(ug(0)) = et - (1, 6) G, D)+ (0,6 € amg) .

Dlautre part s

(1= (v,) () . (€ () =0

% *
f (yi) =fZ uij(x) g (yj) e.8,d.8,



40 =3 10 ,

donné par s

Considérons le difféomorphisme

H: XIxXxY - Xx7Y

H(X 3e0e Xn v 3’1 s0oce ym) -

1

- (x

LT Xn y & uij(X) yj)

Clest clair que H € €

nous dit que :

* *
et f (yi) = I uij g (yj)

H(graph g) = graph £ .

O"'9e

d.e.d,



‘I bt ?o
CHAPITRE I.

LE THEOREME DE DIVISION DE MATHER,

1) Une forme “globale" du théordme de préparation de Weierstrass : on commence

par rappeler le théoréme de Welerstrass, sous une forme commode pour la suite. :-

THEOREME 1.- Soit Pp(z,u) le polyndhe générique Tp(z H u1 su sl up) =

P .
r (z,u) =28 ¢« 5 w =227
D i

i=1

Soit M une variété analytique complexe et ¢

Uy seees tﬂp E\Eh(M) = l'ensemble des fonctions analytiques sur M .

On considére z €C, a €M,

Soit f(z,a) € @?(c x M) .

Ils existent des :
h .
Q(Zsa) € e (C XM)

b, (a) ¢ e(m) , (i=1 ,eee., q)

(unigues, dépendant lindairement de f) telles que 1'identité suivante soit

"satisfaite

f(a,2) =1 (s, b (@) als,e) s 5 n(e) .

i=1

Démonstration : on a 1'IDENTITE FONDAMENTALE: :

T -
1 _ ‘p(zﬂl) . g Fj~1(c’u) Zp_‘j
c-z I lgu)le-z) o T(E)

o, par définition : T (z,u) = z% % ]
U, P : q ) = + 129 ui ‘ 2. P o
(cette identité résulte du calcul suivant :

r (gou) -1 (z,u) p_ » v p-i_ p-i

P P - T Z P & % -

-z ' -z i r -z



= X zp—J 53_1 + 2 u.(zp-l—a 53_1) = X ZP_J(CJ_1 + U Csz + u C3w3+,,J
. A 1 2
J 1,7
P s
= 1 79, RV
J=1 -
Dol s
T (C,u) T (z,u) .
P P ok
T2 o * X I‘j_1(c,u) z° ° , e,a.d.s)

Si z€C , a €M, on considere, dans la "fibre" Cx a cC x M un contour

simple fermé, orienté "directement" :

’Y:'YaZCCXa

b

qui contient dans son intérieur le point zx a €€ xa et les racines de

rp(c, u (a)) =o0.

Dans 1l'identité fondamentale on remplace

U.i ﬁui<a) °

(On remarque que.l'identité fondamentale nous fournit des fonctions rationnelles

en r A(C,z,u) , Bi(c,u) , telles que :

1 _ p-i .
T = Fp(z,u) A+ 3z B

on pense a (z,u) comme des varamétres (dont on a fixé la valeur) et a { comme

le "point courant" de (c x.u)).

En appliquant 1'intégrale de Cauchy :

£(z,8) = — ‘[ Eﬁé;él_;dc

274 C-z
Y
1 £(g,a)dt
= 2111i PP(Z,U (a)) IY Fp{c’u(a))(c_z) +

7

N

C'est une fonction analytigue q(z,a)
(indépendante de y5n



s [ Tpmr(9 ) 2(g,0) ag

1 J T (g, 0 (a))
v 2

(4 4

hj(a) .

Il

PR
2ni 3

Ceci montre l'existance.

Ltunicité : supposons que. la division soit possible avec des g', hi . On a s

hj(a) - hs(a)
) Pp(z,u (a))

ZPd

g=-q"' =
J

vk

Le second membre n'est pas partout holomorphe sur M x C ., Pour a € M fixé

H
clest un polynome en =z, de degré ( p - 1

un polynome en z de degré = p

oq:eod—n

Remarque : L'analogue analytique-réel du. théorgme précédant est FAUX (quoiqu'il
v ait des formes "locales" du théoreéme de préparation qui sont vraies dans le cas
analytique-réel, comme on le verra).

Bxemple : M = R, on considare

F(t,u) = t2 4+ u

Soit f(t,u) € o (R'x R) et supposons que, dans Cw(R x R) on aitkune décompo—

sition 3
f(t,u) = (t2 +u) qlt,u) + h1(u) t o+ hg(u) .
En particulier, prenons :.:ﬁt,u) = 21 (a > 0) s
t e .
1 2 :
(x) 5 = (t + u) q(t,u) + hﬁ(u7t+ hz(u) .

t 4+ ¢

5i w ¢ 0 , posons t = + {-u dans (x) . Ceci nous :donne deux équations pour

h?(u) ’ h2(u) , avec la solution unique :

1l
[}

b, (u)

1l
-

b, ()



1—40

Mais h (u).= P (défini,pour u < O) n'a pas d'extension gnalytigue (réelle)

pour u >0

2) Le théordme de division de Mather (Anne. of Math, vol.87, (1968) pp.89-104),

THEQREME. 2,- Soit ‘M wune variété ¢ quelconque (de dimension pas nécéssai-
rement finie),, et

D .
T (X 3 U, seceys U ) =T (X H w) = <¥ + X Xp_lu. , le polynfme générique, qui
P 1 P p i=q i

sera donné une fois pour toutes, On se donne aussi :

U, (a) ,U

1 (a) e Uy (a) € ¢™(n)

2

(oh a €M est le point courant de M . Par abus de notation la fonction :

Ui : M >R sera souvent désignée par Ui(a), @ans ces notes),

Pour tout f(x,a) € dm(R XiM) (Qh x €R est le point courant de R), ils
existent des fonctions
a(x,a) € C{R,N)

b (@) € 6700 (= 1)

telles que la condition suivante soit satisfaite :

(i) = T (x 50 () ale,a) ¢

9 n (a) .
i=1 J

Remargues: 4, hj ne sont pas nécessairement uniques :

Soit M =R , Fp(x sU (a)) = 2 4+ ad
On va considérer f(x,a) = f(a) = une fonegion qui est plate au point O (c'est—
a=dire telle que
o) =0, Vi:dH g0,

alors, l'équation
f”=(%2 + a2) Qlx,a) + h1(a) +'h2\(a)



I_So

admet la solution 3

Q="h, =0 s ha(a) = f(a) s

mais aussi ¢

Q= (qui a bien un sens C) ,

°

Dtautre part, une fois la démonstration finie, on verra qu'on peut dire plus :
” . v . . /7 L} y oo » O by
ils existent des application.lindaires, continues, C (dans un sens qui reste a
préciser) :

Q: CRxH) - ¢ (rRx N
r:C(rRxm) - (¢C)?
telles que I1'identité de division (écrite ci-dessus), scit satisfaite pour :
a(t,a) = Q(f)

(h1(a) sooos hp(a)) =r(f) .

Démonstration 3

1. Rappels sur la transformation de Fourier ¢

Soit C:xR) = l'ensemble des fonctions Cméurwﬁkvé,valeurs réelles et & support

compact,

si g€ (R) ona:
o0 oo
g(t) = '111 f dz f ax g(x) cos w(x-t) .
o -0

Pour la complétitude de 1l'exposé on va démontrer cette formule., En fait on

démontre un peu plus

Soit F 1tespace de Schwazﬁg des fonctions & décroissanée rapide : ¥ — 1l'espace

des fonctions C , & valeurs complexes, sur R, g : R— C , telles que, pour



chaque (N > 0 , o> 0) il existe une constante C ‘telle que :

N,«

5 5% e <oy

'si g €9, on définit sa transformée de Fourier :

g :R~-C , par i

5(2) = - jg@uiiﬁ

Wﬁ

Je dis que & €¢¥ . {Ceci résulte des remarques suivantes :

(1) 1% €3O
(11) (0%)" (2) = 1%%(z)
(iii) p%(x) = ((,—iX)“g(X))”

(1) e et (®) et |8 < el , -
L

donec 3

mngs_m<@uwa@m

:uﬁu«mawmrwxguﬂ@mwawm>
L

La formule d'inversion 2 si f ¢ ¥

si

g € j?:on a :

Démonstration : soit ¢ €¥ Ona: ¢ # €.L1(R) et par Fubini s

jtp(i) %(Zi).‘e ag = — J @(E)eixi ( f(y)e"iyg dy) dg -

¢2n

= \7%5 [f(y)dy jcp(a) e—i(ywxmda

= ek 4 t)at | B(e)e TPar
V@;tf .f i ‘

It

]



I - 7c

=‘ff(x + t) 9(t) at .,

Soit g e et olg) =glee), e>0

5 —

Alors : %(t) = z

0§ s

f‘g(aa) Hz)e™™E ar =‘f £(x + et) &(¢) at .

On peut faire g =0 :

2(0) 18(z)e™™as = f(x)‘[é(t) at .
2

On choisit g(g) - e. 2 qui posséde la propriété %(t) = g(j) ,8.0,8,

Pour passer au cas réel on remarque que

CC:(R) c¥ . On a donc

oo .

g(t) - Qf” dg ‘f‘” g(x) eix(x_t)dx -

2%
1 o0
= o ‘[” dg ‘f g(x) cost(x = t) d&x  (puisque la partie imaginaire
2n o e
disparait).

Vu que la fonction & intégrer, en x, est paire on a la formule désirde.

2, Le Lemme de division de cos ¢{t - x) : "Ils existent des fonctions :

Q(t,tQXQu) = Q(T,t}x ; u1r,ao.,,up)

Hi(x,t,u) (3 = 1y004,p)

telles que :

P —
COB "C(t - X) = FP(XQU) Q(I-,‘taisc,u) +1§1 Xp 1Hi('U9tru)

et que

@ Q8 e,



I-28,

@, 2o T
2
0 Hi 2
@2 atzl"“";H:. °

(@1) Pour tout couple (k) (oh : £ €N = (0,15...), k€ @H?) , i1s

existent un N > 0 et des fonctions continues C(X,u), C(u), telles que :

2k
Ig“? ?.,«..._]1; Q(’C;t,XQU)I \< C(X,u) (1 + 'g)N
X ou
t@l | .

g (vxu)] ¢ clw) (e

Ce lemme (qui se passe dans RP+3) impligue le THM, de DIVISION ; en effet

Choisissons 3

o
S(tyu ’Oco% up) E C (RP+1>

1

(i) S(t,u) = 1 pour (t_..,u) €V o V est un voisinage de l'ensemble :

{(t,u) 3 Fp(t,u) = 0} c:‘Rp_H .

(ii) Pour chaque compact K R:p = (u,! yo ooy up) , 4 un compact

<R tel que ;S:(tgu') =0 si u €k , t‘;{ L'
On a :

£(x,2) = 8(x,ula)) £(x) + (1 = s(x,ula))) £(x,a) =

4

(1 - 5(xu(a))) £x,a)
- P e )

v

X
fonection C

f dx f dt S(t u(a) ) 1(%, a) cos t(t - x)

c “(R) ou R = (%) .

=1

(on peut done ‘appliquer,la transformée de Fourier des fonctions de G:(R)) °



Imgo

On a formellement o

Q[(mdx ‘f:ijt s(t,ula)) £(t,a) cos z(t - x) =

- (e [T e e(n(e)) 2(5,0) Ao xu(e)) 1 xata) 4

o L:gg - R
B(+,x,ula))
e B ([ Ta [ Tar (o)) 2(50) G t(e))) |
1=t o (Y=< - »
¢, (z,ula))

Ctest évident que B(t,x,ula)), Ci(x,u(a)) (qui sont représentées par des intém
srales de fonctions & support compact — donc é.iwﬁ%caéés convergentes) sont C

I1s nous faut montrer que les intégrales :

w .
j‘ de B(T,Xgu(a))v (ainsi que les intégrales gu'on y déduit par différentiation;.

0]
. 0

par rapport & (x,a)), sous le signe ‘J sont toutes uniformément convergentes,
0
(et de méme pour Oi)r,

On a 3

Mw&ﬂ@)=fiﬁsﬁmhﬂfﬁ&)MmM&M®)=

~co
&
o0
= :% ‘f dt ef (- mZQ)
T =00 WJ
fonction & support compact.
o 2 oo 2
- i% [ at (sf) 2—% - :% | at 9~§ (sf) . Q =
7 Y- ot T —~ o 9t

o q
= veeens teoerencneese = ‘f at »Q-E- (s£) . Q(T’t’xf;<a)).
(~T)q T 4

- OO

at &
(par le méme procédd),

(Ceci étant vrai pour @ arbitraire)

Dtaprés (III)
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als,t,x,ula)) ¢ ¢ (x,a) (14 <)

o C'(x,a) est continue.
T1 en résulte que, pour un voisinage V de (x,a) ERXM et pourun £ 3> 0

arbitrairement grand on a une constante K telle que

[B(%,x,ula))] <'§E (pour ¢ suffisamment grand),
‘ T

Donc ‘[” dr B(z,x,u(a)) est uniformément convergente,
0
Soit D une certaine dérivée partielle par rapport & (x,a)° D,B(m,x,u(a))

est une somme finie dfintégrales de la forme :

x>
f dt p'(sf) . D"Q

ol D'et D" sont des.ddrivées partielles en (x,a), .

Vu que D'(sf) reste & support compact (en t) et que

—— T2 - ";2 oY Q,

on peut réappliquer & chacune de ces intégrales le raisonnement précédant, Om aura :

¥
DB(Tgx,u(a)); < E? (pour ¢ suffisamment grand),
: T

o0
et ‘[ dx Dblg) sera donc, aussi)uﬂiformément convergente., Les mémes raisonnements
o

sont valables pour Ci A

3. Démonstration du Lemme de Division de cos m(t - x)

Soient tcvert.a {(v1 TEETE P Y un)} deux ouverts,

et

deux fonctioms € . On dira que g domine f 3
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f<ag &> Yy evU ;{f(y)[gc(1+g(y)N) .

| . ||
f Dﬁ <o g & *fk k] <K s 2 T L (o g .
ou

On a les sorites  suivantes

X K X X
. £ : .
£,0 <ag et fZDu<ocg"==>(f1+f2)Du<ogg et £,1,0 < ag

t

1 X
o 8 = = Du {aa & -

2

3i, en plus F

N -

Si £ <asg et nh ¢ 5m(R) , h ¢étant bornée (unif») de méme que toutes ses

dérivées successives d'ordre < K), alors : h(f)Dﬁ <o & =

Le lemme du multiplicateur :

oo
" E} une fonction C S>(T,A,u1 youa s up) (1 > 0) telle que :

g ('c,)\,u) =0 dans un voisinage de 1l'ensemble {(m,k,u)} y A =7mz ,

TP(Z,U.) - O o

1

47 Q (2,n,um) A = 1 .

1

2(1+15

Pour tout K il existe une fonction continue C(A,u), telle que :

(t.A,u) DK < a C(h,u) T .
5 u

8(A,u) =min | [mz -\

pour Fp(z,u) =0 .,

I1 existe une constante 8 , telle que :

6(?\,11) RS B—(’T:h-; = S'(.’E,X,u) =0 ",
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LE LEMME DU MULTIPLICATEUR ==>
LE LEMME DE DIVISION DE cos 1(t - x) :

3i a,p > 0 on considére le contour

Ca b < G = plan complexe, dessiné ci-dessous :
4
g 4 ib F a + ib
M
4 +

Y

7
-y =iDb a - ib

En considérant «,t comme des paramdires, on écrit 1'intégrale de Cauchy :

cos g(t - x) = §%f !f SSEEgéfzél df
1

ca,lxl

(a > |x|)e Soit =,t,x,A €R , u € RF  choisis,
On suppose que
a > max (|x| , Re z| )

(Oﬁ TP(Z,U) = O)

et A # In z (toujours Fp(z,u) = O) '

En exprimant 1/{-x dans 1'intégrale ci-dessus, par 1'identité fondamentale,
on a 3

cos w(t - %) = 5 Jr COSCTEtX_ z)

%a, |2l

ag =

1. cos (t - §) ak -
- e L | NG s .
' C_, |2l

a

o

* o0
Q (K’Tsta‘xrau) £ C
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cos m(t—c)Pj_1(C9u)dC
Fp(c,u)

=3 1
+ L X 5 J

e

* 00
H.(A,7,t,u) € C

s re rd o * w rd . > I
(Remargugs ¢ les intégrales écrites sont des fonctions C , réelles, bien indépen—
* * ' ;
dantes de a ., Bn effet ; d'une part Q , H ; ne prennent que des valeurs réelles
puisqu'elles sont des sommes de résidus : les pdles sont des solutions dféquations

algébriques réelles, donc symétriques par rapport & 1l'axé réel, de méme que le con-

tour & intégrer ...

Dfautre part, si on agrandit a, on n'attrape pas plus de solutions de ces équa-

tions 3

77
Z

N

pas de nouveaux pdles,

8i A est suffisamment grand, les fonctions sont indépendantes de A ,. aussi,
mals on aura beésoin, dans la suite, de tous les Ao
mem——

En multipliant

LY

* 3 *
cos {t - X) = Fp(x,u)Q + X XP_J Hj

y , ‘ ) 1 1
avec p(TfK9u> et un intégrant en A entre 2(1+1) 147

v © )

on aura 3

cos ’C(“}-X) = TP(qu) Q(’c,vt,X,u) +

+ 5 Xpugﬁj(t,t,u), ol @
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(par d&finition) s 1

Trt
*, .
alt,t,x,u) :J Q (N,7,t,%,u) plr,A,u) dr
1

2(1+15

1

1+1*
Hj(?\,Tytyu) p(‘C;?\su) an .

H‘_; (Tigt’u) = j
¢ 1
2\ 141

I faut montrer, I, II, III du lemme de division de cos : I est évidente &

cause de (N (:) 1.2 résulte par lindarité (vu que Q’Hj n'obtiennent en intégrant
. $

cos 5(t - C) 5. avec des noyvaux qui ne dépendent pas de t).

Démonstration de III : Soit 3

’

aﬁ a]gi@* ; ‘f cos t(t-y) Rk,g(t’x’u> ac

K[+, g
rp(e;,u) (e=x)

Ca9lkl

éjk] % v cos t{t=z) R{c’j((‘;,’u) dg

ol 9 2 ) o (g,u) 5+
P

o R,RE €Y,



I~ 15,

}k]+1)—

X max}cos $<ﬁ - §)( X (min FP !]Zl+3)—7

&

"% (min)(z - x)

et

<(const x cosh(r)) >6(Kgu)p(]k]+1) 5 kl£|+1

*
(et une inégalité analogue pour Hj)
Done @

- L
00, <o clxu)(eosh 1) (50,u)7" A7

?

(1)

* o
ijg < a ¢'(n,u)(cosh ) (8(n,u)) L

(ot~ ¢lr,x,u), C'(Owu) € ©0) .

(1) et@ donnent

*
oQ DK <a C (h,x,u)(cosh ) 6(h,u
X,U 1 '

T hT ]

(2)

‘ij Di <« C%(k,u)(cogh xh)]ml 6(k§u) ! .

Mais d'aprds s
s,w)! by Bmz(i + |z]) dimplique 3 p =0,

. . K * X *y
qui implique : Dxfu(p Q) = D (ij) =0 .

Donc 3 les indgalités (2) restent vraies si 1l'on remplace é(k,u)w1 par

@mgg‘i + l"{;!} »

Diautre part, les seuls A qui nous intéressent sont 3

1 1

Ty $ M T

m

T

(Clest=b-dire A ~ ?%% , ce qul impligue <xxﬂ;(1x) borné). Ceci impliquec:ﬁl

4. Démonstration du lemme du multiplicateur ¢ On rappelle que ¢
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6<K9u) = min ] Imz = A\ I (oh z est tel que Tp(z,u) = O), I1 en résulte

gue  6(n,u) € €° et que 8(rn,u) = 6(-2,u) .

LEMME 1.~ "Soit (pour a,u ¢ &(n,u) > 0) :

co
1 d . 2
s(n,u) = 5 ‘j;!x = log TP(X +in,u)| T ax .

2
Alors % é(Kgu)m1 < o(n,u) < EE 6(X,U>—1

{(Dome  olA,u) ~ é(h,u)M1) "o

Déwonstration ¢ Soilent z1 yeo oy Zp les racines de Fp(z,u) =0 ona:

d - 2 N N
= log rp(x + i) = 2 Yini-z. | T
3 J
e () (z—1 ) (x € R)
. XANLe7 . . X~N1-T,
J J J J

“ o
=

= 2gP(x) (définition).

P(z) est méromorphe et IZIQP(Z) est bornée & 1'infini. Donc, si P(z) n'a pas

des pbdles réels (&= o&(n,u) > 0) on a 3

o0
Q{xyu) = 5% ‘[ P(x)dx =i X (1a somme des résidus de P(z) dans le demi=plan
- O

supérieur).

Done
Gow) =i[z I 1
o] 7\911 = 1 by z T 4
JEA k=1 2y 7 B T 2M
e
résidu du pble (Zj - Ai)
. b |
+ 5 z = 1,

JEAT k=1 23 T Bt

- —

résidu du pble (ES + A1)



on ¢ J €A > Imz: > A

J
JEA o Imzi <A .

si  j,k € A le terme (j,k) dans la somme ci-dessus est :

1 1 1

k

; 9 + - Iz
7 =% =2A1 7. =% =2\ Rz.— Rz, ) + i{lmz, + Imz,k = 2
J ok J o= ( J k7 E Jo T3 M)

1 1(1313211 + Tz - 2)) .

e - I n — = A .
(Rzk sz, + 1(Emzj + Imzk A7) ]zj 7 2z e

Si €4, k€A le terme (j,k) est s

1 : 1
7 -5 -t Tz oo O » eedudes.
Jj ok J

k

Done s
(Imzj +-Imzk - ZA)
6(}&31’1) = z B,jk . 2
1€ 3.k¢p Izj - %, - x|
S ((3,%) € 4)
Bjk =0 &> ((Jea, kea) ou (jea,kean).
= e s t
By =1 &= ((J,k) € AY) .

Donc : ofl),u) est une sommé de p2 quantités

(Iﬁzj - K) o (Imzk - K)

B, :
% (Rey - k2 )? + ([mz-0) + (ngy - 2)°

Chaque quantité est ( 53?%”3) .
Ny

Mais il v en a une 3 {3,k = jo ou 3

| Tnz, = A = 6(x,u)5

+.

I - 17¢
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‘ s 1 N
ggale 2 m N dlou le lemme 1,

Choisissons 0 ¢ p_ € C(R') :

N

“~ 2p5 4P5

TN — >

pO(X) =1 po(x) = 0 .,
Remarquons que, au voisinage de {(u,\), A = Imz, I‘p(z,u) =0} =7, 6(>\,u)_1
est trés grand, donc :

po(0'<7\,u)/1 + 1) =0

On peut donc définir ;

po(c(K,u)ﬂ + 1) e’
en posant po( (x,u)/1 + T)‘E 0 , pour (K,u) Ev .

DEFINITION,~

?O(G(K,u)/i + T)

1
T+

j?(m,k,u) =

po(c(k,u)h + 1) dn
1

2K1+T)

Ve . oo 5N\ rd 3
On remarque que le dénominateur # 0 (donc [ €7). Dtune manidre plus précise :

Soit X{t,u) € R 1'ensemble des )\ € R tels yue : ET%;;> RIS T&; et
1

&(n,u) ZrzTT%ETE . Je dis que(ﬁesure X(T,uD Z'ZTTI§7"
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(Bn effet 3 ily a u plus p/2 racines avec Imz > 0 et chacune enldve de

1 1 . 1.
[ETT;;7 T o 1  au plus un intervalle de longueur éfTI;Tﬁ) .

2
Dtautre part, si ¢+ A\ € X(m,u) = G(K,u) $AE§TX~;7 KY 2P3<1 + T) » Donc
b4

oln,u) 3 c(k,u)
A€ X(T,u) == - /6 277 =D fo (—;:;——) >1 .

I1 s'ensuit que :
T

T+t
‘[ ' gcxo(h,u)/1 + 1) dn 3 537%;7 .

1

2(?+T}

‘sont
Oon doit montrer @ - @ - B - @ du lemme du multiplicateur. (D, @!évi-

dentes.

LEMME 2.,- "Soit £ > 0, R(X,k,uT,...,up) G%fn , telle que R soit un poly-

nome de degré 2pf - 4 , en X . Alors, pour tout X , il 3 une fonction continue

cln,u), t.q.

DIE <o o) sG]

]1a> R(x,x,u) dx

24
- oo le(x + ki,u)

Démonstration (du lemme 2) : on va falre une induction sur X . Si X = O :

2pi-2 .
R(X,K,u) = X r-(Ksu)XJ E)
j=0 J
2pi~1
It (x i) 2% =24 0 T o (e

oh T, ,b. e €7 , Soient :



b(h,u) = max (9,2 Zlbjl)

r(n,u) = zfrj| .

. 2p4
ER O L P T PN PL N E

Donc

n@ oo -1 e
- 0 b ll—'pl - 1 J..)il_

Dl'autre part :

>2p£ , donc :

IFP(X + ik,u>l2£ ¥ é(K,u

o(n,u)
Jr+ e IB{W < 0L 2000) sGvu) P,
_'g(}\su) Fp

20 ! ;
. f Rd‘xg <achuu) shuu)™t .
P

Si K = 1 c¢n remarque que 3
O (...B _y_  polyn. de deg & 4p4 - 2 e
A1, 2£ - 4’18 3 *3els
* IPDI IFPI
Vu qgue :
d . 2
" St ,gg FP(X + 17\,u>l
G(?\.,U) = “‘2'7;{ f 5 ax
=0 ITP(X + in,u)]

Le lemme 2, implique que :

o(n,u) Dﬁ <achnu) sGnu)t .

I~ 20.
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Diautre part, a le support compact, donc il est borné, avec toutes ses

o

dérivées, Donc :

(3)

oo (g(h,)/1 + 1) DY < o ¢lh,u) 8(n,m)”!

Mais ¢ 6(')\,11) < ! 5 0—(7\171)
1+ 1

spo(1 + 1)

> 4p3 .

Done 3

1
8p3(1 + 1)

(4) si s(n,u) ¢ > fo(c(x,u) /1 +1)=0 .

(j résulte de (4) ,
11 nous reste & démonirer C) R

On remarque que : si 6(x,u)_1 > 8p3(1 + t) === po( ) =0 (d'aprés (4))»

Dans (3), on peut donc remplacer 6(x,u)_1 var g 3

(5)  pylolh,m)/ 1+ 7) D) <aChiue .

On a aussi s
1

e X
j§ S’O(c(k,u)/1 + 7) A\ D, <o cn,u)e
1 ,

2(1+1)
puisque t[ < longueur I x max, fonction.
I

Si 1l'on se rappelle que :

1
7 & const, (1 + 1) ,

(1+7)
J’ S O(.,.) an

1

2<1+T)

“On peut démontrer (3) sans peine.



I-22,
Ceci finit la démonstration.

3. Remargue finale :

la construction donnée ci-dessus est "canonique" ; elle

exprime q(X,a) s hj(a) comme des 1ntégrales de (f(y,b) avec des noyaux en

(x,a,y,b), ¢ . Il .en résulte que :

10, q,hj dépendent linéairement de f

2% 31 N est une autre variété dx, et T wun espace topologique, et si

f (x,a) :NxTxMxR —-R
u,v

9
(Wew,veT) est continue, ¢© en N x M x R, avec toutes les dérivées conti-

nues, en N X TxMx R, i1l en est de méme pour qu V(X,a) , (hj)u v(a) .
9 ?

30, Si X c M est tel que :

f| XxR=EO0 => q| XxR=0

Des énoncés plus précis sur la maniére dont q, hj dépendent de £, peuvent

8tre trouvés dans l'article de Mather, cité plus haut.
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CHAPITRE 1II.

LE THEOREME DE PREPARATION . DE WEIERSTRASS-MALGRANGE-MATHER,

1/ Un théordme de division locale:

Théordme de division locale: "Soit BT = {(xﬁg,.e9 X, t)} et

m

H

co co, M4
£ec (= t)=c (")
un germe tel que
otf aPre
£(0) =— (0) =0 si i<p et —(0) #£o0.
ot ot®

i

Pour tout g € dgtx, t), ils existent des q(x, %) € d:(x, t) et

a1(x),,,,, ap(x) € Co(x) tels que

P .
(x) g(x, t) = f(x, t) q(x, %) +‘Z:3 1P aj(x) ",

J=1

Démonstration :(Le raisonnement qui suit est du & HOrmander :)
On introduit des '"wvariables auxiliaires" (yo, y1,e.,, yp 1) et le polyndme
"odénérique®

b, & i
r(t, y) =t" +) 1y, t7 .
i=0

fe d:(X9 t) e dz(x, v, t) , et par germification, le théoréme de division du

chapitre I donne :
. p=-1 5
(1) £(x, ) =1(t, y) alx, v, t) +3 5t n.(x, y) .
i=0

"En posant x =y =0 et un comparant les deux membres :

; i
t2(a + 0(t)) = t¥ q(0, 0, t) + Y, m (0, 0) 7 .
GJ*H

Puisque a%@z%‘dmih@)%Othm(ﬂzO, Appliquons : _{
atd oy, (0, 0, 0)

aux deux membres de (1) H (O <3< p) H

3 3o oh,
d d dY, 1 :
0 =— (rt, v) g%-) +—(t7 q) + 1 5§§
ot9 i otY ‘ i
N y PR S
= 0, puisque J<p =40 si j<i
£0 si j=i

on, |
==3 la matrice (5§§)o est #0. partout sur la diagonale et = 0 d'ub cdté.de law
i - .



11 -2-

diagonale (j < i) .
oh .
Donc det(8§g)o # 0, donc les équations hi(X’ y) = 0 admettent une solution

v o= ¢(X) passant par (@, 0) = @(O) = Q.

En remplacant dans (1) s

£(x, t) =rt, olx)) . alx, ¢(x), t).

a(x, ¢(x), t) est une unité dans dZ(X9 t) et T(%, o(x)) est un polyndme par
lequel on "sait divisexr" (germification du théoréme de division du chapitre I)a Donc

on peut diviser g(xg t) par f(xQ t) g.e.4,

Corollaire., "Soit f(X9 t) € d:(xg t) comme ci-dessus. Il existe : un polynome
distingué
P(t, x) = tP +Zi:hi(x) g2t h, € %C‘:(x),
et une unité : u € d:(x9 t) (u(o) #0) .tels que :
f=Pu".
Démonstration : En fait on a déja prouvé ce coreollaire, au cours de la démonstration

rrécédente. Si 1l'on veut utiliser seulement 1l'énoncé précédent, on choisit g = P

et on applique le théoréme précédent
= £( ) al )+ S : J (x)
12 = £(x, ¢ x, t £ a.{x
9 q 9 J 1 J

En faisant x =0 et en comparant les séries de Taylor formelles des deux ¢dtés :

alo, 0) £0, aj(O) =0 q.e.d.

2/ Le théoréme de préparation :

Si M est un module sur l'anneau A, on dira que M est fini s'il posseéde un nombre
fini de générateurs, Si B —> A est un morphisme dlanneau, M devient B-module
par restriction des scalaires : bnm= u(b) m (définition)o

Supposons maintenant que A, B sont des anneaux locaux et que u est un mor-

phisme local, c'eést-a-dire que

u('nZ]B) < A
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En fait tous les anneaux locaux A qu'on wa considérer auront les propriétés supplé-
mentaires suivantes :

1) A est une Realgdbre (locale).

2) Soit R ~=—> A le morphisme canonique : ela) =a.1 (1€ 4) .,

On demande que la composition

R > A > g/mz)g
soit une bijection.

Scit A ——E—a B un morphisme local. On dira que u possede la propriété de

Welierstrass si

"Pour tout B-module fini M on a 1l'implication 3
. Ping N
dimy, M / u(‘%ﬁ) M <o == M est A-fini " ,

Lemme ¢ Considérons la composition de morphismesllocaux A - B —;fé Co 81 u et v
ont la propriété de Weierstrass alors v o u posséde, aussi la propriété de
Weierstrass”,

Démonstration : Soit M wun C-mordule fini tel que dimR M /& o] u(ﬂaA) Mo,

On remarque que :
M/voulmi) M —M /vmB) M —> 0.

Donc dim, M / inbB) M <o donec M est B-fini, e.a.d.s.

Pour un moment on va abandonner le cadre des R-algdbres locales, et donner le

théoréme de préparation sous forme parsmétrée (R-algdbres =—> d:(u) - algdbres),
Thécrdme :(Le théordme de préparation paramétré) "Considérons trois germes de variéiés
OO P ~ =
c (Xs O), (U9 @), (¥, 0) (source, parametres, but), et un diagramme commutatif
(o]
dlapplication C
F
(x, 0) x (U, 0) -———s (¥, 0) x (U, 0) —=> (¥, 0)

T T

1 2
(u, 0)
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(les fldches horizontales sont les projections naturelles)g Considérons les morphismes

d'anneaux
(=]
c (v, u)
T*
o0 o
Co(u) -;%‘CO(X9 u)
oA

1 (n F)

>(y).

» o 03 I k3 ~ O
Seit M un CO(X9 u)-module fini., On considdre M /qQ,CO{y) M comme

oo/ . . *
CO\u) - algdbre, (c'est la structure induite par n1) . Ona :

. o o = folel _ . .“'
dlmcw(u) M /rrq)co(y) M <o ==> M est Co(y, u) - fini" ,
v}

Démonstration 3 On peut trouver un plongement 1, qui rend commutatif le diagramme
P

| J

‘ N
XXUC""‘{""’YXR x U T = projection YxUm——n—a‘Ye

U

3%

oo

o0 (o]
Cc(y ; t19°°ﬂ, tN ; u) —_— Co(xg u)

23t surjectif, donc M est automatiquement d: (y'; £ 3 u) - fini, D'autre part :

i

M /fnLcc-’;(y) =Mu/(n Ff.)*rnzc‘:(y) M M /(n P)*-W])Ci:(y) M.

On peut."détailler® P comme suit :

Y X RN XU w3 ¥ X RNn1 X [ mre—3 ., —> Y X U,

Py Py-1
Cl'est clair que l'on a une propriété dlassociativité de "la propriété de Weierstrass"
qulon veut démontrer. C'est-a-dire qu'il suffit de montrer notre théordme pour chaque

(i M estun (Y xR xU) - module fini :

A%

dim M /m C“:(y) Moo= M est C (Y xR XTU)~Ffini) .
¢ (u) ’
0]
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On est réduit donc & considérer la projection :

YT XR XU u——E——? Y xU
U

et & démontrer notre théoréme pour le cas spécial P = p. Soient done Bypeees aq

un systdme d'éléments de M, qui engendrent M comme d?(y, t, u)- module, et
M /qq)co\y) M comme Co(u) module.
Donec, pour tout a € M, Eg
o * o0
c,(w) € ¢ () et z.(y,u, t) € (xp) (Mc ()

telles que

a=y ci(u) a; + z:: zi(y, u, t)»ai

1

— ] 1] N i —
(2, (y, u, t) = Eg] zij(y) zij(y, u, t) ol g ij(O) =0) .
En particulier :

£ a, = z:: cij(u) 2, 4—223 zij(y, uf t) 8 -

1
Soit A = det (% 6ij - cij(u)‘- Zij(y’ u, t)) € Co(y9 u, t) . On a (Cramer)

A ai =0 donc AM=0, Si A estune unité, M =0 et on a fini, Si A(G) = 0,

on remarque que les propriétés des Zij impliquent que :

1
@QA ®
‘“E'(@) £0 pour un 0 < g' < q .
ot
En effet, on a : . .
5™ o
"'"""j‘: Z'(Y) Z"(Y9 U, t) l = Z‘(O) '_‘_{ Z"I = Q
3t O o ©

q 4 g-k
A=1%" ¢ kzu‘ll Pk(cij<u)’ Zij<y’ Uy t)) t
ol Pk est un polynbme, On a 3

9 =
5T Pk(cij(u), zij(y, u, t)? = 0 e,a,d.s,

I1 Jdoncun 0<qg'<qg , tel que



qi

d .
9_€$ (0) £0, 2L ) =0, 0 <i<aq'.
ot : - A

Donc, d'aprées le théoreme de division (germifié) : tout g(y, u, t) € d:(y, u, t)
stécrit :

4’ qr-i
ey, u, t) = aly, u, t) aly, u, t) # Y ) t° a, (u, ¥) -
_ iz

Done d:(y, u, t) / A d:(Y9 u, t) est d:(y, u) - fini, Mais vu que A M = 0,
(so] (o] (=]
Ca(y, u, t) opére sur M par l'intermidiaire de Co(y, U, t) / A Co(y, U, t) Donc
M est en fait un d: (y, u, t) / A d:(y, u, t) module fini . Il est donc aussi
OO
Cv(yy u)—fini g.e.d.
En prenant U = un point,on trouve le : (vrai)

z N Ve '3 . - 7 7’ oo
Théoreme de préparation : "Solent X, Y des germes de variétés C  gyutour de

0¢X, 0¢Y, et :
(%, 0) —— (1, 0)
un germe d'application d”, et
*

f

(x) d:(y?

le morphisme d'anneaux induit.

o0
Soit M un CO(X) -module fini.

Alors f* possede la:propriété de Weierstrass :
* co [oo]
dimR M/t (nyL Co(y)) M<o ==) M est Co(y) - fini ", ( Mm?_%f«m%z,).

3/ Formes plus précises du théordme de préparation :

On commence par quelques préliminaires algébriques :

Le lemme de Nakayama : "Soit A un anneau commutatif unitaire et I < A un idéal

tel que :V z € I, (1 + 2z) est une unité (exemple : A local I C ,A ).
Soit  : E —% P un homomorphisme de A-modules, S8i F est A-fini, on a
l'implication
«(B) +I . F =F => «lB) =F ",
Démonstration Soit f1,aa., fq un systémebde A-générateurs de F. Notre hypothése

nous dit qu'ils existent des 8, 9eney eq € B, bij € I, telsque :



I (-
fi = Ej bij fj + a(ei) “
On remarque gque det(é.. on b..} £ 1 41 donc la matrice (6.0 ~b,.) est inversible,
ij ij iJ i3
o e.a.d. S.

Corsllaire. (Autre forme de Nakayanna) 4

4] . .
Soient I < A comme ci-dessus. Soit, aussi M un A-module fini, On a 3
IMN=N == M= {0} "

Démonstration : On applique le lemme ci-dessus & l'inclusion naturelle 0 € M.
. o o . 0 P
Corollairs, CO (X) = Co (r ) n'est pas un anneau noethérisn .,
Démonstration, On sait que
mﬁ” ﬁ: (X} = N ﬂzl 5: (x)~= { 1*idéal des fonctions qui s'annuléntiainsi que touies
leurs dérivées partielles, au point 0} # O.
o0 [>v S o] o o0 (o o] o o0
{3, = . . fi s e Lo
Or Cé\x> m, CO(X) m, ¢, (x). si Co(x) était noegherlen? m, CO(X)
serait d:(x) - fini donec, Nakayanna impliQuerait”%nUm dj(xj = 0,
Soit A un anneau commutatif unitaire et p < A wun idéal propre. A  est un
anneau topologique si on le munit de la topologie "p-adique", pour laquelle
2 3 k
PO2DP 20 DcescoaDP Dooons
constitue un systéme fondamental de voisinages de 0. Cette topologie est séparée si
et seulement si g

oo i

P = A p = {0}
3 =1

Si A est local, la tepologie ?UWLA - adique® s'appelle "topologie de Krull®.
Si M est un A-module on définit la topologie de Krull sur M en prenant comme
systeéme fondamental de voisinage de Q € M 1les qn%(A) M.
On peut montrer que, si M est A-fini et A est noethérien, M est séparé.
pour la topologie de Krull.
A - lim 4 /m)k(A}

s'appelle le séparé-complété de A, On a une application naturelle

» S

A ———>
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L2 complétion., Si A = d:(x)9 A = R[[x]] = 1'anneau des séries formelles en
X = (x190009 Xn) et " = 1'application qui consiste & associer & f sa série

(formelle) de Tayler & l'origine.
Si M est un A-module on définit, de la méme manidre le A-module s
- . k
M= lim M /o (a) M.
{__.,
Si A —%E=é B est un merphisme losal, u est gontinu pour la topolegie de Krull, et

»

induit, d'une maniére canonique, un morphisme A __§_> g .
Dérénavantg les anneaux locaux qu'on va considérer sersnt des R-algébres telles
que
1) m(a) est a-fini
2) L'application composée 3 R —> A —> A/qm(A) est une bijection.,
Lemme 1, "Scit A comme ci-dessus et M un A-module fini., Soit, aussi M' C M

un sous A-module. On a ¢

dim, M / M* Cowe=> 3k € N* tel que M' D "nzlf(A)Mm

Démonstration. Puisque dz(A) est A-fini, 'nzk(A), est aussi A-finl. Donc
k, k+1 k k
oy )/ m () = )/ ma) mg(a)
est A/’?’)?)(A) = R-fini. Donc 3

A /fnLk(A) est R - fini .
{Ceci résulte par induction, & partir de la suite exacte 3

0 —> 'TTbk‘1(A)/ ’)’)?)k(A) —> 8/ ML) —> 4 /7)2)1{-1(}&) —>» 0).

Pour voir &= % On remarque que Ms/fnzk(A) M est A /‘ﬂ&k(A) - fini, donc,
d'aprés la remarque de tout=a-l'heure R -fini, é:# résulte de la suite exacte :
M /’n’bk(A)M —> WM /N —3 0,
Pour voir =—> on remarque que les OQF(A) (M / M') forment une suite décroissante
d'espaces vectoriels de dimension finie. Il existe donc un k, tel que :

K

my &) /) = ) @/ ) = ) () (n/wn)
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Fax Nakayama g
fr@k(a)‘ (M /) =0
o k o, k k k
Mats g (ad(m /w) = (ma) W)/ W' A e () M. Dome  M(A) Mo M. qee.d.

Soit pc A un idéal d'un anneasu lecal. p est appelé idéal de définition s'il

satlisfait & l'une des deux conditions équivalentes ci-desscus
i) Ia topologie p-adique cefncide avez la topologie de Kruil,
I *'s k -
ii) 4k tel que : WQ,(A)<: P .

Le lemme ci-dessus implique le ¢

11
Corollaire ¢ pC A est un idéal de définition si et seulement si :

dim_ A/p < oo "
R
A .
Remarquons gque, dans le cadre ol en se place, A est de nouveaun un anneau

local, en fait une R-algdbre locale satisfaisant & nos axiomes 1 2 et de plus
b4 ? 9 9

on a des isomerphismes-canoniques

L/ M) — s /) .

I4 s o s z o . - Ve £yF
\Bn fait, si B est un anneau quelconque et p € B un idéal maximal, le séperé-compléié

B (pour le topolcgis ‘p-adique") est un anneau local et :

MB=p ).

n

Sang faire appel au théorédme qu'lon vient de citer, scient x ,...,, X un systéne
op H 0 Py

s

ds  A-générateurs de ﬂb(A)o On a une surijection cancnique

R{[xq,”w xn]] —> A —3> 0.

Done A est toujours le quotient d'une algébre de séries formelles.
A est local parce que tout quotient d'un anneau logal est local, Clest trivial

A &N B S
que 3 A/V%(A) * R, ‘ﬂb(A} est engendré par les images des x;. Denc A ‘vérifie
neg axiomes,
Remarquons, enfin ue dans le contexte ol on se place, tout R-homomorphisme est
¢ ’ :p g p

automatiquement local 2 S1i A -~ B on a un homomerphisme non-nul :
” ? P non-nut

A/ (M) —s 3 /M) =R .
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Puisque cet homomorphisme est non-nul, il est surjectif, et comme il est de toute fagon
injectif s u_1(‘ﬂb(B)) = 7Z(A) e.a2.d.8,

Lemme 2."Seit A ~Eé B un homomorphisme (local) et M un B-module fini., On suppose

aussi que M est B-fini .

On a » . . R

dimp M/ {a)) M <o &= dimg 1@/ u{ My (4)) M <o "
Remarque, & est automatiquement §~fini, en vertu Ae la proposition 16 Bourbaki,
Algdbre Commutative ch. 3 p. 51,

Donc 1l'hypothése gue "M est B-fini" est inutile,

Démonstration, Dlaprés le lemme {1 il suffit de montrer que :
k N A » k » N
a(My(a)) o> MBI M & uwlmM) u > m, (8) K.
Soit M' M un sousmodule , Modulo  (B) M (m,"(B) M), M et M "sont la

méme chose", donc : on a :
I\I *»n A »n Al
(W + m @) u) / My )M (s A @) M) /o (B) B,

(Ici, par abus de notation, .M' © M ne désigne pas le complété-séparé de I, mais
le sous B-module (de M) engendré par l'image de M' : M' = M' B).
Soit ¢ M' = u(‘ﬂb(A)) M, HM' + ‘”EP(B) Mc M est un fermé pour la topologie de

Krull {puisque q@f(g) M est un voisinage de 0 € M). Il en résulte que :
w4 M (e) Moo= mya) m+ M) M
(puisque ce dernier module est emboité entre M' +~’ﬂbr(B) M et sa fermeture), On

a donc _
() 0+ MEE) W) /I N —> () W+ TFE) W) /7T E) h.
Supposcons maintenant que

VZ(A) M O 'n?)k(B) M et prenons : T = K+,
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On a g
(7 (2) u + st ) ) Jgy B M e M (B) M/ w&k’”(}a) M

plongemsnt l

2 naturel £ ~

() e 7 E) m) / m) S Em mG) B MG k.

La ligne supérieure se passe dans M /F‘@ék*i{B) ﬁ, - tandis que la ligne inférieure
se passe dans N /’q§k+4(3> M. L'existence du plongement i, impligue l'existance
d'un piongement J :
k K+l oy o > 2 k+1 <2}
%gs}m/w& (B) m > (7, (8) u + 7, (B)M)/% (B)m
Done
fnzgk(B) B oe—s a(a) M+ () m.
. . k N A
Appliquons Nakayama & 4723 (B) Mo oet A, (B)M n ’IZ(A) M > ,% (B) M .
{On remarque que ‘ﬂ& (B) H o est Bmflnls puisque M et GQ)(B) le sont).
On a 3
k A »® k £y A D D
m, (B) b = m,"(B) m nom(4) 1
done g
& .Y k A b
mia)m > @, (B)u.
Dans 1l%autre sens, la démonstration se fait de la méme facon.
Lemme 3. "Dans les mémes conditions qu'au lemme 2, si dimR M'/ u(fﬂ&(A)) M < oo,
i /u((‘nb(A)) M ——> H/ u(*)?&(A)) i
est pijective.”

Démonstiration, La démonstration précédente nous fournit un isomerphisme 3
- Koy SR ko oy o
M) u /o (B) M %(A)M/O‘IZ (B) M -
On a 3 -

n /(e u o= o/, @) w) [ Cap,a) m /o, EE) m) ond s
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- LE THEOREME DE PREPARATION DE WEIERSTRASS DANS .LE - CAS FORMEL -

On commence par rappeler un vieux theoréme d‘'Emile Borel

Théeréme de Borel "L'application de Taylor

oo To:
co(x) —

> R[[x]] = ©
est surjective,"
Ce théoreme est un cas particulier du théoréme d'extensien de Whitney du chapitre
suivant .
Soit
u ¢ R[[y]] —> R[[x]]
un merphisme de R-algébres, D'apres le théoréme de Beorel, il existe toujours un

£ € d: @(XQ Y) = espace des germes d'application ¢ oz —3> y, tel que f* = U,
F 9

L'analogue formel du théoréme de division lecal®. "Soit (x, t) = (x1yo.09 X s )

¢t o9 € BR[[x, t]], tel que :

2

-@(09 t) = tp(ao 4o, T +a. t7 + eoo)

1 2
aveds @, % 0O, (ai € R)o
Pour chaque ¢ € R[[x, t]], ils existent des p € R[[x, t]], = € R[[x]]

{ s

Vo= 1,000, p) tels que

Y p-i
— "
¢-'<PP*"Z R PP
Démonstration. D'aprés le théoréme de Borel ils existent des £, g € d:(xg.t)
tls que g T f=9 TO g =4¢ (TO = série de Tayler, formelle, en 0).
On peut appliquer le théoreme de division locale (d?), e.a.d.s.
A partir de ce théoréme de division local, en procédant tout & fait comme dans
o rd o
is cas C on déduit s

Le théoreme de préparation formel : "Tout morphisme de R-algdbres -

°

R[[y]] —— =®r[[x]]
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possede la propriété de Welerstrass,

Clest-d-dire que, si M est un R[[x]]-module fini, alers

dimgy M/'Y\Z(R[[y]]} Moo =3 N est R[[y]]-fini " .

Une forme plus précise du théoréme de préparation : "Soit

(x, 0) ——> (v, 0)

un germe dfapplication dmg et 1l'application assccide ¢
(2] [oe]
€ (x) &— ¢ (y).
@] * Q
£
Soit M un d:{x)mmodule fini, et Bisoees aq une famille d'éléments de M. On va

A ”»

désigner par Qig a
u/ ), ®[[y]] K.

Les deux affirmations suivantes sont équivalentes, s

X . } o
;o 8, les images des a, dans’ M /4@ Go(y) M, M,

i) les 8 engendrent M comme d:(y)=moduleo

ii) les EJ engendrent M/OQ,dz(y)-M comme R-module (= espace vectoriel).

&

Si, en plus, M est R[[x]]-fini, (ce qui, en fait, est teujours le cas, en
yertu diune remarque antérieure)9 elles sont équivalentes avec 3
iii) les 8 engendrent M comme R[[y]]-module,

iv) les .aj engendrent M/”ﬁéR[[y]] M cémme R-module®,

Démonstration, (i) == (ii) est triviale, Si (ii) est satisfait M est
EZ(y)wfini d'apres le théoréme de préparatien, Seit M' < M le d:(y)—module engen-
dré par lss é1g00¢9 aqe
On a 3
Mt ME ) M =u

On peut appliquer Nakayama (puisque M est ‘5:(y)~fini 1) et on conclut que M = M.

D'une manidre analogue, (iii) €=» (iv). {Théordme de préparation formel +.
Nakayama).

Enfin, les lemmes 2, 3 nous disent qué (i1) &= (iv).
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Corollaire.i."Soient £, f comme ci-dessus, et Py cpq € CO(X)"
Les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

i) Ies (’01 engendrent CO:(X) comme Cog(y) = module.

ii) Les

§. engendrent Coo(x)/ﬂ%(tw(y). ¢(x) comme R-module.
1 o .
iii) TLes 9, =T ¢, engendrent R[[x]] comme R[[y]] - module.
iv) TLes 9, engendrent R[[X]]/%R[[y]] . R[[x]] comme R-module,"
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Corollaire 2. "Scient f, £ comme ci-dessous. Soient M, N des ~c°:(y),

dj(x)- modules (respectivement), N, M &tant finis, et

o ¢ M ooy N
un morphisme linédaire compatible avec f*, On a:
a() + £ m, () W =¥ => o) =5 .
)
Démonstration : On a
oc ) * 0
M /M) u—> N /£ ) N —> o
Vu que M/ OQb.d:(y) M est un dZ(y)/¢Q)dZ(y) = R-module fini, ceci implique que
> * . w )
dim, N /£ 7, (y) N < e,
Le théoréme de préparation nous dit que N es% 5:(y)—finio On peut donc appliquer

Nakayama, e.a.d.s,

4/ Premiéres applications :

Le théordme des fonctions syméiriques (Glaeser) :

Soit (Rn, O) avec des coordonnées locales (x15@,,, Xn). On va désigner par

VSP le groupe symétrique des permutations de (1,¢°a, n)c On a une action :

. X2 X3
Sn X CO(X)-‘f? CQ(X)'
définie par 3
n X £ =f(Xﬁ(1)’9¢,o, X’IT,(X)) -

.On considdre aussi les fonctions symétriques fondamehtales :

G, =L %

@
!
™
%
M

it
]
¢

fe dj(x} sera dit symétrique, si pour tout =x € Sn A
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On a le théereme :

. oo )
ngi E'Co(x) est symétrique, il existe un g € Co(x) tel que
£(x) = g(o1(X), oy (x)5eany o (2))

Démonsiration., Censidérons y = (y1,00G9 yn) et l'application o ¢ X -3 Y donnée
par y, = Gi(X>o Soient »P1<X),,°a9 Pk(x} les pelyndmes en x, ol chagque x,
apparait avec un degré < n, Il est facile & voir.que Pﬁ(x)goeog»Pk(X) engendrent
R[[x]] cemme R[[y ]-module(ici on considdre

a

of + Rl[y]] —>R[[x]] ,

qui définit une structure de R[[y]]-module sur R[[x]]).

; Dlapres le cérailaire 1, .P1(X>,oe¢9 Pk(x) engendrent‘ d:(x) comme d:(#);mgw
dule. Donc quel que soit r(x) ¢ d:(x)9 uils existent des gd(y}gooo, gk(y)9 tels
que 3

F(x) = ) | gi(61 (x),cc0 o (x)) P, (x),

_Suppasons gue F(x} soit symétrique, On a3

zij T X B

TE S gi(0<x>)

F(X) = T = z: — z: T X Pi(X) o

1

Z § T X ‘Pi(x) est un polyndme syméirique, et en lui appliquanf’le théoreme de
T B
Newton, en a g.e.d.

Applications génériques de R? dans R? :,(Whitney)

MSeient M, N deux variétés ¢ compactes de dimension 2. Dans ‘dw(M, N) il
existe un ouvert dense R Cidp(ﬁ, N), tel que si f ¢ @, pour chague p ¢ M, £
peut-8tre décrit (i un changement de coordomnées locales, prés), au voisinage de p,

par l'une des trois formes suivantes :

1 (immersion) y‘i = X1 s yz.z X2
. ' : 2
IT (pli) Vy=E L, Y, =X
= P 3
III (cusp) v, =X, z Y, =x, X, 4 X"
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Démonstration, On commence par remarquer que, dans 'dw(M, N)9 1'ensenble Q? des
£ dont le rang est partout > 1 est un ouve;t partout dense, Céci résulte tout de
suite de la iransversalité (Them) : censidérons dans JW(M, N) la sous-variété
z CZJ1(M9 N) correspondant aux 1-jets qui ont la propriété que toutes les dérivées
d'ordre 1 s'annullent. Alors : f € Q (fe ¢, W) = 31 f(x) ¢ ¢ (V x € M).
Mais, vu que |

codimension & = 4 > dim M
en a : Image j1 fN=¢ & j1 f est transverse & I, e.a.d.s,
Si P € Q, on peut toujours suppeser (localement) que F est de la forme :

V. = f(x19 X2)

1 17 2
(En effet en supposant par exemple Que F est : ‘y1 = f1(x1,,x2), y2 = fé(X1,,X2),
of .

1 4
5;;(0) #0 on peut résoudre v, = f1(x1, x,

source : des coordonnées (locales) (x

) -2z =¢ly,, x,) et passer, & la

)0 X2) aux coerdonnées locales (y1, x2)°)

Dans Q1 je considdre Q C:Q1 défini par

2 .
si p €M est tel que g—;(p) = g_g(p) =0

2 ox
2
s 02f 53f
dx, 0x () £0 et ‘—g(P) # 0 (appelons ceci la "propriété ")
L 2 0x
2

Q est ouvert et demnse,
[Démonstrationa(Elémentaire,; il existe une autre démonstratien utilisant des variétés

ien choisies de l'espace des jets) . Il est facile de voir que, pour tout voisinage
de coordonnées compact U = {(x1, xz)} de M, 1'ensemble des f € Q@ qui sont tels
que

§ a) F | U est de la forme y1 = xq, ,y2 = f(x1, Xz)
b) £ satisfait & (w)} est un ouvert (de dw(M, N)).
I1 nous faut montrer, alors, que, si p ¢ H FcQ, il existe un voisingge

PE€EUCHM et un voisinage F € WC Q, tels que, tout G € W puisse étre approximé
par un F' € W tel que W' U satisfait 3 (w). .

Ceci résulte du lemme suivant
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Lemme : "Soit f(x1, x2) € Cm(RQ)o L'ensemble des (kq, Moo K39 h4), tels que

e _ 3 2 _ 3
x2) =f SR %, .k3 x, K4 X

ne satisfait pas a {w) est de mesure nulle (dans ‘R4) ",

2 2.7
. ] 1 i
Démonstration. Ecrivons que off ot 0o £l o
0X g 2 0%, 00X,
2 0x 1 2
2
r
s
A =
2 3%, 0X
1772
2
] - - - 2 _ of
X1 ~K2 X1 2K3 X2 3h4‘X2' ; 5
X..
2
3
. 97t
2 - =
Py T Oy M =
*2

I s Fd * =% » » 03 oo N Z
On peut considérer ces trois équations comme définissant une application C (depen«

dans du paramdire x4) H

) > - (a Ay)

(XQ9‘X @ 4$jk29‘)3

2

On considére

Kﬂ)‘--—;€> (\

?(X1, %, " kz,,h3f xA) définie par :
=& = .
(s Ay hs) A4(X1’ L), A=A,
Dlaprés Sard l'image ¥ est de mesure nulle,
: 2
. : cas oL of !
. n . - [ g g 4 ——— e t—
Si l'on cheisit (k1, xg, AB, XA) ¢ Image ¥ on'az évité que ax1 axz ’ 6x2 v
ézf' N .
s'annullent & la fois, e.a.d.s. |
©X2

On veut montrer que le Q qu'on vient de définir, satisfait aux conditions de
1¥énoncé,

On a trois cas possibles :
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I' s S;f(ﬂ) =g (on en réduit alors, facilement, au cas I de 1'énoncé)

II' ¢ ax o) =0 et (o)%o
éx2
o%r
IIIt (O)-—=—§()=@
‘éxz

On va montrer comment II' = -II,  III' == III,

1T On considére

*

F :co(y) — CQ(X)°

Je dis que 1 et x constituent une R-base de 6:(X)/4?}d:(y)95:(x), En effet, divi-

2
oG . N ; _ _2 [
ser: par 7zce(y) revient & écrire X1 =0, =90 (et f(@,_xz) = X2 (a + O(Xz))
avec o #0 3 on fait donc, aussi X; =0), ’

D'aprés le théordme de préparation 1 et z, engendrent dj(x) comme

d:(y)—moduleo Bn particulier, ils existent des &, V¥ ¢ d:(y), tels que :

X2 = @(x19.f) + 2Y(X1, f} X

2 2

On a clairement : @(O) = T(O) =0,

En reprenant maintenant les choses & l'autre bout : on change les coordonnées en

1
x, - ¥(x .f(x)>)

2 2 2 17

—

__\N

S—
|

sl

i

sl
1

Quelque soit ¥ (avec ¥(0) =0) ceci représente bien un systéme de coordonnées wvu
gue —_— e —— = 0)0 On a
(x')2 =2 -2 Y(x1, f) X, + Yz(x1, £),

2

v

hd

=<b(x1,f)

Donc, si l'on passe de (y1, y2) a

=
Y159
2
| -
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') représente bien un systéme de coordennées loca—

on a gagné, a condition que (y;, Y5

. . . . o0&’
les Ce qui se voit, comme sult : on a besoin de montrer que ———(O>v 0. Or en re-
8 ay

2

gardant 1l'identité ci-dessus pour x, =0

1

2 _ _ :
x, =20, £(0, x,)) +2 %o, £(0, x,)) x, .

Vu que f(o, x2) = O(Xg) et que @(O) = Y(O) =10 on a 3

. _ 3 .
2 v(o, f(o, X2>) x, = O(XZ), donc :

2
2(0, £(0, x,)) = 0(x;)
ce qui implique %%w(@) #0].
2

IIT! on a :

2 2 3
>f d°f 3% d7f
=—(0) = -—=(0) =0, - - (0) £0 £ ~z(0) .
aXZ dxz dx, Ox ' de
) 2 1772 2

Comme c¢ci-dessus, on trouve des :

co{. )
®, ¥, 8¢ C_(y), tels que :

3_“ 3 k £ 2
% =o(x, f) +\1/(x1, ) x, +3 @(x1, £) X

(19 XZV xg est une R~base de 6:(X)/Wb Co;(y)e d:(x)9 e,a.4.8.,). On a
®(0) = v{0) = 6(0) = 0.
Br effet, en faisant x, = 0, on est cbligé d'aveir &(0) = O puisque ”XZ

n'a pas de ierme libre®,
2(s, £(0, x,)) = 0(£(0, x,)) = 0(x2)

=2 ¥(0) = 0 puisque xz n'a pas de terme en % Alors ¢
¥(0, £(0, x,)) = 0(x))
—> 0(0) = 0. e.a.d.s.

Je commence par mentrer que, sans perte de généralité on peut suppeoser 0 =4Q,

On commence,. alors, par considérer un changement de coordonnées :
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R
x1 = x1

| J— - olsy . .
‘xz‘— x2 :@(xig 1)

{(x, xé) est-bien un systdme de coordennées, puisque 0(0, £{o, x,)) = O(xz)) .
‘Par rapport i ces nouvelles c@ordmnnées,,nctxe P s¥éerit
ya”?
—f(x(x )):f@ ).
2

¥
Je dis que §%§f(@>,=v 0% - (0) =0 et
2 d{xt )

EHRES a(x!

(Bn effet 5 £'(x'(x)) = £(x) dene:

(puisque (0, xz) = o(xg}

: . ' 3 % oAt

0 4 % .(af' ) azfﬂ‘ N IR A S
dx, 0X_ 0%, ‘0x! Ox. ax 3% 2 dx, 9%,
1 %72 1 %2 %2 ox g? 2 o(xp)® "T1 T2

=1 = @

. 3 x° 2
af! 2 0°f? .
£0,

t- ¢ v !
0x) 90X axz‘ Qx1 ax2;

e.a.d, s, )

¢
0'\)

D'autre part s

o £) X+ @3(x £) = [olx

(xé}B = XZ - ’5‘@(5{1 ) x +3 o(x, .

)+ @3(3?1 5 f)] +

+ [Y(x19_f) +'3®(xi, £)] (xém+.®(x1§ £)) =e,(x, £v) 4-?1(x'9 £1) x5

Pour ne pas coempliguer les notations. on remplace x19 5 s @19‘Y1 par § §*? =
. i R
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X!’ X,., &, ¥V, mais, mainfenant 0= 0,

29

Ja dis que §%~ (Y{X f{x%Q XZ)) %10 . En effet : en regardant les séries

39

Tayloriennes formelles des deux termes de 1'identité encadrée, ci-dessus :

=~~{@} # ] {puisque c¢'est le seul terme du ¢dté droit qui peut produire

éyz
° )
un - X, /e
. ®:an A o0 oo » > °
=3 T oy, X, + ‘ (e #0)
isque dans le membre gauche on a xgg seulement, « %1 xg doit s'annuler avec
7 . ;
quelque chose, Ceeci cblige %}E A0 {ob wi(x X %, ) = 19 (x1, x2))o

1

On peut donc considérer un changemeni de coordonnées

X; = Y(X,‘ s £)

0n a 3

3 3 ¥4 y o
i — - . . N H 8
Qx 2} = x2 = Q\X19 f) 4-Y(x?, f} x2 = @{X1§ ) x1 x2 .

On a donc gagné si l'en change les coordonnées en y @

[ - )
V] ?(y19 yz)

Y ,
v ~’@(y19 yz)o

{11 nous reste & démontrer que (ygg yé) est un vrai systéme de coordonnées,

On sait que

0¥ 0 ¥ o f
ay2(0> # 0 # ay1(@) 5 2(0) éx1( } .

Dlautre part, en écrivant que le terme en x, de 1'identité ci-dessus est nul, on a :

1

3@,y 0 f
5y1(o) 3 2(0) ?(G)
On y ddduit %§§(0) = (0) /22 57, 2 (0) = §§¥(@) *>§§§(0)-~ °y2(0> 2 2(0)

qoeﬁd@)@
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Actions de groupe plus générales Soit G &> G L(n9 R) un groupe de Lie compact.
Soit x ¢ Rr‘ D'aprés la théorie des invariants (Hilbert), il existe une application

polynomiale homogéne p s Rn — Rm y , telle que, si R[X]G CZR[X] désigne

les polyndmes invariants, on ait

s

G
a) p = (p19,a.9 pm) »oopy € R[x]".

@

) Ia suite :
¢, p*
0 &«— R[x| &= R[y]
est exacte,
Proposition, Supposons que G posséde la propriété suivante :
(H) =i 1'cn considdre

»

R[[x]] «E—— R[[y]

il existe un nombre fini de polyndmes Q19,sa, QR € R[x] qui engendrent R[[x]]

comme R[[y]]-modulie.

(Exemple s G = le groupe des permutations de (x19°¢,, xn), n=1 et G le groupe

Z / z Z actionnant comme (X) —> (_X) oo o0 )

=§

o *
0 &— Co(x)G P - cc:(y)

est exacte,

Ceci généralise le théordme de Gleeser (et Se démonire de la méme facon).
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APPENDICE AU CHAPITRE II .

Le théoréme de préparation dans le cas analytique-réel.

A-partir du lemme donné ci-dessous, toute la théorie précédente se transpose

mot-a~met, dans le cas analytique-réel.

Lemme (de di?isian) local 3z "Soit ¢ f(ug t} = f(uigoGO, ung t) £ Cz (ug t} = gnneau

des germes de fonctions analyiiques réelles, au- point 0.
Seit

, . ‘
r (t, x) =P £ x P l.
p — i

® ,
51 afu, %, x) € Co(ug t, x), r, € Cz(m_9 x) tels que :

p "y
flu, t) = Pp(tg x) qlu, %, x) 4»2jj P ri(ug x) ",
. o T

Démonstration : Soit f(u, t) un représentant du germe ‘f(ug t)e On peut le comple~

n+1 )

xifier (u, t €C Ce sera une série entidre convergente pour |u|, [t] L e .

On choisit & > 0, tel que si ]x1,< & 1les racines de Tp(ﬁ,'x) = 0 sont de module
inférieur & ¢/2. BEn appliquant 1'identité fondamentale (ch. I, par 1) :

¢ ) | Sz T, XE{ 9 d
f(uy, C)dC . _Lz?j tp—»ﬂ f 31 (Cs X/ 3\ C) L
FPQCg“X)QC - t) 271l Pp(C9 =)

G

€ - 8

=3

- 1
f(u9 t) = -2*;:: I‘p(t9 X) f
c

ol Ca est le cercle [Cl = g,

Il reste & montrer que 3

_ v [ £(u, t) d
alu, £, x) = 53 f F g, ¥ (- %)
¢ P
£
y r, (g, x) £w, ¢) ag
I‘.(u9 X) E ' 9= 3
J 27l r (¢, x)
¢ jY
€

sont réelles {pour wu, t, x réels).
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En considérant u, t, x ocomme des paramétres réels, fixés s
alu, t, x) = La somme des résidus de

£(u, t) ks g
Cj = N ook g :
$lz) Té(Cg St = %) a 1'intérieur du cercle |C| e o

Les résidus corrsspondant aux pdles réels sont clairement réels, Les pSles complexes

viennent sn palres conjuguéesSc.....



CHAPITRE III. -III-1~

LE THEOREME D'EXTENSION DE. WHITNEY .

‘s <z .. . n k X
1/ @énéralités. On a considérer un onvert Q C R, C (Q) = 1l'anneau desfonections
k k , . k
C sur Q,- Cd(Q) = l'anneau desfonctions . C ; & suppor®t compact (sur Q), Les
 fonctions seront . toujours suppesées & valsurs réelles mails la plupart des choses

ui suivent restent vraies si les valeurs sont dans-un Banach.
q

Soit E<Q un fermé, et. K € (0, 1, 2,..., ). Un jet de Whitney d'ordre
K est la donnée d'une collection f = (fk) % ¢ c®(r), k| <K, k¢ N'. La tota-
1lité des jets de Whitney d'ordre K sur E, est un espace vecteoriel _JK(E), muni

-dfune topelogie (BE.V.T.) définie par les semi-normes - (E1 CE compact, K' £ K).

Pl = swp [£5(x)]

1 X € E1

x| < &
(On a besoin de K' seulement si X = o0),
Avec cette topolagie, JK(E) est un.espace de Fréchet (complet).

si je N, |i] < X on définit llapplication linédaire :

£ ol x4
par (B f)z‘z (fj+z) (|z| <Ko= |j|) o On a un opérateur df%oubli™s
@) —s ) .

Dorénavant & sera compact.,

On va définir un ensemble CK(E)<: JK(E), les "fonctions de classe CK, dans le sens

--de-Whitney, sur E". fc CK(E) &= Vk € Nn, tel que [k| <K on € B, on a
\(uniformément) :
£
. 1 k (y=x)" Je+e
C lim - 1) - 20 = )] =0,
‘K%]k , :
X,y € E [X—y|

4N

X,y =X |Zl <K= [kl

Ceci veut dire que, pour tout e > 0, il existe Ul 6 > 0, tel qus, si X,y € E;
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XAy, |x-y] <&, ona:

£
k - K+ K-k
{f (y) - £X2¥2- T +£{X)i < e {x—y[ l I.
|2 <R k] |
oz ) Ve lyx ) P k
Y/ V=X ceoly =% L, 9000 5K +L
(il est entendu ici que : ﬁziélv fk+£(x)_g 1 £1, 2n' = kY 1Mm1(x) onon ),
E-3 10 @ g o o no
K k é‘kt
Bxemple, Soit g wune fonction de classe C sur E et D = T e On
1 n
00X, oo O X
1 n

définit le K-jet :

FE)oelE =0 ) (Ji] <X) (0° g =g).

La formule de Taylor, nous dit que :

g|E ¢ o (z).

D'autre part si E =Q il est bien connu que CK(Q) défini comme ci~dessus,
est la méme chose que ce qu'on appelle d‘habitude CK(Q)Q (Voir par exemple : "la
réciproque du théoréme de Taylor" Abraham Transversal mapping and flows, pp. 33
¢a résulte d'ailleurs, aussi, des théordmes ci-dessous). De toute fagon, dorénavant,
si B =Q, CK(Q} désignera l'ensemble des fonctions & sur Q.

Le théoreme d'extension de Whitney dané le cas fini ¢ "Soit EBE<CQ un

compact de Rn et m <o, Il existe une application linéaire, (continues voir la

- topologie du chapitre suivant)
o 5 ¢"(B) ~———s (&™)

telle que, si £ € CT(B) s

@fIE=1L ",

Le théoréme d'extension de Whitney dans le cas o : "Pour tout £ € dn(E)

il wn f € C(RY) tel que f|E = f.,"

2/ Un lemme de partition ¢” de l'unité : "Soit C <R un compact., Il existe

un ensemble dénombrable d‘'indices I, une famille de fonctions ¢ s

[} n '
®, € C (R -¢C), 1 €1 telles que :

1) 2 2 0.

_—
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2) {Supp @i§ est une famille localement finie, Il existe une constante
N(n) telle que chaque x € Rn appartient au plus & N(n) ensembles Supp @ia
3) 88 x€R -C: 20 (x) =1
4) 2 d{Supp 2., C) > diam (Supp @i)o

5) Il existe une constante c(k9 n)9 telle que s

le Qi(x), 4 c(k9 n) (1 + d{x, C)"!kl) »

Démonstration : Pour chaque p » 0 on divise R en cubes de c&té 1/2p par

les plans x, = éﬁil (j(i) € Z)o Définissons inductivement ¢
i 2p

KO = lL'ensemble des cubes 8 de la sous division p = 0, tels que a(s, c) > Yn.

K = l'ensemble des cubes S de la sous division p, tels que S & S' € K_ .
b p=-1
{quel que soit 8' ¢ Kpﬁi)y et que d(s, C) )_% = la diagonale de &S,
- 2

Soit I = U Kp ; Cce.sera l'ensemble deg indices i € I pour les @ie
p20

Seit v € C{R") telle que :
a) 0 L ¥ <1,

b) si Vi |z | <5 =>¥(x) =1

I N

c) st Fi lxi] P =3 ¥(x) = 0,

Si S €1 désignons par ls la longueur du cOté de S et définissons g

X=X
¥ (X) = ¥( S) (oh x., €5 est le centre de S)o
S zs )
34
Supp YS est contenu dans un cube de ¢&té -5 de centre XS9

Soient S €K , S'¢ Kq tels que S NS' 4@ . On remarque tout de suite

i)

gue lpwa=g 1. Soit S le cube de méme centre que S, paralléle aux axes, et de
38 .
coté -§§ . Pour que 8§ NS' 4@ il est nécessaire qu'il existe un 8" € I, tel

que SNS8" £d £ 8N 8. Ces remarques impliquent qu'il existe un N(n) tel que

x € R" touche, au plus & N(r) ensemble Supp Wse
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Désignons les S € I par 819 Sz,ooo

o
Définissons v (x)

@,(X) = e
i V¥ IXJ
Tel T

C'est une fonction C  qui satisfait & 1), 2), 3). Soit @i(x) avec 8§ € K et
y €088,  tel que d(y, ¢) = aly, “s"l) Seit =z € si.(e: Q si) le point de S, 1le

plus prochs de ¥. On a 3
vy 1 . I o as » 1 (Giam & o as
d(y9 Z ) $_2A(d1ag@nale de Si diag Si) -5 (diam Si - diam Si)

a(supp @, , ¢) 2 aly, €) 2 d(z, ¢) - aly; 2) 2 als;, €) - aly, 2) 2 diam s,
ml(diam§~=diams-)szdiémsmldiams = fifl—i>i iam {Supp @. )
2 i i’ T2 172 i 2 2 i’

Ceci démonire 4).

Pour démontrer 5) on ‘commence par renarquer que ;

< D eg(x) < Nn) .

S¢l
Dlaprés Leibnigz
YS
k k k=] pd
ID @il Ele T I Z:j ( ) D Y Eﬁ; o
T€I ‘
D'autre part
*5 c(k)
]D ¥ (x.)] < ]D \1/(——-—) <
g Ak

S
(puisque ¥ est donnée ...). |
Tout ceci, implique

2 2y (x)| < ¢, (x, n) z;"kl .

Donc, si S € K s IDk ®é(x)l S_Q1(k9 n).

Si- x € Supp @ on a

S’
a(x, ¢) < aln) Lg

(En effet "les cubes S d'une taille donnée ne sont pas plus lein que quelque chose

de C" : si x€8E KQ+T; alors 3
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d{x, ¢) < d(a U s,0)< M(n) — e.8.d, S,)
S EK 2%

P q,

958, ()] <0, (k, 0) (1407 @) alx, o)D) < olen)(r watx, 07y qsia,

3/ Le théoréme d'extension dans le cas fini ¢ ‘avent de donner la démonstration

on commence par quelques sorites ,
Seit EcCQ un compact et I = {fk} € Jm(E‘) On a une applications:

(a € E) 3 ) TI; -
J(E) ———=———sC ([R) 3
définie par :

o) = 3 (X‘a) £5(a).
k[ < m

Ou - aussi

CEY Ly ()

R
m . e
et J (E) ; -—-——-a——>-—~J—IE(—E) y définie par -
v m _m . .
RZ f=f =7 Ta £ ceci s'écrit d'une maniérs
"détaillée" comme

(R £)* - £5 - o lelek
a - a

Avec ces notations ¢

1
£ €CNE) @== lim -——-——c.l(Ri f\(y))kl =0
X,y € B I lm-w k
Xyy o —> XO

(Y|x| ¢ m) (uniformément)

Définitioné_. a s [0, ) —> [0, ) est appelé un "module de continuité" si:
- af0) =0

= o est continue.
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-~ @ est croissante
- o est convexe (&3V¥D,020, p4g =1 on a :
alpx + qy) 2 palx) + quly) ).
Lemme 1, "Si f € Ck(E) =» un module de continuité o , tel que :

Y,y € B, 26 R 3

L *“(z)mT £(z)] < of x-y|) (;x_z[ + |y-2|™)
Démonstration : Considérons [0 o [0,<m) définie par
I(R £)* ()]

B(t) = sup —

X,y € E IX~y| 1 ]
Ixyyl £%
XAy
e[ gm

B(O) =0, B est continue au point 1t = 0 et croissante., Considérons

FCRZmMpManBN défini par :
= (graphe BiA) U (*l:_?_()Y B =0),

o A= [0, diam E] < [0, ).

I1 existe un module de continuité o, tel que la fermeture convexe de F soit H

1
{t20, 0¢pgalt)).
On a 3 a1(t) g,ﬁ(ﬁ) .

On a aussi

 (s) - £(a) = 5 (=2 R ) (o).
k[ <m

(Démonstration de 1'identité ci-dessus s ceife identité s'écrit aussi :
m- ol mo,om

* " = ~

(*) TE- T T =T (Ry £),

(*) résulte du calcul suivant s

T (R £) = T C T £) = T £ - T (& T? £) .

On remarque que si g(z) est un polyndme (ce qui est le cas pour TI; £(z)), alors
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Tﬁ(Jm g) =2, ®.,8.d, so)e

On a donc 3

| | ik 3
|7 2(2) = T 2(2)] ¢ P IR (P
ikl Lm m m
Lelm ) e {x=-3]) (Jz-x[" #]z=-y])
- - V ) .
allx = y|)
Le lemme est démontré
Le méme raisonnement permet de montrer que
}fTﬁﬂ@ka%fhﬂéﬁQXuﬂ)Hdemm‘+W—ZJWWl)

{pour un o Tbien choisi).
On vasse maintenant & la démonstration du théoréme d'extension.

ona £e€C(E), On définit R f(x) = f(x) =x€ R par :

£(x) =£%(x) si x€E

£(x) = > 2g(x) T$~ £{x) . (si x ¢ E)

S ¢ S

(Ici pour chague S € I on choisit un aS.E E tel que

a{supp @S’ E) = d(Supp @Sy aS} a)

k

On définit aussi f (Jx| < m) par ;

5(x) = £5(x) si z € E

~

fk(x) e f(x) si x ¢ E (on remarque que fIRn -E€c)

°

[}
Lemme 2, Soit B un cube de cdté A tel gque EC B'“Eg ¢ =C(m, n, \) tel que
Y]k| <m, x€B, at E ¢

m- k|

¥

| (=) - 1" £(x) |< ¢ al]x-a|) |x - af
Démonstration

Cas 1°/ x € E s ‘trivial & partir (de la démonstration) du lemme 1 (puisque

el el L I
& a



-III_8-

Cas 2°/ x ¢ E ;
> oo oy m o
£(x) - 1 £(x) o Yo oeg(x) (1 £.(x) - T £(x))
S €l
dons

(vu que X ,@ E aa)fk(x) = Dk fk(x)) s

|£5(x) - D 1 £(x))

IS

2y(x) 74 [ £(x) - T 2(x)] |
S

» k
D IR

S €I 4k

i

| PTermes avec [ OI +-{Termes avec £ > O| o

I~

Termes avec £ = 0.

Termes: avec [ = 0|=| }:j @S(x) [Dk TZ f(x) - Dk TZ f(x)][

seI S
@) 0 £(x) - 0T £(x)).
S€1 S
On a s
D 1 £(x) - D° T: £(x)| < a(|ag - a|) (]x - aslmlkl ¥ |x - a|m‘|kl)e

ag
On peut supposer x € Supp @SQ on a :

a - as| g_lx - aSL_+ ]x -a, -

Soit b € Supp @y tel que a(v, as) = d(Supp s E) :

< diam(Supp <I>S.) + d(supp 25, B) 3d.(Supp s E) <

X - ay ﬁ_lx - bl + |b - as!

S
< 3d(x, E) S_BIX - a| .

Vu la convexité de o (et le fait qu'elle est croissante) :

o(lag - a]) < al4|x = a|) < 4a(lx - a])
- P 2(x) - D £ ()] <ot a(x - al) [x-a]™E
: S

= - ]Termes avec [ = 0] satisfait & une inégalité du type veoulu.

Termes avec £ > O s (z donné), On a
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Puisque £ > O :

Donec, guel gue seit b € E 3

(x) o o e =) D 1 2(x) - 0 T £(x)] =
SeT S |
= 7 e x) [p4 T £(z) - <t  £(x) 1.
Se1 | S

On va choisir b € E tel que d(x, B) = |x = b| (donc |z-a| > |x~b|). On a (d‘aprés
le lemme de partition de l'unité donné au-début)

C

b (x)| <
S [x =,b|

4]

ar le méme raisonnement qu'avant, on .z aussi :
Par le m 0

le—»z Tzs £(x) - D% Tﬂbl £(x)] < ¢ aljx - 1]) |x - b{mﬁikl + |2l
o o (x) (074 1 £(x) - 0 £()) | < omoal]x - b)) [ - o™ HEl g

S
Scmaqxwa“tx_aﬁﬂﬂo
Diautre part, pour x donné il n'y a que N(n) termes de la somme (x), au plus
qui sont différents de 0 e.a.d.s.

-Le lemme 2 est démontré.

On va montrer maintenant que

fec@) et , si k| <o

On commence par montrer que f est contihue. La seule chose qui ne soit pas
immédiate est que, si a € B

~ ~ 0
lim f(x) =f(a) =1 (a).
X - &

Or, d'aprés le lemme 2, (pour k =0 ) ;.

fg?(x) - fé(a)] s_O(!X - a!)°
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-

N k .
De la méme manidre on montre que chague £ est continu.

Enfin désignons par (i) (i F 15000 n) le multi-indice

(l) = (Ososoy 0, 15 05000y O)
i

Si |£| ¢m on a : (toujours d'aprés le lemme 2)

T_J_d| P - T - 7 G, - a) 7 @)] wo(]x - &)
X = a 1

(on ne retient dans le membre gauéhe de 2) que les termes de degré 1 en (x - a))e

Il en résulte que fz est de classe C1 et admet comme dérivées partielles les

fl+<l) -e.a.d,8,

4/ Le théoréme d'extension dans le cas o : Soit L un cube C RS tel que

I°DE. Soit T (B; L)={feC (L), D £]|E=0, |[i] <m }.

Lemme 3. ”ﬁn(E : L) est dense dans ﬁm(E P T) L
Démonsiration : On se denne une fois pour toutes une fonction ¢ H @(x) telle que

o(x) =1, =i [x| <

PN

@(x).z 0,

®(x) =0, si [x] 2_%
f@=1o

' = L (%
Soit ®é(x) = @(6) o

0
Soit aé(x) la fonction caractéristique de l'ensemble {X9 d(x, E) 2_%} et
8 (x) = [ aylr) @ (v) ay
On a 1) ﬁé £ C

2) Bylx) 20
3) Bé(x) = 0 dans un voisinage de E,

4) Bé(x) =1 si d(x, E) > 6.
X c(kx, n)
5) |07 Bs(x)| < 5
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S0it £ e(E ; L) .

Définissons g fé(x) = f(x) BS(X), fé(x) € Jm(E 3 L) mais en fait, elle s'annule

' m
dans un voisinage de E, Je dis que (dans la topelogie C )

lim f_ =1L -
5—-0 6

Démonstration : Puisque f s'annule, ainsi que toutes ses dérivées dlordre < m
*1 9 S

sur E, la formule de Taylor nous dit .que : (si x ¢ L, a ¢ E) :

k k k m
lim 12——£é§%£| = 1lim ID f(X) _m?]kTa f(x)l = O

X —>.a ]x—a| X =4 [X—a]
Par.des raisonnements analogues & ceux appliqués plus haut, on trouve un module de
continuité o tel que |

195 £()] < allx - a]) Ix - &l I¥

En appliquant la formule de Leibniz & fé(x) = f(x) Bé(x) : (ob dlx, E) < 6,

a € E est tel que d(x, a)_g &),

|0 £(x) - D%(e () 5, )] < ale) &1l 4 T3 ol o) [0f g] 9K gyl <
|2l <fxl

<ale) &I Yo'k, £, ) «fs) g lel 5=kl 2] >

4 6m—lk[

Soiént donc ﬂi (E ; L) c—a»ﬁm (E H L) les fonctions de classe CIn qui s'an-
nullent dans un voisinage de  E, On vient de montrer qu'elles sont denses dans

9™(E ; L). Maintenant si o € T,(E ; L), on définit ;

95(x) = f(P(Y) 2 (y - x) ay e C”

Si° & est assez petit, @6(X) € ﬁw(E ; L) (puisque ¢ € ﬂﬁ(E H L))° D'autre part

Ps = (quand & = 0) dans la Cm-topologiqn (Puisque :

j;(y) @6(y - x) dy = ‘[ @(u + X§'®6(u) du eea.dcso’>

Ceci est le procédé bien connu de "régularisation")
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Maintenanit, on peut démontrer le théordme d'extension ¢ Soit f € dn(E) et

fm € Cm(E) (m ¢ w) 1l'image canonique de T, A fm on applique le théoreme fini

~

fms@meC(L) .

~

On a f =5
m ir o

ao

¢ ™ & ; 1), done, a o, € 9(E ; L) tel que :

1

1

e °

hmm1“mw1 &S m

[ESREE S

N

P) =) v 3T (G () -F (x)-n (x) .

m> 1

On volt que f(x) € dm e.a.d.s.

5/ Le_théoréme d'extension dans le cas d'un fermé arbitraire : Soit @ C:R.n

un ouvert, et E< Q un fermé (de Q). On définit Cm(E)<: Jm(E) par s

(£ ¢ I'(B))

L)

£eC(B) &>V K<E, f]|Ke¢c®K).
compact -

Par partition de 1'unité les théorémes données ci-dessus, impliquent que 1'appli=-
cation de restiriction 3

m il

c (@) —>c(B) (m<o)

est surjective.
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CHAPITRE IV,

e
e e

a s

LE THEOREME "DE RECOLLEMENT" DE ZOJASIEWICZ.

(Ensembles régulidrement situés)

1) Topologies dans les espaces des jetgs : Soit @ c:Rh wn ouvert, et B < @

un fermé de Q . On rappelle que, pour E , le théoréme d'extension de Whitney reste
valable, Dans JK(E) (KAg aO on a introduit la topologie définie par les seminormes:

21 = sup |£f(x)
1fl5 Fai ! |

| 2lg m

olr m € (0,19000), mg K ,et FCE est un compact, ’TK(E) et CK(Q) sont

des espaces (de Fréchet) complets ' pour la topologie définie par ces seminormes;

mais pas nécessairement CK(E) . On définit (pour CK(E)) les seminormes ¢

e )= = Jef W)
f = {f + sup —
F F B m-] ]
X £y
|2 < m

PROPOSITION 1.— CK(E) est un espace (de Fréchet) complet pour la topolo—

gie définie par les seminormes [{ff}§ o

Démonstration ¢ Il s'agit de montrer que, si E est compact et m est fini,

la norme

| (Be0) ()]

;m“[ 4]

le = Te] + sup

x,y€B  |x-y
x £y

|4 ¢ m
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fait de Cm(E) un Banach (complet)a

Soient done £ € C'(B) , f € J(B) tels que lim || -7 | =0 ,
) n,m
lim'!fh - fi =0 . Il s'agit de montrer gue f € Cm(E) .
T
Si n,m » N ona:
9 k (y»x)l ' ksl k+d
£ () -2 (v) - = —== (2 ) - ()]
il g8 7o ¢
T /e & Py
ER]
Si m-» o ceci implique :
kK, k (y«-x)i ] ki
£ (7)) -2 (y) - = e (fn (v) - £ ()]
lll £ 4 2 £ e o
|x - v]
[o =) «
Puisque fn £ C s 53»6 > 0 tel que, s8i Ix ~'yl <6 ¢
k. (yux)i ki
lfn(y) - Z N R fn QY>]
lilg 2
™ {E o
4
EX
I1 s'ensuit que, si |x -y <&
i
k y=x) ki
[£(y) - = QI}T;-)-f )]
}l‘ \< 'g /e < 2 £ egao’d_mSa
|x - ¥]
PROPOSITION 2.,- Si Q« 3n est un ouvert, les topologies | 0..}?} et
£ ]l;} vour ¢(2)  (¢™(g)) sont équivalentes, (C'est~a~dire que, pour tout

m
?: il existe une seminorme l.a,IF1 ,et une constante €. , tellesque

1

1

oo |
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I lI5 < IfIF: )

) est complet, et du

(C'est une conséquence immédiate du fait que (Cm(Q), loos

théoréme du graphe fermé),

2) Ensembles régulidrement situés : Soit © C:R.lrl un ouvert et X , YCQ

deux fermés (de Q) . On considdre les applications :

CEu ) e @) OCE)

¢”(x) ®c () 2 "(x n 1)

définies par :

w(f) = (£|X) @ (£]v)

s(f,®1,) =f |xny - £|xN¥Y

PROPOSITION 3,- Quels que soient X,Y (fermés)

a) & est injectif .
b) m est surjectif,
c) to & =20 (donc Imd < Ker n)

d) Im & est dense dans Ker gw."

Démonstration a) et c) sont évidentes, b) résulte du fait que tout

¢ € dx(Xr\ Y) peut se prolonger & dx(X) (dx(Y)) o d) ne sera pas utilisé dans

la suite ; aon le laisse comme exercice,

DEFINITION.- X et Y sont "régulidrement situés" s'ils satisfont & l'une des
deux conditions équivalentes suivantes :

(i) La suite :
0-CCEUY) 2= @@ 1) 2 c™EZny) -0

est exacte,
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(ii) Quels que soient : £ € dm(X) , & € d”(Y) tels que

flxov=zglxavec™®@ny) lejet fuged(Xxvy) (défini par

as

i

fu ng f fu le =Y) ala propriété :
(s}
fugeld(XvY)

(Cette condition est trivielement satisfaite si X 0 Y = ¢),

Le théoreme de - Lojasiewicz: Soient X,Y € Q@ deux fermés de l'ouvert

QCc R, tels que Xn Y #¢ . X et Y sont régulitrement situés, si et seulement

si la condition suivante est satisfaite :

(1) Pour tout couple de compactss K< X , Lc¥Y , ils existent des constantes

C, a>0, telles que, si x € K :

a(x,L) 3 ¢« dlx,xn )%

Remarques: (1) La condition (A) est, en fait, symétrique en X,Y
'~ On peut supposer, sans perte de généralité que o« > 1 . On a :

1/0(.

dly,xn 1) ¢ aly,x) + (x,x0 ) ¢ dly,x) + ¢ d(z,y) <
1/
<o dlx,y) ¢
Puisque x € K est arbitraire :
a(y,x) 5 ¢ aly,x ny)* .
2) La condition (A) est locale : X est Y satisfond & (A) ==

Vpexny ,3V39 x (voisinage)t.q¥W N X et VO Y satisfont & (A) .

3) (A) est invariante par difféomorphisme,
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3) (A) = (Ker n = Ims)

Soient f €C(X), e=C(¥) , flEnY=¢g|Xn Y , h=rfu g€ I(xuY
s, et McXwY un compact. Soient K=MNn X , L=M0TY. On veut
montrer que : pour tout e >0 |, 3 & > 0 tx1fsi X,y €M , ]x - y| < 8 alors :

(1) [05(x) " i) Gy e
4 ¢ m

Ceci sera vrai si x,y € X ou x,y € Y . Supposons dorénavant x €¢ X , vy € Y . (a
cause de la symétrie de (A) il suffit d'étudier ce cas).
N ¢ N . . n o0
Dtaprés le théoréme d'extension de Whitney, jﬂg € CT(X(J Y) , tel que
o N o o0 o0
glY =g .8oit f'=fUg=~-feJ (XV7Y).Onremarque que £'[X € C (X) |,

£']Y = 0 . Puisque & est C  elle satisfait une inégalité du type (X) .

I1 suffit donc de vérifier (X) pour f'., (Alors, (X) sera vérifide pour f ,

aussi)o
Dorénavant ' sera désignde par f ., Mais ¢ fl(y) = 0 . On veut montrer que,
V kx,m, 3¢ =clm) telle que s
k m
(xx) 7@ <elx -y .

D'aypreés (A) s j] z €EXNTY , tel que IX - yl > C1|X - z]a . On peut supposer:

que ]X —-zl est borné (puisque x,y € M = compact),
Soit m' un entier tel que m* > qgm,

On a :

Il

lfk(X) -3 k+£( ) (X—Z) '
| 4] gm?

| £5(x)]

N\

RCAEE 2| ™ Cylx - 2] ™ ¢ ofx -] .

4) (Rer m=Tn ) = (A) : Ker nc C (X)@DC (Y) est fermé, donc complet.

Donc, s1 Im § =Ker n , °-
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oo 5
C(Xuy) = Ir s

est une application lindaire, biunivoque, continue entre deux espace (de Fréchet)»
complet, D'apres le théordme du graphe fermé,

5 oo
Im§ ——— € (XU Y)

est continue., Considérons la seminorme (de dw(X U Y))

| (R} ()]

(f) = sup ——va—_T»_m o
: X,y € M =y

x £y

Ils existent des seminormes B de dx(X) » Yy de Cw(Y) telles que :
Vrecd(zvry):

a(f) ¢ B(£|X) + y(£]Y) .
(Ceci est une conséquence de la définition du fait que 6_1 est continue).

Ltinégalité ci-dessus s*écrit, en détail :

36 = £(5) = 2 (- v e @) ¢ (| + (YD) |x - 9]

O o0
Seit @ € C (X)  telle que ¢|XN Y =0¢€C (Xn Y) ., Puisque Ker n=1Im 5 ,

~ o JP M, N vry s
le jet ¢ €J (X~U Y) défini par ¢lX =@ ¢]Y =0 a la propriété
pecCuUY) .

En lui appliquant 1'inégalité ci-dessus s 1l existe iﬂ une seminorme B de
o0
C;(X) , telle que, si x € K

|(x)] < 8(g) alx,L) .
So @€ (xn ¥,0) (donc @ est une fonction G de @ qui est platte

sur X0 Y), On a 3

si x € Ks: |alx)] ¢ s(ex) dlx,L) .
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Mais, vu gue dx{g) est complet pour la toypologie 5m (: la topologie des

?) , 1ls existent 3 une constante € > 0, wun compasct F <@

seminormes 1ee°

est un nombre m > 0 , tels que ¢
plalx) ¢ claly .

Donc, si x € K @

(1) ]@(x?] <c |<1;1r§ a(x,1) .

Bn particulier, soit ¢ € dw(Rn) (@ CrRh) une fonction & support dans

[Xl ¢ I telle que ¢(O) =1 . Soit X €EX , g=4d (xo , X naY) .,

La fonction :
X-—'—XO o
a(x) = q)(,,..;m) €eJ XnyY,Q),

IL'indgalité (I) est valable pour x = x o

a(x ,L)
0’ m
1L 0 ~ : I(M o
€ R
n
On remarque que 1¢L§ est une'constante:(dépendant de m,n,¢, mais pas de
n
X,.XgYpo'oo) o
On a donc s (xo € K) H
alx_,L) » ¢ alx,xn ™ deeode

5) Exemples : Soit ¢ : R—~ R définie par :
@(X) = Q 81 x 0.

"
p(x)

e z gsix >0 o

it

On considére les fermés 3 X,Y CZR2 :

<
i

{(X,@(X)){ x €VR}

X ={(x,0)} .
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I1 est clair que X et Y "ont un contact dlordre infini"y ils ne satisfont donc pas
3 la condition (A).

On peut vérifier directement, & la main, qu'ils ne satisfont pas & la condition
de recollement non plus.

soit £ e ¢ () cd™(®) , 0¢ec(¥) (YY) . On suppose que £|(x < 0) =
0¢ 3. |

si fv(0) ¢ JOO(X UY) était Céo , on devrait avoir

m

£o(x) = ole *) Ym>o0.

Ceci impose une condition trop forte & £ ..vvoees

*

On rappelle aussi, sans démonstration 3

L'indgalité de Lojasiewicz ¢ "Soit Q Rn un ouvert et. . f 3 @ - R une fonc-

tior analytigue=réelle, VK < @ compact 3,_09 a >O s tels que :-

Vx e x ¢ |£(x)] » ¢ d(x,f""(-o))Gc ",

COROLLAIRE,- Deux ensembles analytiques réels X,Y € @ sont toujours

régulidrement situés,

Démonstration ¢ localement X et Y sont définis par un nombre fini dtéqua—

tions analytiques réelles, Puisque

o w07 0) = (2 6D)70)
. P 1 1

- o}
(on est dans le cas re’el), on peut supposer que, localement ¢ X =1 1(0),, Y=g (O).

Diaprés Lojasiewicz, si x € K @
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£2(x) 4 &°(x) 5 ¢ a(x,x NT)* ,

Supposons que X € K n X @

d(x,Y) > C1lg(x)l =

-

le théorgme de la

moyenne

= cy gg(x) > C \/ i?z(x) + g2(x) > C d(X,X N Y)oc/2 o
1 1 2
\_—’_—\/—"""—'—/

puisqﬁe f(x) = 0
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CHAPITRE V,

LE THEOREME DE SYNTHESE SPECTRALE DE WHITNEY,

1) Iddaux fermés : Soit C R, un ouvert et ¢™@) (m g w) anneau de

fonctions de classe Cm , dans Q, muni de la topologie Cm » compacte~ouverte.
Soit T < €(Q) un idéal et T la fermeture de T .

THEOREME 1.~ "Soit £ € C (@) . f ¢ T si et seulement si la condition sui-

vante est satisfaite 3

Va ¢ @ il existe un g, =8¢l tel que

]

m m n
Taf(X) Tag(X)

(Iei, Tif(x) = Tjg(x) ER[x-a] si m(o

et Tzf(x) = @gf(x) = Taf(x) =
= T:g(x) = T:é(x) = Tag(x) € R[[x - a]] =

i

1'algebre des séries formelles en (x = a), si m= o),

COROLLATRE.- "I , idéal de C'(Q) est fermé si et seulement si la condition sui-
. . b m
vante est satisfaite : (pour chaque f € C (Q)) :

fele facq ,3 g, =g €I , tel que :

m _m "
Taf(x) - Tag(x) .

Remargue : Pour chaque a € Q , considérons 1l'application Taylorienne :
m

(@) —2— "(@)a"({a},Q) .

{%i ﬁm({a},g) c:Cm(Q) ~est l'ensemble des: fonctions plates  au point a . Clairement:
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" m cRx-2] si m<ce
co@)/1  ({a)h9) =

cR[[x~-a]] si n=w,

Le théoréme ci-dessus s'énonce adussipar :

= () = ¢

\-—-——w ’
définitior

2) Un lemme 3 Soit m < oo,

LEMME,= "Soit L un cube, L C Rn , KoL un compact. On suppose que ‘Va‘ €K s

dimRTil =p (constante).

N | I
Soit T = A (T9) ?(Tml) . Soit FeT.
ber, O b

Ye>o , Joc¢ ¢™1) t.q. @ est identiquement 1 dans un voisinage de XK ; et

Ff € I, teas
lop - £|] <& M.

Démonstration : Soit a € K . On peut trouver un voisinage a € R{a <L et

‘des fonctions f1 soeey fp €I,  telles que, pour tout x € Vaﬂ X :

TF. ,ves, T'f  est une R-base de T'I . (En effet, on choisit
x 1 X p X

£y senes fp telles que T§f1 yoses Tzlfp soient lindairement indépendants.,

3 Va tel que Yx € v,k {Tﬁfi} (i =1,...,p) soient encore indépendants. On
applique ensuite notre hypothese sur la constance de dimRT?;I (x ¢ K) )e

Ils existent donc :

O ' »
xiEC (Van" K) (1:‘"1’-'0ap) ’

telles que Vx ¢ V0K

P
m m
TF = f Ai(x) T
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Par partition de 1'unité, 3 £, oeee, £ €T et x1‘,..., Ag € ¢°(x) , telles que :-

Vx € K :
]
xi(X)Txfi .

&%)

3|

it
- i

{Remarque : les nouveaux f? seso f? , XT so s kp n'ont rien & faire avec les an-
ciens. Abus de notation),

Pour les évaluations qu'on va faire maintenant il est imporiant que

sup |, (x)] <
X€L

done gue les Aj sont bornées &= xi continues. (C'est—é—gé,a que 1'hypothése
supplémentaire : dimRTzI = constante (a € X), nous est utile).

On peut ftrouver un module de continuité a- pour P, fT yesss fs :

|2%9(a) = To(a)] ¢ allx - y(lx = 2+ Jy - o|™)

pour ¢ = F, fi ses o fS . (On procdde comme dans le chapitre sur le théoréme d'exten—

sion de Whitney : on construit « tel que 3

| ()]

lm”lk] <allx = yl) 7

R

et ensulte on écrit que

Pola) - (e = 5 LD (2e)(r)

[l m

@o8od08)s

Pour ¥ a €K, x €L on définit :

w

f (X) T A (a)fi(x) .

-—

Done

e

1, m
TaF(z) = Tafa(z} ,

donc ¢ (a € K y ¥ €L , €,Rn) :
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}TEF(Z) - Tzfa(z)l <
< ITEF(Z) - T:F(z)[ +1T§F(z) - Tzfa(z)f
£, o

R a(]x - a}) ({z - X{m + [z - alm)

(¢ provient des sup hi(x) , et ne dépend pas de a,x,z) .

XEL

Par définition :

k
Pr(e) - (=) =3 o (059 - o (x))

On a donc 3

{‘] z] o ml () - B (1)) < calx-a]) (Jz-x"+]a=-2) .
k|<m )
Désignons }X - a} = A et définissons zt  par :
7o X o= A(z‘ - X) N
On a @
|| |
|!z! e (a0 = )50 B(x) - 0% ()] ¢
ki m )
< C a(fx -al) (1 + ]z - le) A
(on écrit ¢ |a =z ¢la-x +|x -2 ¢n O +]z -x]), e.a.d.s, ),
On fixers maintenant a et x . Le membre de gauche est un polyndme en (z' - x),

Les coefficients d'un polyndme sont les fonctions linéaires des valeurs du poly-

nome:, calculées dans un nombre suffisamment grand de points. Il stensuit, qu'il existe

une constante.

c, = 04‘(m,n) , telle que :
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k
,_Ai_l-(DkF(X> - Dkfa(x))] < C

!

1 a(IX - a]) Km .

(x) pr() - o ()] < o fx - sl a(lx - a]) .

LEMME,.~ "Considérons la partition de Rn en cubes de cdtés 4 > O , parall&les
aux axes, Scit J 1la famille de cubes ouverts, de c6té 2d concentriques aux pré-

cédants, Il existe une partition ¢ de 1'unité, subordonnée & J , telle que :

(5x) 0. (x)] ¢ = x
XX £ [pe, (=) ¢ e l

ied

&m

ou C = C(m,n) ", La démonstration est facile. (On utilise les méme évaluations comme

dans le lemme de partition de 1'unité du chapitre I1I).

Soit J' < J

SEJ &= SNnKE£P .

Soit ag € 8 (seJv) .,

On définit :

® =2z &
SeJ? 5

f=2z @S fa o
Sed? S

C'est ¢évident que ® =1 , dans un voisinage de X ,
On a 3

oF - f|?1= z sup | D (2F - £)(x)]
]klgm x€EL

Pour chaque x € L soit J(x) © J' 1la famille des S € J' tels que x € S . On

remarque que le nombre d'éléments de J(x) < p =_u(n). On a 3



sup ]Dk(@F - £) (x)] <

x€EL
k
e I sup [D_@S(F - £, ) (M) .
seJv(x) Jes S

D'aprés Leibmiz, (x) et (xx) 3

k
sup [Dag(F - £ )| g C;ln,m) ala)

VES , S 3

(DkQS(F - fa ) = une somme finie de termes de la forme D&QS o Dk_ﬂ(F_— fé ) ,
3 S

multipliés par des coefficients universels, On a :

[U%Sa ﬁ“ﬂﬁr_fa)(y),s

S

R dmiﬁlly - aS|mmlkl + Izl a(ly - asl) .

Mais ]y - asl L4a e.8.das,)
On trouve que

lor - £|7 ¢ ¢,(mn) ald) .

Comme 1im g{d) = 0 on a g.e.d.
d=-0

%) Le théordme des iddaux fermés : (synthdse spectrale) :

THEOREME 2.~ Soit L wun cube, LCR et T c¢™1) (m < ) un idéal.

On a 3 T': % "

Démonstration : Soit

B,Ch:B = {xc¢ L]dimRTz I<p) .

e

S0it A =B - B
P D p=1

On considére la

A
Proposition H_: "Si Fel , Fe s o
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3@ € C (L), f ¢l +t.q. o =1 dans un voisinage de Bp , |{OF -~ fIL <e M.

Démonstration par induction @ SI p =0 BO = AO est un fermé, et on applique

le lemme du paragraphe précédant.

Supposons que HP_1 solt vrai :

Je = 1 dans un vois. de B , T €I
p=-1 -1 =1
m £
- f .
CI)p—1 d p—1lL < 2
Soit K' wun voisinage compact de Supp(1 - @p_1) , tel que X' n Bp_1 =g .

Soit K =K' n Bp (K CIAP) . On peut appliquer notre lemme avec

F= (1- @p_T) Fo:
3 ¢ € Cm(L) , =1 dans un voisinage de K , f € I :
| lo(1 -2 )P -2Tg -
On définit : & 1 -0 )=(1 = 1 -3 donc : @ =& + (1 - @
o ( == 1) ( b= 2 + ol

)

1 -1
= & = 1 dans un voisinage de B (@ = 1 si & =1 (vois. de B
P b P p-1 p—ﬂ)
ou = 1 "essentiellement" dans B - B o
u ¢ ( . p_1))

On définit aussi :

f =1 + 71 €T .
P =1

On a
m
o F - f |, = |(q>P_1 rolt-e ) FP-z -t e .
Ceci prouve Hp o

Vuque m <o, ona : L= Bn pour un certain no . Donc Hn = Thm, 2.

COROLLATRE.- T I = T% I .
e ————— X X
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COROLLAIRE.- "Soit m < , @GR  un ouvert, Soit Ic ¢™(@) un iddal :

-

A . '
I=1I". (Ceci est le théordme 1, dans le cas m < o) ,

Démonstration : Soit g, une partition d” de 1 dans Q , chaque ¢; ayant
A
le support compact. Supposons que £ € I . D'apres le théoréme 2 :

9, T €T

Puisqu'il s'agit de la topologie Cm compacte—ouverte :

Z‘cpifE_I— .

@

Démongtration du théoréme 1 dans le cas =0 3 Soit I C:dw(Q) un idéal,

- VA
On veut montrer que I =1 ,

Soit I_c=C(R) (m <) 1'idéal engendré par I dans C'(q) .
N ~ " - -
Soit f€l.Omna IcI done f €I . Donc VK € @ compact, & >0,

m
]@1, ,a..,®pec(g) P By seens 8 €L

1
| - : 8,20y <& -

o0 m o]
Mais C'(Q) est dense dans C (Q) « On peut donc supposer que @i €C (Q) = ag €1

lf - glE < e &

Donc f € E o Qe.€.de

4) Remarques finales,

T, Soit T C(Q) un idéal et a € Q. On a :

6x(9)—JE&~*, R[[x -a]] .

PROPOSITION.~ "Soit f € ¢(Q) . On a

e

m
f . £ LU
TaeTaI=>1/m<oo T eI

°
°
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Démonstration ¢ On commence par remarquer que R [[X - a]] est noethérien.

(I1 faut donc montrer que

F_ = Bl[x, seeesr % 1]

n -

est noethérien. Soit p c:ﬂfrL un idéal., f € p, f # 0 . Par transformation lindaire
‘ +1 a2

de coordonnees, f(O,ooe,O,Xn) = aXi + O(Xpn ) a # 0 . Considérons jf;_1 - jé;

so000 9 Xn)'_)(x1 g90e 0y Xn_1) ° Solt j"i}_e{‘%l/(f) e't quz/(f)

l'image de p . Le théordme de préparation (formel) nous dit que <ﬁ§/(f)est 41 _rfim4
Yn—

(induite par <X1

Si 1'on suppose (par induction) que <£ﬁ—1 est noethérien = 7 est Cﬁ;ﬁ1—fini

= p est ﬁn==finio)

THEOREME DE KRULL.= "Soient A un anneau local noethérien, E un A-module

fini et FCE un sous-module, On a :

1) La topologie de Krull de F = la topologie induite par F C E , & partir de
la topologie de Krull de E,
2) E est Hausdorff,

3) P est fermé",

Considérons 1'anneau local noethérien R[[x - a]] et 1'idéal T, I cr[[x -2a]].

D'apres le théoretme de Krull Ta I est fermé (pour la topologie de Krull de

R[[x - a]]).

Mais dire que 3

m m
TreT 1 ( Vi < o)

revient & dire que Taf est dans l'adhérence de Ta I, e,a.d.s.

II. RELATIONS AVEC LA THEORIE DES DISTRIBUTIONS,

Soit Q C:R.Il un ouvert et K C Q wun compact. Soient C;(Q) c:dx(Q) les
fonctions €. sur Q & support dans K ., On définit :

O . =]
cc(g) = ;%’ CK(Q) et
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les distributions

D@ = @) (= cop. auel).

Liinclusion 5:(Q)<*§-dn(9) induit un monomorphisme continu
’
(@) < Do) .
7/
(dx{Q))* “contient iDC(Q) = les distributions & support compact,

7
gD(Q) est wn d”(g)—moduleo

P
Problime (Schwartz) Si T € ﬁD (@) , £ ec(Q) , existe-t-il wun
/ .

U Eéb(@) t.Q. 3

fU=T (v =

Remarques @ 1) La solution ne sera sfirement pas unique, si elle existe. On

peut ajouter & U wune distribution de support f~1(0) .

2) Bn général U n'existe pas :

Exemple ¢ 8 = la distribution de Dirac, ¢ : R— R une fonction d”,;jplate a

1'origine, telle que ¢,1(0) =0. &/¢ n'existe pas.

, / ‘ ;
Bn effet % €§D (R)' serait une distribution & support {O} . Blle serait de

la forme 3

p =
N
¢y i
. ' N . .
Mais ¢5<1) —0¢ PR lpuisme < ¢6<1) , 8> =< 5 () , ¢8> =0
00 - plate & l'origine,
(g € Co(R)) .

Théordme de la division des distributions : (Lojasiewicz)

/ rd
"Si  f : Q- R est analytique réelle, T ¢ Q (9 , Ju e (i)(g) telle

que s
fU:T " °

Ceci se déduit par-dualité du

o
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CQ (2] , , . .
THEOREME 3.- " £ C (Q) < C (Q) est un idéal fermé ", (Lojasiewicz ; c'est

vral méme pour (f,*,“,9 fp) 6”(9) y, P LKoo, fi = analytique-réelle (Malgrange)).

[ En utilisant 1'inégalité de Xojasiewcz , le chapitre IV ets un raisonnement

délicat, on montre gque ¢

@

Soit £ un germe de fonction analytique réelle et g un germe de fonction

®
°

¢” . fau point 0) . Supposons qu'il existe un voisinage V de 0 , telle que

Va €V Taf<x) divise Tag(x) (dans R [[x - a]] .
o f divise g "o
A partir de 13, une simple partition de 1

et le théoréme de Whitney domné plus

haut, impliquent le thmOB]o

Le théoreme 3 implique la division des distributions : Supposons d'abord que T

ait un support compact., On va construire 3

®

v=d1e @)

i —

On commence par définir U sur f d”(Q) g
<U, fg>=<mg> (aéfinition),

U défini ainsi sera continu, car vu que f dx(g) est fermé 1le théordme du graphe

fermé nous dit que 1l'inverse de

]

(@) —— £.07(Q)
x £

est continue,
Par Hahn-Banach on prolonge ensuite U sur dx(Q) o

Si T n'a pas de support compact on considére une partition ¢ de l'unité :

3

Lo, =1 (p; » 0) o On éerit s

T=2¢T=3Vo Yo T (ot Yo, €7

Vo, T

’
7 existe (dans Q) (Q)), dtaprds ce qu'on vient de dire, donc
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Vo, T
V@i@m§i~w) , qui aura le support dans supp 9 - On définit
V@i?
U= V‘(pi(““’d‘:‘f‘”’") eoacdﬁso

(Remargue 3 On a prouvé, implicitement, que si ¢ ¢ R~ R est plate & 1l'origine

et ¢u1(0)‘= 0, 4 5%(R) c:d”(R) n'est pas fermé),

Le théordme de division des distributions & un contenu non-trivial méme dans les cas
simples,

/ 1
¢ D(R) nais 312;{ L, (R)

M3

Exemple :

e théoreme s‘appliqueAau probléme dlexistence pour les E.D.P. Exemple @
P(D)) = polyndme différentiel (opérateur aux dérivées partielles & coefficients cong—
tants), T €P* = dual de 1l'espace de Schwartz, Par transformation de Fourier, la
construction d'une solution de P(D) U =T sevraméne § la division par le polyndme

P(X> ° €,8.d.8,
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