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CALCULS DE DIMENSION' DE HAUSDORFF

par Jacques Peyriere

Ce travail est divisé en trois parties. D'abord, généralisant un résultat de
P. Billingsley ( [1] P- 144) on donne un procédé de calcul de la dimension de Hausdorff
des ensembles linéaires, ensuite on utilise ce procédé pour évaluer la dimension d'ensem-
bles définis par des propriétés de certains développements en séries, enfin on montre

un résultat en relation avec le modele de turbulence de B. Mandelbrot Ei:l R b] .

1. Dimension de Hausdorff des ensembles linéaires.

1.1. Onnote T 1'espace compact R/Z, on l'identifiepa souvent, comme
ensemble, a 1'intervalle [0,1 [ La mesure de Lebesgue d'un intervalle I de T
sera notée II l .

Soient & une famille d'intervallesde T et u une mesure de Radon posi-
tivesur T. Si E est uné partiede T et € unnombre strictement positif on
éppelle (e, &,u )-recouvrement de E tout recouvrement de cet ensemble par des
éléments de &K de pu-mesures inférieures 3 €. Pour tout nombre strictement

positif « on pose



o . o
=inf Z {(u (1,
H(, %N)(E) inf T (u( 3)) ,
cette borne inférieure étant prise pour tous les (g, &,u )-recouvrements {13} de E.
~ \(E) est une fonction décroissante de €, on pose
g, &,1t)
0! . O
E)=1lm H B
Ho,u B =T Hee g, )E)
c'est un élément de E),+oo] .

si HY (E) est fini, uf (E) estnullorsque B est strictement supé-
Fou Fou

rieur 3 «. On pose

. ) . X
1.1.1. dlm&“(ﬁ:):mf{a>o; HY  (E)-0}.

s
Sil'on omet 1'indice p, c'est que cette construction a été faite en utilisant
la mesure de Lebesgue, sillindice & manque c'est que la famille d'intervalles

utilisée est constitude de tous les intervalles de F¥. Avec ces notations dimE est

la dimension de Hausdorif de 1'ensemble E.

1.1.2. Dorénavant nous utiliserons des familles & - ayant les propriétés

suivantes :
a) = U S:n ’
n=0

b) chaque $n est une partition finie de T,

c) an +1 est un raffinement de an, plus précisément tout élément 1 de
3;1 .1 est contenu dans un élément de an , son pere, noté p(I). On suppose que

p{I) contient strictement 1.

1.1.3. Lorsque nous aurons une telle famille d'intervalles nous noterons I n‘(x}

1'é1ément de S’*’n contenant x.



Rappelons le théoreme suivant dii a P. Billingsley Bj .

1.1.4, THEOREME. Soit & une famille d'intervalles satisfaisant les hypothe-
ses précédentes. On considere deux mesures de Radon sur T, p et v, positives
et diffuses. Si M estune partiede T contenue dans 1l'ensemble

log V(In(x))
{X€T ; lim inf —m——— = S} ona dim

M =5 dim.g; , M.
nyeo log p (I (x))

&F,u sV

La démonstration, dans un cadre trés légérement différent, se trouve 2 la page

144 du livre précédemment cité. On adopte la convention suivante log 0/log O =log 1 /logl=

Nous utiliserons ce théoréme lorsque 1'une des deux mesures est celle de Lebesgue
Nous dirbns qulune famille & permet le calcul de la dimension de Hausdorff sil'on a
dim = dim 5 Nous allons maintenant exhiber de telles familles.

1.2, Des familles d'intervalles permettant le calcul de la dimension de Hausdorff.

1.2.1. Nous conservons les hypothéses 1.1.2. Pour des raisons de commodité
nous supposons que chaque $n est une partition finie de E),i [ en des intervalles

semi-ouverts. Nous définissons sur & une fonction k. ainsi

k(1) = sup{m ; JE U & et pJ)= 1}
Ll 7o,
et nous faisons les hypothéses suivantes :
a) pour tout x de [0 y 1 [, pour tout nombre strictement positif & il existe
un élédment I de F contenant x et doni la longueur est inférieure 3 ¢,
b) pour tout nombre strictement positif «, fI IO‘ k(I) tend vers O lorsque

II}V tend vers 0, I restantdans & .



1%k < 1 pour tout
30

Cette derniére hypothése équivaut a lim su
€&, |1

nombre strictement positif «.

1.2.2. THEOREME. Sous les hypothéses précédentes la famille &  permet le

calcul de la dimension de Hausdorff.

Avant de démontrer ce théoréme établissons d'abord quelques lemmes.,

1.2.3. LEMME. sup{lll ; Ieﬁfn} tend vers 0 lorsque n fendvers o,

Démonstr‘ation; Si ce n'était pas le cas, il existerait un nombre strictement
positif { et une suite {In} d'intervalles de longueurs supérieures a b telle que
I appartienne a S;Nn (N , Croissant vers oo lorsque n tend vers +4x).
Nécesséirement 1'une au moins des chaines de 1'ensemble {In} ordonné par
inclusion serait infinie. On pourrait construire une suite

: ) .
{Jn}nZO telle que l'on ait J € & IS99, fJnfz pour tout n; il

n+1
existerait alors un point x de E)J [ qui ne serait pas recouvert par des intervalles

de longueur*sk arbitrairement petites, appartenant & & .

1 2.4, LEMME. Pour tout € sirictement positif, il existe un nombre siricte~

ment positif 7 tel que les hypothéses IE€FK et IIl < 7 entrafnent Ip(I)t < e.

Démonstration. En vertu du lemme 1.2.3 on peut choisir un nombre n tel que
1'on ait sup{ II] ;1€ an} < g. Considérons 1'ensemble ﬂ) , constitué des

intervalles de longueurs inférieures & € appartenanta U & i ordonné par inclusion.
=n

Les éléments maximaux de fo forment une partition finie J PRV IR Jy de



&/
=/
N

[0,1 [ Posons 7 = inf{t‘Jk\; k=1,2, ..., N} . Simaintenant I appartient 2
J et a une longueur strictement inférieure a 7 il est strictement contenu dans 1'un
des intervalles J

17 N JN’ donc p(I) est contenu dans 1'un de ces intervalles

etl'ona Ip(I)l < €.

1.2.5. LEMME. Soit I unintervallede T, semiouvert a droite (I
n'appartient pas nécessairement & &) tel que 1'on ait lI l < 1nf{ IJ [ s J € 8‘0} .
’De deuxy choses 1'une

1. ilexisteun élément J de & telquel'onait JcIc p(J),

2, il existe deux éléments disjoints J 1 et J2 de & tels que 1'on ait

J1 UJ,clIc p(J1)U p(Jz).

Démonstration. Si J appartientd & notons g(J) le nombre entier tel que

J appartienne a. .
ppariieniy & g( J)

Considérons 1'ensemble A = {J eX¥;Jc I} ordonné par inclusion.
Choisissons parmi les éléments maximaux de ﬂ‘) 1'un de ceux pour lequel g est minimum,
appelons J, cet élément. Si p(J 1) contient I on est dans le premier cas.
Supposons donc que p(J 1) ne contienne pas I, comme J 1 est un élément maximal

. o
de db , I ne contient pas p(J1 ). Ltintervalle I contient donc une et une seule des
extrémitds de p(J 1 ). Considérons maintenant 1'intervalle J, maximum dans 1'ensemble
{Je S JcIin Cp(J ,‘) et J estcontigua p(J1)}. le pére de J, n'est pas contenu:
dans celui de J} puisque- Jz n'est pas contenu dans p(Ji) ; le pére de J2 ne

contient pas celui de J, puisque g(J,) estminimum. On a donc 1'inclusion
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plJ,) >IN Cp(J 1)' puisque J, est maximum. Le lemme est démontré.

Démonstration du théoreme 1.2.2.
11 est clair que 1'on a Hz < Hg,S«’ ’ et donc dim < dimy.

Soit E unepartiede T dontla diniension de Hausdorff est strictement
inférieure 2 « ; on va montirer que pour tout B ‘ strictement positif on ba
dim_E < of1+8).

6;{ .

Posons @B(s) = sup{lJ I Bk(J) 4 J€§ et tJl < e}, :par hypothése, pour
tout | B strictement positif, (,DE(B) tend vers O loquue € tend vers O.

Soit ¢ un nombre strictement positif, considérons un nombre 7 donné par
le lemme 1;'2 .4. 1l est clair que les intervalles semi-.duVerts 4 droite permettent le
calcul de Hg(E)'. . Considérons donc un 7n-recouvrement J de E par des inter-
valles semi-ouverts & droite. Divisons J  en deux élasses J 1 et 52 selon que
la conclusion 1 ou 2 du lemme 1.2.5 est valable : & chaque 1 -‘de" 31 on associe un

J de & telquel'onait JcIcp(U), achaque I de . onassocie deux

2
é1éments disjoints J, et J, de & tels que l'onait J MIORUNCS K- p(J 1)U p(Jz).
Clairement les intervalles {p(J)}, {p(J}‘)}, {p(J’z)} obtenus forment un (g, )-recou-

vrementde E. Ona

© et

(1+B) ! 2 ‘ ‘
o) | p(J) p(J * oy r]®
163, p(J) C > ) (@B(S)) 163, 1
!p(J )
z |p(, l“‘“‘ﬁ) lxl“ Ip(a.) %8 < < = |«
mgz ) (—I—J—T—) p(;) %= (o g(e)) 5,
de mé = |p i"‘.
e méme pour oh plI) 1™,

T2



a(1+8)( E) oc(1+8)(E)

&

Onadonc H < Z(wB(e))“ H%(E), ce qui montre que H

est nul, ce qui acheve la démonstration..

2. Dimensions d'ensembles définis par des développements en séries.

Dans ce paragraphe, on considére une suite {an} N> de nombres entiers su-

périeurs a 2 satisfaisant 1'hypothese suivante.

2.1. Pour tout nombre strictement positif « ona lim S .1 = 0.
nyo (a.a a )*
Ak R
A cette suite, on associe une famille &= U $ d'intervalles ainsi :
n=0
$o = {[0’1 [}’
-S:nz{[a‘ak = [ k=1, R R -1}
1720 n 1 2

L'hypothese 2.1 et le théoreme 1.2.2 montrent que & permet le calcul de la

dimension de Hausdorif.

2.2. Notons Q_ 1'ensemble {O, 1, 2, ...,vn-T} et considérons

Q=08 . A chaque élément s’s?- {s } de  associons le nombre
=1 an nJn=1

Xx= ¥ ——2 _  Onobtient ainsi tous les nombres de 1'intervalle E), 1] ; les
. a.a,...a
=112 n
nombres ayant plusieurs telles représentations forment un ensemble dénombrable. Les
éléments de $ correspondent a certains cylindres de . On identifiera une mesure
diffuse sur & une mesure sur R/Z, 1'ensemble des x ayant deux représentations
est alors négligeable.

Nous allons-étudier des sous-ensembles de [0, 1] définis par des propriétés du

développement 2.2,
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2.3. THEOREME. On suppose que la suite { an} tend vers -+, Quel que

soit le nombre b strictement compris entre 0 et 1 1la dimension de 1l'ensemble

n €.
i
;2_5-_9} est 1.

{xelop]; um ]
j

nao = j=1

Démonstration. Considérons d'abord le cas ot € appartient a ]0 ' 5

Définissons, lorsque 20n est supérieur a 1, une probabilité p, sur Qn

J1/[_—28n] si 0=<j< [20n]
pn({j}) = )

10 si [2 Bn_l <j<n
( EZ Qn] désigne la pertie entiére de  20n).

Nous pouvons supposer que, pour tout n, 283rk est supérieur 2 1. Munissons

Q dela probabilité P= ® P, et considérons les variables aléatoires indépendantes
=1 n

e Ona E(a)_(fzea_,w)/z et B(e; - E(e,) ~{1[29a]2 1)/12. On en déduit
I_ZBaJ‘}-T

1 .
Y —(e.-—3"—) tendvers 0. Puisque a.
1<jgn 3§ 9 2 j

tehd vers oo, E.’Qaj]/(Zaj) tend vers £ donc , P-presque sirement,

que P-presque slirement

o Jf IR

£, _
1 -1 tendvers ©. Le théoréme résulte alors du lemme suivant.
n .. a. .
1<jn 7]
2.4, LEMME. Tout borélien- A tel que P(A) soit non nul a pour dimension 1.
Démonstration. P-presque slirement on a pour tout n
Log P(In(x)) =- ¥ Log I:Z[’,a “d'ol
1<iEn
2ta,
Log P(In(X)) 1<j§n Log l_ eaJ] |
= , cette derniére expression tend vers 1 car a,
Log lIn(x)l ~ T Log a. J
1=j=n J

tend vers . 4o,
C tr 1t bl { o U0 }
eci montre que l'ensemble B=4x; H =1 a une probabilité
nyoo Logil n(x)’ '
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égale a 1. On peut alors appliquer le théoréme 1.1.4a A NB et utiliser le fait que

&% permet le calcul de la dimension de Hausdorff pour conclure.

Fin de la démonstration du théordme 2.3.
Dans le cas ot~ D appartient a 1'intervalle %— , 1 [ -on utilise une autre

probabi]ifé sur 'Qn :

0
p;l({j}) = :
n-[28-1)n]

Le reste de la démonstration est analogue.

si 0=j< [(26-1)n)

si [(20-1)n] <j<n.

Nous allons maintenant étudier la dimension de l‘eﬁsemble des x de [0 s 1]
tels que, pour chaque v et k, 1l'ensemble {j€N ; a;i =V et sj = k} ait une

densité donnée.

2.5. Nous ferons sur la suite {'aj} =1 des hypothéses supplémeﬁta:‘mes. Posons
Fo={1,2 ..., n}, B, = {jen* ; a = v} (v = 2).
2.5.1. On suppose qu'il existe une suite {dv}VSZ de nombres réels positifs

telle que, pour tout v, on ait

1

lim =~ (:ar‘d(LF‘n N Ev) =d, .

n-o
2.5.2. On suppose qu'il existe un nombre strictement positif ¢ tel que, pour

tout v, onait

! .
sup -card(F NE )<cd, .
> B n v v

2.5.3. Onsuppose que - d_(Log v)2 est fini.
v=2 VY ' a
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2.6. LEMME. Sous les hypothéses précédentes, on a

v>2 Y
1

b) z 5 < 2CdV
J€E,

. 1
¢) lim -Llogl(a,a,...a )= Z d  Logv.
e n 172 n y>2 Y

Démonstration. Il est manifeste que I'ona T d_ <1 et I 1 card(F NE_ ) =1
: v=2 y=2" n v

cette derniere série est majorée terme a terme par la série convergente ZC dv- et,
v=2

lorsque n tend vers -+, chacun de ses termes a une limite, on a donc
P2 dV = 1.
v=2

La seconde assertion résulte d'une sommation par partie, montrons la troisiéme.

On a 1

n

1 ) N
Log(a1a2 e an) = VEZE car‘d(F‘n N EV).Log v, les hypothéses

faites permettent le passage a la limite.

n n
2.7. LEMME. a)On a sup{ z ijogbl : ijO, z pj=1}=Logn.
- j=1 j J=1

b) I1 existe un nombre C tel que pour tout entier n supérieur

a 2, onait

n 1 B 1,2 n | 2
sup{ z pj(Log oo- z p, Log [—)—) sp=20, T pj = 1} < C(Log n)”~.
j=1 i k=1 k =1

Démonstration. La premiére assertion est classique en théorie de 1'information,

n n
pour montrer la seconde on utilise 1'inégalité T p.(Log L Z p,. Log --1—)2 <
. | =13 P k=1 KT P
z pj(Log -1—)2 et 1'on majore cette derniére expression (on monire que si n est
J=1 J

assez grand cette expression est maximum si tous les pJ. sont égaux).
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Le résultat suivant généralise un théoréme dil a Eggleston ( [2], [1] p. 142).

2.8. THEOREME. On suppose que la suite {aj}j>1‘ vérifie les hypothéses
2.1et 2.5. Soit {p y ,k} v>2,0<k<v une suite de nombres réels strictement positifs
telle que pour tout v supérieura 2, on ait Z p = 1. Considérons

osk<y VoK
1'ensemble

A= {xe [_—0,1 [; lim 1 card{jEF NE ; €. = k} = dV P, i bour tout couple
nyco noveo )
(v,k) ;.

La dimension de Hausdorff de A est

-(z d Z p Log p., ..)/( = d  Log v).
v=2 Y o<k<y VoK SLARC I
: €.
(On rappelle que 1'on a écrit x sous laforme T 5—-51——-3——-5—).
B21712°77;

Démonstration. Posons, pour alléger 1'écriture,

h =- T p, ,Logp et A=( % d h)( T d Logv).
V' oosk<y VoK VoK v=2 VYV 22 Y

Montrons d'abord que la dimension d@ A est supdérieure &@ X. La suite

{paj,k}o $k<a:i définit sur Qaj une probabilité, munissons § de la probabilité
produit que nous désignerons par K. D'apres le théoreme 1.1.4 il nous suffit de
prouver que K(A) égale 1 etque log u(In(x))/ Log- lIn(x) | tendvers A pour
p-presque tout x (eneffet & permet le calcul de la dimension de Hausdorff).

Fixons Vv et k, considérons sur § les variables aléatoires indépendantes

ainsi définies : v
1 si aj= v et eJ.:k

0 sinon.
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On a E(Xj) = pv,k 1EV(3), donc u-presque siirement, (X1+X2+. . .+Xn)/n tend vers

P, i d,. Ceciprouve 1'égalité up(A)=1.
b

Considérons maintenant sur  les variables aléatoires indépendantes

Y.=-Logp . Ona E(Y.)=h_ etd'apres2.7.b, E(Y.—E(Y.))ZSC(Log a.)2.
J aj, €j J aj J J J
Lasérie I (YJ - E(Yj))/ Log(aIaZ. .aj) converge /.zépresque sirement (le lemme 2.6
=1

et 1'hypothése 2.5.3 montrent que la série des variances converge). On en déduit que

K -presque stirement on a

h +h +...+h

og p(I (x)) "a, a a
lim n 1 2 ‘ n.> =0.
nyoo LoglIn(x)l Log(a1a2...an)
On a
! rzl:ha = £ ecarar NE,).h,,
4219 22D n

cette derniére série est majorée terme a terme par la série convergente zc dv Log v
v=2

n
envertu de 2.5 et 2.7. Le lemme 2.6 montre que ( = h, )/L,og(a.1a .an) tend vers
' 1 7]

A lorsque n tendvers +«.. Ceciachéve la premiére partie de la démonstration.

5

Montrons maintenant que la dimension de A est inférieurea X  Considérons
1'ensemble AN défini comme A & ceci pres que 1'on impose que
1’11 capd{janﬂ E, ej = k} tende vers dvpv,k “seulement pour v =2, 3, ..., N.
L'ensemble A est contenu dans AN’ nous allons montrer que la dimension de AN
tend vers A lorsque N tend vers +«. Nous définissons sur  une probabilité
en munissant chaque facteur Qa. d'une probabilité et en faisant leur produit : si
]

a:i est inférieur a N on considére sur Qa la probabilité que définit la suite
' J

{pa.,k}05k< a2 SUC les autres facteurs on répartit également 1la masse 1 entre tous

N

les points. Une démonstration précédemment faite montre que 1'on a uN(AN) =1, donc
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dim A_.=1. Nous allons montrer que pour tout x dans ona
lim - rll Log pN(In(X)) = Z d;h, + z 'dv' Log V. Le théoréme 1.2.4 et le lemme
Nooo . 25V <N V>N

2.6 permettent alors de conclure.

Considérons donc un point X - de AN et notons Ev 1'ensemble

,k

. ) 5 N R ’ B
{JE‘,EV ; Ej - k} ; par hypothese ;1;1; i card(Fn N Ev,k) = du pu,k lorsque v est

inférieur 3 N. Ona

| N v-1
1 | 1 !
--Logu, I (x))=- Z £ -card(F_NE, ,)Logp + Z-card(F.NE,)Log v
n N"n p=2 k=0 D n v,k v,k >N n v
d'ol
2 G- B d |
lim — Logu, (I (x)= Z d,h + Z d Logv.
nyce n N'n : v=2 vy v>N v v
Ceci achéve la démonstration. o @
\% &g
% MAI“E@J/

2.9. EXEMPLE. La partition {2"N* \2“”N*}n>0 de 1'ensemble N”

satisfait les hypothéses 2.5.
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3. Application a un modele aléatoire de turbulence.
3.1. On considere une variable aléatoire ¥ a valeurs entieres supérieures
a 2. On se donne une suite Yo {'y(j1 , j2, ceey jn)}n?_ 1 ,jkeN de variables indépen-
dantes équidistribudes avec v.

3.2. Cette suite de variables aléatoires permet de construire une famille aléatoire

d'intervalles &= U 8«'0 de la facon suivante

‘{5(0 = { [O’ 1n[2}

83%={[}‘,‘li, _l_{)_/-}-_;[’ OSk<70}’

les éléments de 31 seront notés I(j1) (0= j; < yo). On obtient SB a partir

de & en divisant chaque intervalle I(j1) en Y(j]) intervalles égaux notés

1

I(j1 , jz) et ainsi de suite.

3.3. PROPOSITION. Si pour tout p de [1,4+0[, E(yP) est fini alors

presque siirement la famille & . permet le calcul de la dimension de Hausdortf.

Démonstration. Appelons CLO la plus petite tribu rendant mesurable Ys et
0., celle qui rend mesurables les variables y_ et {'y(j y oo ,jp) ; p=n, j €N } .

Soit B un nombre strictement positif, considérons 1'événement An : 1'un des

intervalles  1(j,, dp, -« 3,) Gy <7y Gy <v@)se..s 3, <70 0d )

n-1
est tel que
II(J'1,---,jn)|B7(31,...,jh)> 1.
On a ,
- A O. =_I_T E . . . B
1-P@A_la_ ) 5N POy, <y Gy)- v Gy, )P o ).
1 ‘0
ip<r(y)
jn<y(j1 ? ’jn_1)
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Mais
‘ . . . . B.
PG )= (@) 7Gpseeadp Nl )
: 2
- B/ F) 2
| (70'},(}])---Y(j';}""s‘n._-}))
d'olt
2/8
1-P(A_la_)=1- 3 By ) s
31<7, oGy oGy end )
jn< 7(j1’ ’Jn ')
par suite

1
P(a ) < EGZ FYEQ) ;
le lemme de Borel-Cantelli permet d'obtenir P(lim sup An) = 0. Il suffit pour conclure

de considérer une suite de nombres g tendant vers -0,

3.4. Soit maintenant une variable aléatoire positive w d'espérance 1. On

considere une suite {w(j1 , 32, ceey jn)} =1 de variables aléatoires equidistri-

3 EN

budes avec w, mutuellement indépendantes et indépendantes de toutes les variables
Yor Kips ooer 3y)-
On appelle £, la mesure aléatoire sur [O, 1] dont la densité par rapport a

la mesure de Lebesgue est

z ' w(i ) wi ,i,) ... w(j 2 J '-~yj)} - PR
j]‘<'ye i 2 2’ n I(J ;329”-5313)
3,<v (i)
jn<7/(j1’--7jn_1)

On pose Y =lim Hpn” (1a convergence a lieu presque slirement, il s'agit en
, nico
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en effet d'une martingale positive). Presque slirement la suite {“n}n>“t converge

g - Py
S &
modification d'une construction de B. Mandelbrot {_—4] . (j ;@A
, \&@zj m‘s |
3.5. THEOREME. 1. Ona E(Y)=1 siet seulement si E(w Log w)< E(log ¥)

2. S0it h>1, ona 0< E(Yh) < » siet seulement si

5MEG <1,

Démonstration. I1 suffit de reprendre les démonstrations données par J .-P. Kahane
3.6. De méme le théoreme 4 de [3] s'étend dans ce cadre : si pourun h> 1

Log p(I_(x))
on a E(wh) E('y'"h) < 1 on a presque sirement lim “',—““”9"‘“= 1- Mw
nso LoglT(x)|  E(log ¥)

Ceci, compte tenu de 3.3 et 1.1.4 donne le résultat suivant.

3.7. THEOREME. S'il existeun h> 1 tel que E(wh)E('th)< 1, si vy

a des moments de tous ordres la mesuwe L est presque siirement portée par un borélien

_ E(w Log w)
E(Log 7)

dont la dimensionest D =1 Presque siirement tout borélien de dimension

<D estde u-mesure nulle,
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