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L'objet du présent travail est de donner un exposé auntonome et rapide des
représentations conformes canoniques dfune surface de Riemann plane sur un
ouvert de ¢ ., Cette question a fait ltobjet de nombreux travaux, dont la bibli-
ographie ne donne qulune faible idée ; diverses méthodes peuvent &tre utilisées
pour établir les théorémes d'existence de représentations ayant les propriétés
voulues (emploi de la fonction de Green et des mesures harmoniques, méthodes
variationnelles de Garabedian-gchiffer, opérateurs principaux de Sario, ete).
Pour arriver aussi vite que possible & l'essentiel, j'ai employé ici la méthode
de la projection orthogonale introduite dans ces questions par Hilbert, gréce a

laguelle on peut construire rapidement les différentielles des fonctions cherchées,



I = Calcul différentiel sur les surfaces de Riemann,

1, Surfaces de Riemann,

Une surface de Riemann est une variété analytique complexe de dimension 1
c'est-a~dire un espace topologique séparé convexe recouvert par des cartes
(Uu.,z.) z,()zT1 étant holomorphe dans z. (U.NU.) .
1774 3 i i i 73
si (U,z) est une carte telle que =z se prolonge en une fonction holomorphe
au voisinage de T et z(ﬁ) = {g €EC : lcl < 1} , on dit que (U,z) est un

disque paramétrigue,

2, Formes différentielles sur une surface de Riemann,

Une forme différentielle de degré 1 w est définie, dans chaque disque

paramétrique (U,z) par une expression

w = a(z)dx + b(z)dy
a,b étant deux fonctions & valeurs réelles, et x =Rz , vy =Yz ; cette définition
est faite de fagon qu'il y ait invariance de llexpression quand on change de
parametre,

Une forme différentielle de degré 2 Q est définie, dans chaque disque

paramétrique (U,z) par une expression
Q = c(z)dx ady ,
o ¢ est une fonction & valeurs complexes, avec invariance par changement de

parametre (ce qul signifie, si ¢ est un nouveau‘paramétre, et Q@ = y(c)dgA dn

3(x,y)

3?2?%7 dx;sdy) . On dira que w (resp. Q) est réelle,

dans (V,z) s+ @ = c(a(c))

mesurable, intégrable, continue, de classe Ck , analytique réelle, si a et b
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(resp° @) le sont, Bn outre, pour les formes de degré 2, le fait que

dz 2

o(x,y) _ |az
-5

> 0 implique guton peut définir Q 3 0 ar le fait que ¢
3(2:%7 plique q iy > p q

est » 0 ; on a alors la notion de |Q! (et Q+ , @ pour une forme Q re’elle)o

3., Opérations, différentiation, forme adjointe,

On va définir les opérations sur des fonctions et des formes en se plagcant
dans un disque paramétrique, Dans chaque cas on peut vérifier lt'invariance par
rapport au parameire, 31 f est une fonction, et @ = adx + bdy , on pose

fw= (fa)ix + (fb)dy . 8i w = a. dx + b dy , on pose w. . = (a1b2-a2b1)dx;\dy

k k k 1 2
on a w, A w, = —Ww AW, .
s8i £ est de classe C1 , On pose dw = %§ dx + §§ dy .
8i w = adx + bdy , on pose dw = (%E - %§)dxlxdy

on a A(fw) = df A w + fdw
Outre ces opérations définies sur toute variété, la structure conforme permet

d¥introduire, pour les formes de degré 1, un opérateur % 3

31 w=adx + bdy , on pose %w = —bdx + ady (forme adjointe de w)
on a FHW = =y
A % = A
*w1 W, w1 w,,
W AR, = . A¥W

1 2 2 1

(Ia‘2 + lbl2)dx Ady est 3 0, et nlest

il

w A *B

nulle que si w =0,
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4. Formes fermées, cofermées, exactes, harmonigues, analyvtigues,

Soit w = adx + bdy de classe C1 » On dlt que
. w est fermée si dw=0 (s= = =)
. w est exacte s'1l existe f , de classe 02 , telle que w = df 3 une

différentielle fermée est localement exacte

. w est cofermée si xw est fermée (d*w =0, %g + %5 = O)

. w est harmonigue si elle est & la fois fermée et cofermée : si  est

harmonique, Rw et Jw 1le sont ; on en déduit que a=ib est holomorphe, donc ¢
» w est pure si elle est de type (1,0) c'est=a=~dire de la forme a(z)dz
on doit donc aveoir b = ia , soit encore xw = —iw
. w est analybique si elle est fermée et pure, donc harmonique et pure
alors w = a(z)dz , ou a est une fonction holomorphe de =z .
8i w est harmonique, w+ ixw est analytique ; on a d'une seule maniére = ¢-+E s

avec ¢ et ¢ analybiques [¢ = FHw+ixw) , ¢ = 1(w+ixw)] . Pour toute fonction

harmonique h , dh est une différentielle harmonique, car

2 2
d * dh = (g—% + gmg)dxl\dy . Réciyproquement, si w est une différentielle harmo-
ox oy

nique, elle est localement la différentielle dtune fonction harmonique,

5. Intégration,
8i ¢ est une courbe paramétrée, on peut définir ‘[ w pour toute w définie
C
dans un ouvert contenant ¢ ,
Si w=4df , on a Iw =f(v) =f(a) , a et b étant les extrémités de C .

C

81 Q est une différentielle de degré 2 ,et K un compact de 8, on



5'

définit IQ (en supposant dfabord K ou Supp(Q) contenu dans un disque para—
métrique (U,z) : alors IQ = ff c(x,y)dx dy ; on passe au cas général en
K z (XN
utilisant une partition de 1'unité),
8i @0, et si G est un ouvert arbitraire d'une surface de Riemann S ,

on pose fgz = sup IQ ; si fQ < 40 , on dit que Q  est intégrable dans G .
G K<G YK G

Pour Q quelconque, on dit que @ est intégrable dans ¢ si ]Q] 1'est ;

alors ®Q et Y@ le sont, et on pose fQ = lim f@ .
G K-G “K

Formule de Stokes, Si G est un ouvert relativement compact de Q , limité

par un nombre fini de courbes simples analytiques par morceaux (on dit alors que

¢ est régulidrement immergé dans 8) , le bord 3G de G est défini par la con-

vention habituelle dtorientation, et on a pour toute forme différentielle w de

classe 01 définie dans un ouvert contenant @

fw=fdwo
oG

G

On en déduit, plus généralement, si f est en outre une fonction de classe C‘| s
f fw=fdf/\w+ffdwe
oG G G
En particulier, si f et g sont deux fonctions de classe 02 définies dans

un ouvert contenant ¢

f f*dngdf/\ dg+ffd*dg
oG G G

d'oh la formule de Green

f (fxdg — gxdf ) = J' (fdxdg — gdxdf ) .
oG G



6.

I1 —~ Espace de Hilbert des différentielles de carré intégrable. Décomposition de

de Eham,

On note kfp (respc, kS)P) 1lespace des formes différentielles de degré p

et de classe Ck 3 support quelcongue (resp, & support compact) sur § , on pose
k
k‘g = & g®, T JUR kgP , et on omet k s'il est égal & 4o,
o2 ‘ o2 :

1., Différentielles de carré intégrable,

Sur l'espace 331 (ou un espace kﬁ)" quelconque), on peut introduire la

norme
ldl= ([ was)® =[] a2+ [p]2)ax ar 5
clle est associée au prodult scalaire
Coylay) = [[0,a 55, = [[ (23,405, )ax av .

On obtient aingi un espace préhilbertien séparé, dont le complété s?!identifie &
1'espace q des classes de formes différentielles localement intégrables et de
carré intégrable (1'équivalence étant 1'égalité presque partout),

Pour établir les résultats de de Rham dans le cas particulier étudiéd iei, il
faut dlabord géndraliser la notion de différentielle d'une fonction ou d'une

Torme, donc celle de forme fermée,

Proposition 1. Pour gue € qn’ €' soit fermée, il faut et il suffit
qu'elle soit orthogonale & toute forme xdf , ol f € 9° .
Cela résulte de (w|xdf) = .«fwaﬁ = ~f wAQE = ’f"muf’fdw: ~| Fag

G oG G

i ¢ est un ouvert contenant Supp(f) .

Définition 1, Une différentielle appartenant & q est dite fermée au sens

large si elle est orthogonale 3 xd 9 , L'ensemble de ces différentielles sera
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noté ¥ .

De méme, on dira que w est cofermée au sens large si elle est orthogonale &

aD.

Définition 2, On dit gulune différentielle w € q est exacte au sens large

(resp, exacte au sens large et nulle 2 1finfini) si w € d§ N q (resp. w € d@ﬂq),

Notons qulune différentielle exacte au sens large est fermée au sens large,
q

Proposition 2, si w est de classe C»1 et est exacte au sens large, elle

cat exacte,

Cela résulte du

Lemme 1, Pour tout cycle C de 8 , la forme lindaire w »[ w est continue
: c

dans le sous—espace & N g .

I1 suffit de se ramener au cas o C est une courbe simple fermée analytique
par morceaux, Bn effet, soit ¢ wun ouvert annulaire contenant ¢ , et divisé par
C en @' et @" tels que dG' = C=C' , dG" = C"~C ; soit h wune fonction ¢
réelle comprise entre 0 et 1 nulle dans S\G , égale & 1 dans G@" et au voisinage
de C, & 0 au voisinage de C!' ; on a fm =f hw = dh @ pour toute diffé-

C oG* G
rentielle fermée  , done fm = (w]'gc) , ol T, = ¥dh dans @G , =0 ailleurs,
“C

On en déduit la proposition 2, car toute forme exacte au sens large et de classe

C1 est fermée au sens habituel, et ses périodes sont nulles,

2, Lemme de Weyl, Décomposition de de Rham,

La décomposition de q en sous espaces deux & deux orthogonaux repose essen—

tiellement sur la



Proposition % (lemme de Weyl)., Si une forme différentielle w de carré

intégrable est & la fois fermée au sens large et cofermée au sens large, elle est

[ presque partout égale gj yne différentielle harmonique,

Ce résultat étant de caractere local, il suffit de 1'établir dans
A = {]zl < 1} . Nous raisonnerons dans (¢ , en supposant que les fonctions des

1

différentielles considérées ont leurs supports contenus dans A1 ; nous noterons
Ar le disque {]Zl <r}, et A la mesure de Lebesgue de ( = R2 .

lLa. prop, 3 se démontre en établissant que w est presque partout égale & sa
régularisée par un opérateur convenable, Soit v, une fonction réellekpositive, de
classe C , de support contenu dans Ar , ne dépendant que de lz] , et telle que -

‘[ ur(z) adrn(z) = 1 . Nous définirons 1'opérateur de régularisation Mi par

Mif(z) :‘[ Ur(Z’C> f(c)dc pour une fonetion £

Mrm = (Mfa)dx + (Mrb)dy pour une différentielle = adx + bdy

MPQ = (Mrc)dxiAdy' pour une différentielle Q = cdxady .
On vérifie que

Mr(*w) = *Mrw

m (af) = a(m f) si f est de classe C

Mi(dw) = d(Mrw) sl w est de classe C1

1

[ () e() ara) = [ £() mg(a) anta)

1l

(Mfm1l wz) (w1 1M3w2) °
Les fonctions ou formes Mif ’ Miw , MfQ sont de classe Coo ; s w est fermée

au sens large dans As , Mfw est fermée dans A r : en effet, si £ ¢ @ et

S
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Supp(f) < A,s-.r , On a Supp‘(Mrf ) < As . done
(Mrwl*df) = (wer*di’) = '(wl*d,Mrf) =0 .
Par conséquent, si w est & la fois fermée et cofermée au sens large; M est

harmonique dans A1«-=r o

D'autre part, si o est harmonique dans A,y Muw est égale & . dans

A, v d*apres le théoréme de la moyenne, Enfin, il résulte du théoréme de Lebesgue-

Fubini que MrMS = MsMr o

Donc, si w est & la fois fermée et cofermée au sens large dans A1 , on a

-]

Mrw = Ms Mrw = MPMSm = Msw dans A1_r_s‘

Il en résulte que dans tout disque A, » Muw est indépendant de r pour T

Fe)
assez petit, de sorte que 1im Mrw existe partout, D'autre part, ”Mruw w“A
r-> 0 T
O
tend vers 0 lorsque r tend vers 0 j on en déduit que 1lim M w = w presque

r— 0

partout, donc que w est presque partout égale & une différentielle harmonigue,

Théordme 1 (de Rham). q est la somme directe orthogonale Y& 4D @ %a® ,

ou # est llespace des formes différentielles harmonigues de carré intégrable,

Ou encore

Corollaire : % et i® sont supplémentaires orthogonaux dans ¥ .

B effet, %= (D) N(ID) < (TD + 1),

En fait, nous n%aurons pas besoin de la décomposition précédente, mais dtune
autre trés voisine quton obtient en considérant dans % 1le sous espace orthogonal
a toutes les différentielles exactes, En effet, si ﬁee = HBNat , et si 9@0 est

le supplémentaire orthogonal de %e dans % , On a
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g ::»QQyEB %qafﬁ aD 4 59 ,

On notera que %e EBEI_@ n'est autre que llespace d%—ﬁ—% des différen~
tielles de carré intégrable exactes au sens large, En effet, il est contenu
dedans, et d'autre part F o dm S5a9 , done dm =& ﬂ(d‘gﬂ—q) ®a9 .,

or, 6 ﬂ(dﬁﬂq) = %e , dtaprés la prop, 2 .

On a done

Théoréme 2. est la somme directe orthosconale W D AENG & 2D o
dasoreme § =2 o ,

11T - Construction de formes différentielles harmoniques et analytiques ayant des
singularités et un comportement & la frontiere imposés,

Pour construire les fonctions fournissant les repr‘ésentations conformes cano-
niques que nous cherchons (ou, ce qui revient au mdme, leurs différentielles) il
faut obtenir & la fois des propriétés concernant les singularités (pbles de f ou
de log f), et un comportement & la frontidre (Rf , ¥f , !f! , arg: £ constants
sur les composantes frontidres) correspondant au probléme posé,

Une telle consiruction se fera par la méthode de la projection orthogonale.

1, Différenticlles avec singularités,

Soit V un disque paramétrique de centre a (e"e‘sﬁéémdix‘e un disque para—
métrique (V,z) tel que =z(a) = 0) et soit ¢ une différentielle harmonique ou
analytique réguliére dans V = {a} , et ayant une singularité en a (on pourra
supposer par exemple que ¢ se réduit & sa partie singulidére par rapport a la
variable z) , On dit qu'une différentielle w sur S - {a} a la singularité o

en a s8i w-o se prolonge en une différentielle régulidre dans V (on dit que
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a est une singularité apparente pour w-o) .

co g,
81 ¢ est une singularité analytique E wﬁ\dz , le coefficient a,1 de
n=0 g

%; est appelé le résidu de ¢ (ou de «) au point a ; il est indépendant du
choix du paramétre, Pour toube différentielle fermée  ayant un nombre fini de
singularités analytiques aj dens un ouvert ¢ réguliérement immergé dans § ,
on a

fae = 2in ? RéSaj(w)

si ancun des points aj ntest sur 0oG .

2, Théoréme dlexistence,

Soient U et V deux disques paraméirigues concentriques, tels par exemple
que z(U) = A2 , 2(v) = A1 s soib 6, une différentielle analytique régulidre
dans U!}fE , ot B est un ensemble fini de points de VvV , et ftelle que la somme
des résidus de g, soit nulle, Nous nous proposons de construire des différen~—
tilelles harmoniques ou analybiques ayant les singularités de Gy et en outre un
comportement & la frontidre gqul sera précisé plus loin,

Soit U une fonchion de classe C réelle, comprise entre 0 et 1, égale & 1
dsne V et & 0 dans CU ; soit X wun compact connexe-conténu dans V et‘conﬁe-
nant B ., Il existe dans V ﬂCK une primitive uniforme s de c, - Posons

8 = us et
o

ds dans L‘K
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6 est une différentielle fermée dans CE_, exacte dans EK , nulle dans CU .
Comme elle est analytique réguliére dans V'nCE , on a dans cet ensemble
c=1 % ¢ =0, On peut alors prolonger o¢-1i % ¢ & § tout entidre en la prenant
nulle dans V ; si on applique le th, 2 du § II & ce prolongement, on obtient
oc-1 % c=nN+Q+x¢

ol nea@@,q)EdE—n—E] , €49,

La différentielle

Ww=0=-¢=1% c+n+*P

est fermée et cofermée au sens large dans CE ; elle est donc harmonique réguliére
dans CE ; en outre, dans V w-o ==~p = n+%¢ est harmonique régulicere, donc
w a aux points de R les mdmes singularités que o . Le raisonnement précédent
montre aussi que ¢ et ¢ sont de classe ¢

Enfin, w est orthogonale & toute différentielle exacte de carré intégrable
qui s'annule au volsinage de E (par exemple dans V) . Bn effet, le produit
scalaire de o et d'une telle différentielle est bien défini, puisque ¢ , donc
w , est de carré intégrable hors de tout voisinage de E . De plus, si d4f ¢ q ,
avec £ =0 dans V ,

(af|w) = (af|ixa) + (af|n) + (af|x¢) = =i(df|*o)
dtaprés la prop, 1 et la définition de 980 . Or
(af [#0) = - df.\dS:-f fds+f fds = 0
) ov

U\Ww U
puisque £ =0 sur OV et s =0 sur 00U,
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Ce résultat peut se traduire, d'une manidre plus générale en apparence, comme

suit : pour toute différentielle exacte et de carré intégrable au voisinage de la

frontiére (clest & dire hors d'un compact on a, pour tout ouvert régculidrement
e T et gt St ot p 9 i P

immergé ¢ tel que df soit définie dans CG

(1) (g + [ fra=o0.
oG
Remarquons Lout d'abord que le premier membre de (1) ne dépend pas de G ,

puisque w est harmonique exacte dans CG . Bn effet, si 51 C:G2 , on a alors

(df[w)c_\a =f f*wmf fxw
6G2 ©G1

dtolr

(af [w)y=m - (&f|w)y = =f f*‘:,,.,f T30 o
S\G1 S\GE 6G2 ©G1

Comme ‘[ xw = 0 du fait gue xw a un nombre fini de singularités analy—
oG
tiques dans G , dont la somme des résidus est nulle, nous pouvons poser
A(df,w) = <dflw)8\a +‘]) fxw » On remarquera que si § est une surface & bord, et

oG

si f est définie sur ds , A(df,w) ='[ fxw . Dans le cas général, on voit

03
aisément que A(df,m) ne dépend que des valeurs de f dans un voisinage de la
frontiére,

Pour montrer 1'équivalence de (1) avec la propriété d'orthogonalité établie
plus haut, il suffit alors de remarquer que (1) implique évidemment cette pro-
priété (prendre @ =7V) , et que d'autre part, si ¢>7T, A(af,w) ne change pas
si on remplace f par (1_u)f , qui s'annule dans V et pour laquelle (1) se

réduit alors, pour ¢ =V , & la propriété d'orthogonalité indiquée,

En résumé :
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Théoreme 3, Il existe une différentielle w et une seule ayant les propridiés

suivantes 3

1°) w est harmonigue dans [;E , &t a les mémes gingularités que o aux

points de B ;

20) ‘w- o est exacte dans S et harmonigue dans V ;

30) w est exacte dans [K et de carré intéerable dans le complémentaire

o Teo——

d’un vedisinage quelconque de F ;

4°)-w est orthogonale b toute différentielle exacte de carré intégrable et

nulle au voisinage de B ; plus généralement, pour toute différentielle exacte et

A T S ————— i) | St | Th

aar,0) = (afu)y 5 + féGf*w —o.

Liunicité résulte immédiatement de cette dernitre propriété, car si w, et
w, satisfont les conditions imposées, et si W, =, = df , on a
Hmww “2 = A(df , w~w,) =0 .
172 12
Remarques @ 10) Si tous les résidus de o sont nuls, cette différentielle
est exdcte dans VA[E , done w est exacte,
20) En reprenant la démonstration du lemme {1, on voit que si C
est une courbe fermée simple qui divise S en deux parties 8' , s" (avec
gt o @', S D @") on peut prendre h = 0 dans §f M;G’ s =1 dans st ,
done Ty = #*dh , oli. h est une fonction ¢ dans. -S » 81 ¢ ne contient aucun
point de E , on a done (*m[‘q;c) = (xw|*dh) = (w|dn) = JO‘9 de sorte que f—)ew =0 ,

c

Par conséquent, *w a une période nulle sur tout cycle diviseur, autrement dit-
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est semi—~exacte,

3, Différentielles analybtigues assocides & w .

Si w est la différentielle harmonique du th, 3, Rw et Y sont
également des différentielles harmoniques, ayant vpour singularités Ro et fo,
et possédant des propriétés analogues (en prenant f réelle, puis quelcongue, on
voit que
(af | Rw) =-=+f £xRw =0, (af| Y w). ~+f fxJw=0) .
S\G o\G
0G oG
Pour obtenir & partir de  des différentielles analybiques ayant des singularités
¢ , 11 suffit de poser
o= R+ ixRo

p==xJuw+ifw.

Théoréme 3bis, Les différentielles o et B ont les propriétés suivantes :

10) elles sont analytigues régulidres dans CE , et ont aux points de E

les mémes singularités que o ;

2°) o=c (resp. chs) est analytique dans V et %(ocwc) [re-s.p,'.s(B-c)]

est exacte dans 8

30) Re (resp. TB) est exacte dans CK et de carré intégrable hors de

tout voisinage de E ;

4°) Ro (resp, B) est orthogonale & toute différentielle exacte de carré

intégrable nulle au voisinage de E ; plus généralement, pour toute différentielle

exacte de carré intégrable au voisinage de la frontiére, on a

(a2 ) +faGf Yoo = 0 (resp, (ar| V)5 _féGmp - 0) .
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Remarques : 19) Si df est une différentielle holomorphe au voisinage de la
frontidre, on a (dfla) - = 2(df|5ha)s\a pour @ -assez grand, et la méme chose

S\G
pour B ; il vient alors (dfla) - =D £« , (df“g) - =2 RB .
S\G S\G
oG : 0G
20) On & o+ = i x w et o=B = w+i * © ; par conséquent, si
o+ B =P - . . .

Y =3 6 = 5= Y et & sont respectivement la partie analytique et la
partie antianalytique de w ; y a encore les singularités de ¢ , tandis que §
est analytique régulidre sur S .

30) Enfin Y¢ et RB , done « et B , sont semi-exactes

dans cK o

4, Propriétés extrémales de « , B, ¥, & (cas plan).

Nous appellerons surface plane.(ou de genre O) toute surface S pour

laquelle toubte courbe fermée simple tracée sur § divise S (clest & dire a un
complémentaire non comnexe), Toute surface homéomorrhe & un ouvert de € = @ U {w}

est plane,

Sur une surface plane, toute différentielle semi~exacte est exacte,

Bn particulier, si la surface S considérée est plane, les différentielles xw ,
o, B, vy, 6 sont exactes,

Nous allons montrer que dans ce cas « et p sont caractérisées par des
propriétés dtextremum, dans l'ensemble ch des différentielles analytiques
réguliéres dans CE , exactes dans CK , de carré intégrable hors de tout voisi=-

nage de E., et ayant aux points de E les m8mes singularités que o .
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On a vu que si ¢ et ¢ sont exactes, harmoniques, de carré intégrable au
voisinage de la frontitre et ont un nombre fini de singularités analytiques dont
la somme des résidus est nulle, l'éxpression

Alp,0) = (plo)o +f gxg
S\G N
G
o g est une primitive de ¢ au voisinage de la fronticre, est indépendante de
G pour G assez grand ; si ¢ et ¢ sont analytiques au voisinage de la fron-

tigére, on a encore

Alp,¢) = (@l¢)s 5+ i‘f;Ggi

et dans ce cas A(q),cp) = m car si h est une primitive de ¢ ,
f gﬁ + }-idg =0 , Nous rappellerons que A(c_p,q,) = (cplq,) si ¢ et ¢ sont
oG
régulitres et exactes dans S +tout entiére, Enfin, pour ¢ = ¢ , nous emploierons
la notation A(cp) a3 la place de A(cp,cp) o
Soit alors 6 € JZG , et soit f wune primitive de ¢ dans [K . On a
lle~d|* = ale-a) = A(6) + Ala) - 2Ra(6,a)
— 4(6) + Ala) - 2%[(ar]a) 5 + 4 faGf_&].

A(6) + Ala) + 2R[{ £ 2Ya - id]
oG

A(e) + Ala) + 20 (] fa) .
o]t

Il

1l

Or, l'expression f fo est indépendante de G, pourvu que G contienne
oG

K ; elle est donc égale a f fa , quton peut encore écrire f fdmf wo , en
ov oV ov

appelant w une primitive de o dans CK s et en remarquant que

(£=w) (a=o)

ov

etque f Woc=f widw = O
ov ov

i

0 , puilsque f=w se prolonge en une fonction holomorphe dans. V ,
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En posant

on peut écrire

lle=of|® = a(6) + alw) + B(e) - B(a) ;
si 6 =0a , on obtient A(a) = 0 , de sorte que
(1) llo=c|® = a(6) + B(6) - B(a) .

on en déduit que o est l'unique différentielle appartenant & &%G qui
minimise 1l'expression a(e) + B(o) .

Dtaprés sa définition, la quantité B(e) ne dépend que du comportement’de
@ au voisinage des singularités ; de fagon précise, si nous continuons (abusi~

vement) & noter f-s la primitive de 6-¢ dans V qui coincide avec cette

fonction dans V6 [K , nous avons

BC@) = 4%5’%[2 Résa((f-ms)c)] .

athk

Oon peut faire pour B un calcul analogue, mais il est plus simple de remarguer
que si 8 est plane, ip est la différentielle qui joue le rble de ¢ pour ia
singularité 1o ; en remplagant © par 16 , ¢ par i , ¢ par ig , on & donc
(2) le-pl% = a(e) - B(0) + B(p) ,
de sorte que B est ltunique différentielle de Jz‘d qui minimise A(e) - B(e) .
Par addition membre & membre de (1) et (2), on obtient

| EHU? +lell® = ae) - 8(s) 5

on vérifie aisément que B(8) = -2 Hét[2 , ce qui donne

(3) eyl = a(e) +|fell® ;
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donc y wréalise le minimum de A(e) dans éﬁc R
Enfin, en retranchant membre & membre (1) de (2), il vient
% (e-yl8) = =% Ble-y) ,
ce quon peut formuler de la fagon suivante :
pour toute différentielle analytique réguliere ¢ exacte et de carré inté-
grable sur S , on a

(4) R(p|8) -+ B(g) .

1l

1l

On a donc 3 ‘R(cplé) -2n R : RéSa(fG) ’

ack

atold (en appliquant aussi cette formule a i@)

(5) (9]6) = ~2n T Rée_(£0)

ath

5. Convergence de o et P Jdans l'approximation de S par des ouverts connexes
régulierement immergés,

Pour tout ouvert comnexe ¢ régulidrement immergé dans 8§ et contenant fij ,
nous pouvons construire des différentielles %o BG relatives & la singularité
¢ et & la surface de Riemann ¢ . Nous noterons AG la fonction A relative &
¢ ; si 6 =df est encore définie sur oG , on a AG(G) = i(f o .

oG
Les relations (1) et (2) permettent d'établir la convergence de %o et BG
lorsque G tend vers & ., En effet, pour @' DG
o -a )l =& (a,) + Bla,) - Bla,) ;
G' ¢ GGt G? G
d'autre part

2
I

AG(aG,) = AG(aG,) - AGg(aGﬁ) == HaG, 0 g < 0 .

2
Donc B(aG,) - B(aG) > ”aG,—mle >0 .
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A 2
De méme B(BG) - B(By) > | BG”—BG”G 2 0.
. 9 2
Enfin B(BG) - B(OCG) = ” Ba OCG”G >0 .
On en déduit que B(oaG) crolt, que B(BG) décrott, et que les deux ont des
limites finie lorsque ¢ décrit l'ensemble filtrant croissant des ouverts con—

nexes régulitrement immergés de 3 ; il en résulte que 1lim H OCG'—OCG“G =0,
G-=S

lim |[8,,~84l, =0 .
@S G' GG

Ces relations impliquent la convergence en norme, et uniformément sur tout

compact, de o, et de BG vers des limites g et BS , qul ne sont autre que

les différentielles « et B déjh obtenues, BEn effet, elles ont les mémes sin-
gularités, sont exactes dans CK , et possedent les mmes propriétés d'orthogona-
1lité, Par exemple, pour toute différentielle df exacte et de carré intégrable

au voisinage de la frontidre, et pour GO assez grand, on a

(df]gi ) = 1lim (df]&oc

_S)G\E = lin (dfl&“G>G\'é
@G-S > g

+ lim (defR ocs—%oc )
G—3S o G-3

%5/9\G Jod -
0] [e]

Or, le dernier terme est nul, puisque ”%ocsa- %OCG“G\E < llocs—-ocG”G -0,
o)

Dfautre part,f f '.)ocs = lim f f UocG ; donc
GGO G—S OGO

Alaf, Ko ) =G1ims A (af[ R ) =0 .

IV -~ Représentation conforme dlune surface de Riemann plane S sur des domaines
& fentes paralleles,

1. Représentation conforme de S sur un domaine & fentes horizontales,

soit a €8, et (U,z) un disque paramétrique de centre a (z(a) = 0) .

. e N\ 3 ® Ve d'
On applique les résultats du §IIT & la singularité o, == —g = d(%) ; on peut
Z

prendre X =E = {a} ; la différentielle ¢ obtenue est exacte dans [{a} ; une
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primitive w de o est méromorthe dans S , holomorphe dans {:{a} , et posséde
en a wun pdle simple de partie singulidre »:2 - Pour achever de la déterminer, on
supposera que lim (w(p) - ) =0
z(p)
p—a

Nous allons voir gue la fonetion w  est univalente (ctest & dire injective)
dans 8 , et que G\w(S) est la réunion de segments compacts paralleles & 1'axe
réel, dont certains peuvent se réduire & des points, La démonsitration de ces

deux propriétés repose sur le

lemme 2, Soit D une demi-bande de ¢ (de largeur finie ou infinie) paral-

lele & ltaxe réel, L;_é_ point a est adhérent & toute composante comnexe de W“?(D) .

Supposons que D={Z€(§3€QZ>7\,;}.< 5z<v}°Posons u=%w,

v=dw, et

1 1 1
e * ) TR P Rl

£(p) =
0 pour p £ G

3i a ;{ G, f est une fonetion (‘10o nulle au voisinage de a , et df € Gi 3

on a done (df!du) = 0 , Mails

it

(dfldu) :[ df A xdu f M > 0 , d'oh contradiction,
: G

(?\—u)z

On a donec 8.6“(3.

Supposons alors que w(p) = w(q)

A+ip , avee wi'(p) #0, w'(q) £0.
‘ .
D'apres le lemme 2, les ouverts G, = fu>n, v>ul, G, = fu<an, v>aul,

G‘r3 ={u<n, vepl, G4 =fu> N, v <pl sont connexes, puisqutils le sont

au voisinage de a ., Il existe alors une courbe fermée simple ¢ contenue dans

G,V c»3 U{p,a} . 8i 8S\C est la réunion de deux ouverts disjoints S' et 8",
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avec a € 8' , G2 et G4 rencontrent 8! , donc sont contenus dans 8! ;3 mais

clest impossible,} car au voisinage de p ou q C sépare G2 de G4 o Alnsi
w est univalente dans S\{p : w'(p) £ 0} ; elle 1l'est alors dans § d'aprés les
propriétés locales des fonctions holomorthes,

Le lemme 2 montre également que toute composante de E\W(S) est portée par

‘ @

une parallele & llaxe réel, Sinon, 1l existerait des nombres X , p, v tels que
w(s)hiz et : Bz <N, p< Jz < v} ait une composante relativement compacte,
donc n'ayant pas o = w(a) sur sa frontidre,

En résumé

Théordme 4. Toubte surface de Riemenn plane peut &tre représentée de facon

- e

bijective et conforme sur un ouvert de @ dont le complémentaire se compose de

segments compacts paralleles & l'laxe réel,

Corollaire, Pour une surface de Riemann § , les trois propriétés suivantes

sont éguivalentes @

(a) toute courbe fermée simple C contenue dans 8§ divise S ;

(b) s est homéomorphe & un ouvert de € ;

o~

(c) 8 est analytiquement isomorvhe % un ouvert de € .

2. Propriété extrémale de la fonction w .,

on a vu au §ITI, no 4 que dw est l'unique différentielle de ofc gui
minimise A(¢) + B(8) . Ici, afd est 1l'ensemble des différentielles df des
fonctions méromorphes dans S , régulidres dans E{a} , ayant en a un plle de

partie singulidre % et dtintégrale de Dirichlet finie dans le complémentair,e'
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o0
' s . y = 1 n
d'un voisinage de a , si f£(z) = -+ nz-..c: on(f)oz , on a

B(ae) = —4n QLRés ((£(2) - 2)E)] = ~anfe (£) 5

%
donc dw minimise A(df) - 4x &01 (£) .
: . (%)
Bn outre, si f est univalente dans 8 , on a A(df) £ 0, car
A(af) = 1im (1[ £af) , ek M%f faf est 1laire de ¢\f{g) . On sait d'autre
) d

G- S @ G

part que A(dw) = 0 . Par conséquent
-4m e, (£) » A(df) = 4n mi(f> >-4n€¢c1~(w) , et s'il y a égalité
“dfwdw”2 =‘A(df) = 47:;‘3,01(&‘) + 41 &01 (W) =0, done f = W-!—Cte .

Dfoli la

Proposition, Parmi toubes les fonctions méromoryvhes f univalentes dans 8

et ayant en a wun pbdle de partie singculiére -; , w est la seule (& une constante

additive prés) qui rende maxima Re i () .

Remarque 3 La propriété A(dw) = 0 exprime que 1l'aire du complémentaire de

w(8) est nulle., On obtient ainsi une condition nécessaire (mais non suffisante)
pour qu'un ensemble de segments horizontaux soit le complémentaire de 1'image

d¥une surface de Riemasnn par une fonction telle que w ,

3. Autre démonstration du théoréme 4.

Nous. supposerons d'abord que S est une surface de Riemann & bord compacte,
Soit 8 1la surface conjuguée de 8 (méme variété topologique sous-jacente, les

cartes de S étant (Ui,zi) , ou, ce qui revient au méme, les fonctions

(*) gi f est univalente, la condition portant sur ltintégrale de Dirichlet est '
toujours remplie, car-ltimage du complémentaire d'un voisinage de a est un

ensomble borné et [|af]|2 o est le double de 1'aive de £(s\T) .
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~

analytiques sur § étant les conjuguées des fonctions analytiques sur S) . On

&

appelle double de gSchottky de S 1la surface compacte S obtenue en raccordant

8 et 8 1le long de 0S8 , identifié point par point & 03 .
8i a €8, et si & est le symétrique de a dans § , soit w la diffé-

EN

rentielle harmonique sur S ayant la singularité d(%) en a , la singularité
d(;) en & (cf, théordme 3), et soit u une primitive de R w dans g\{a,§} .
7

La fonction pre u(p) - u(ﬁ) se prolonge en une fonction harmonique réguligre
sur § , donc constante ; comme elle s'annule sur 08 , elle est égale a 0 ., On
a done ulp) = u(P) , ce qui implique qulon a xdu = 0 le long de 0S . Comme
S est plane, tout cycle de S est homologue & un cycle frontiére ; xdu est
alors une différentielle exacte dv , et du+1dv est la différentielle o du
théoréme 3bis (car on a A(dflqza) = 0 pour toute d4f exacte et de carré inté-
grable au voisinage de 098 telle que T se prolonge continfiment sur 08 , et on
montre que cela entraine le méme résultat dans le cas général),

la fonction w = u+iv est alors continue dans S ; comme dv = 0 Ile long
de 98 , 1l'image par w de chaque composante de 08 est un segment horizontal ;
coemme le complémentaire de W(OS) est connexe, 1l'indice de W(GS) par rapport
4 un nombre complexe % quelconque est nul, et il résulie du théoréme de 1llargu-—
ment, et du fait que w a un pble simple en & , que w est univalente dans 8 .,

On volt en outre que w prend deux fois (distinotes ou confondues) toute valeur

Z € W(GS) . On a donc établi le théoreme 4 dans le cas d'une surface & bord,
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Dans le cas général, on approche 8 par des ouverts connexes réguliérement
immergés ¢ contenant a , Si Vo représente G sur un domaine & fentes hori-
zontales, de facgon que w (a) = et lim (w_(p) - ! ) =0, on a vu au §111,

G G Z(P)
b—a
ne 5, que les différentielles dWG convergent uniformément sur tout compact vers
dw ; les fonctions v, convergent donc vers w , La propriété extrémale de w
(qu“il suffit d'établir dans le cas dlune surface & bord, car on 1'étend aisément
au cas général par passage & la 1imite) montre alors que toute composante K de
G\W(S) est un point ou un segment horizontal, En effet, si K ntest pas réduite

& un point, C\K est simplement connexe, et peut &tre représenté conformément sur

le complémentaire d'un segment horizontal par une fonction ¢ , telle que

. o ¢ (g)
@(“O = o et ¢(Z) = Z + 2::‘ i pour 7 assez grand, Comme la fonction
n=1 Z

identique est méromorphe et univalente dans C€\K , et a méme partie singuliere
que ¢ , on a 4101(¢) 3 0 ; dtautre part, pow est méromorphe univalente dans
s , donc ‘5?,01(goow) & 5&01(w) o OT 01(cpow) = c1(cp) + 01(W) . On a donc

9@@1(¢> =0 , @(Z) =2 , et K est un segment horizontal;

4, Représentation conforme de S sur des domaines & fentes paralleles,

A la place de la singularité d(%) en a , nous pouvons considérer plus
=10
o

= ) (o £ 6K 25%) . Le raisonnement du théordme 4

généralement la singularité d(

nous fournit alors une fonction fe , dont la partie singuli®dre en a est

-1i6
e

, et qui représente conformément 8 sur un domaine & fentes horizontales,
La fonction Wy = elefe admet alors pour partie singulidre en a % , et

représente S sur un ouvert connexe dont le complémentaire se compose de points
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ou de segments paralléles & la direction d'angle polaire © ., On supposera We

-z : c s : 1
normalisée par la condition 1im (w p) - =) =0 .
© z(p)
M&p?'la v

On voit aisément que les différentes fonctions Wé ainsi obtenues ne sont

pas indépendantes les unes des autres, En effet, la fonction fo cos 6 +f sin

N T\)lﬁ

a la méme singularité en a que f@ s et la m8me propriété dforthogonalité a la
frontidre (car pour toute différentielle dh exacte et de carré intégrable au
voisinage de la frontigre, on a

Aan , df cos @ + df  sin g) = cos 6 A(dh',dfc) + sin o A(dn ,dfﬁ) =0) .

2 2
On & donec
f =f ¢ £ i
o o 08 6 + P sin ©
2
- _ e e e
dtots 'We = 8 (wo cos B Iﬁﬂ sin e) o
2

Nous avons vu au n° 2 gue la fonchion v est caractérisée par une pro-

priété d'extremum, Plus généralement, un calcul analogue montre que LA est

1%unique fonetion qui minimise A(df) = 4ﬂ:&(e’21601(f)) dans 1'ensemble des

fonctions f méromorphes dans 8 , régulidres dans C{a} , et admettant en a

o0
un développement de Laurent de la forme é + E cnﬁf)zn 3 parmi. celles des
Na=t

fonctions précédentes qui sont en outre univalentes dans 8§ , KA rend maxims

a<e~21%1 (£)) .

En particulier, W minimise A(df) + 4n5201(f) parmi toutes les f

s

2
admissibles, et gaci(f) parmi celles qui sont univalentes (cela résulte direc-

tement des calculs du n° 2, si 1'on remarque que dwﬂ est la différentielle B
s . . dz 2
associde i la singularité - —) , On a donc ¢ ‘

2
%
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8i f est univalente dans S , f(a) =0, et si £ a pour partie singu-

litre en a 1 ,
Liere en p

’2,01 (WE’) < 9.01(f) < Rc1(vv'o) .
2

5. Ponction +(w +w ) .
Fonction o f
2

D'aprés ce qufon a vu au n° 2 et au §III, no 4, la différentielle

Y = %(dwo + dwn) minimise A(df) parmi les fonctions f admissibles, Il est

.

2
clair que cette propriété de minimum ne change pas si on effectue le changement

s ie e sps . P
de parametre z — e 'z ; on vérifie d'ailleurs immédiatement que

W o+ W =W 4+ W °
© 6+2 © Z
2 2
Théoréme 5, La fonction h = %(wb + Wn) est univalente dans 8 , et repré-
o E 7

sente S sur un ouvert de ¢ dont le complémentaire se compose de points ou

d'ensembles compacts convexes (strictement convexes limités par des courbes ana-

lytiques fermées simples, si S est une surface & bord compacte )., Parmi toutes

les fonctions méromorphes univalentes dans 8 ayant en a un p8le de partie

singulisre % , b est celle pour laguelle l'aire du complémentaire de 1'image

de S est la plus grande,

Pour simplifier les notations, nous poserons dans le cours de cette démons—

tration f =f =w_ , g=f =-iw_ 3 ona alors h = 4(f+ig) .
o o T T

2 2
Supposons d'abord que 3 soit une surface & bord compacte, limitée par un

nombre fini de courbes de Jordan analyiiques par morceaux, Si C est une compo-
sante de 08 , la courbe paramétrée h(C¢) est rencontrée par toute droite D

de ¢ en deux points au plus (distincts ou confondus), En effet, #f et Yg
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sont constantes sur € ¢ 81 D admetlpaur,équation Xcos 6+ ¥ sin 6=k =0,

on a sur O

te. ‘te>'
]

®h cos 6+ Jh sinn‘ 9:—%{:6" 080 + & sin ‘ej‘)‘-t- ¢ = %fe + C
or, fe(C)’ est un segment horizontal, et pour tout 2Z € fé(c) 1téquation
fe(p} =% a deux solutions distinctes ou confondues.
| I1 en résulte que l“intériéur de n(¢) est strictement convexe, et aiune
adhérence strictement convexe,
, e

D'autre part, la fonction 5 est holomorphe dans S , égale d =1 en a ,

et prend deux fols. sur toute courbe ¢ toutbe valeur réelle finie ou infinie

(1es~solutienskde; %% = ~cotg ] étant celles de 4f cos 0+ dg sin 6 = 0 ,
clest & dire celles de dfe =0) , D'aprés le théordme de 1'argument, %%} ne

prend sucune valeur réelle dans § , donc 5(%%) .0 dans 8- il en résulte

que %%‘ déeroft quand ¢ est parcourue dans le sens positif, de sorte que
n(c) est parcourue dans le sens négatif,
On en déduit que h. est univalente dans § , Bn effet, soit 7 € ¢ 5 si

7 est intérieur & m courbes n(¢) , 3t située sur m? dlentre elles; et si

I

1%éyuation h(p} 7%z a n solubtions dens 8 , et n¥ solutions sur 988 , le

théoreme de l'argument montre que

¥ nﬁ.}f ‘

en outre, n* 3 m!' et m' =0 dmpligue n' = 0 ., Cela n'est possible que si
Moo= g ,m?‘mn:;:n*‘zo,n:;t',m:,-mf“:;n“z‘ogm&:n? =1 4y 0 =0=0,

Par conséquent, h est univalente dans § , et les intérieurs des courbes
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h(c) sont deux & deux disjoints,

Passons maintenant au cas général, ILa fonction h est limite uniforme sur
tout compact des fonctions hG analogues, relatives aux ouverts connexes régu~
litrement immergés G contenant a ; elle est donc encore univalente dans 8 ,
Soit d'autre part X wune composante de E\h(s) . 0n sait que E\K est connexe
(cf, Bourbaki, Top, Géné,, chap,I, $11, exerc,4), D'autre part, toute droite
d'appui de K rencontre K suivant un ensemble convexe, En effet, dlaprés la
remarque du début de ce n°, cn peut supposer que cette droite d'appui est hori-
zontale, et que c'est 1l'axe réel, K étant contenu dans le demi=plan supérieur,
si A (resp, B) est la composante frontidre de f(s) (respe g(s)) qui
correspond & X , on a. Kc:-%(A + iB) et X rencontre chaque c¢c8té du rectangle
1(a + iB) (si (pn) est une sulte de points de 3 telle que f(pn) (resp,
g(pn)) converge vers une extrémité du segment A (respo B), h(pn) tend vers
un c8té vertical (resp, horizontal) du rectangle), Par conséquent, les hypo-
theses précédentes impliquent que 0O est 1l'origine du segment B ;5 si x et ¥y
appartiennent & KOR , et si (h(pn)) tend vers x , (h(qn)) tend vers y ,
avec Pn €3, qn €38, les suites (g(pﬂ)) et (g(qn)) tendent vers 0 , Comme
tout voisinage V de 0O contient un voisinage W de 0 tel que W g(S)
soit connexe, on peut joindre g(pn) et h(pn) dans g(S) par une courbe
g(Cn) qui tend vers 0 lorsque w — o ; l'engemble d'accumulation de h(Cn) ’
qui est contenu dans K , contient alors [XQy] . Les deux propriétés précédentes

équivalent & la convexité de K , en raison de la continuité de la fonction
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7 b m(z) , ou w(z) est 1'angle sous lequel K est vu du point =z .
Enfin, la propriété extrémale de h résulte du fait que si £ est

univalente dans 8 , u%A(df)' est 1'aire du complémentaire de f(s) ,

-3 l S L
6, Classe OAD

Définition, On dit qu'une surface de Riemann § appartient & la classe
OAD si toute différentielle analytique exacte de carré intégrable dans 3§ est

nulle,

Théoréme 6, Pour une surface de Riemann plane S , les conditions suivantes

sont éguivalentes 3

(a) s appartient & la classe OAD H

(b) pour tout peint a de S , les fonchbions Wb t w sont

I
2

(c) il existe un point a € S pour lequel les fonchtions v, et w

AC] BS

sont égales

(d) deux fonctions méromorphes univalentes dans S sont lides par

une relation homograrhique (gg_particulier, si 9 est un ouvert comnexe de € ,

les seules fonctions méromorphes univalentes dans § sont les fonctions

homographiques) 3

(e) pour toute fonction f méromoryhe et univalente dans S , llaire

de €\f(s) est nulle,

(a) => (b) puisque W Wn est holomorphe dans 3

2
(b) == (a) en vertu de 1'égalité (5) du §III, no4, qui donne ici,
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pour toute fonction h holomorphe dans & telle que df ¢ q
1
? =
ol (a) = 5= (dhlﬁ)

avec § = dwo - de (1a dérivée étant prise par rapport au paramdtre choisi en

e

2
a), Si &=0 pour tout a, ona dh =0,

(v) == (c) de Tacon évidente

(e) =3 (a) ¢ =i LA pour un point a , et si £ est méromorphe

2
et univalente dans 8 , il existe une fonction homographique h ‘telle que hof

ait un pble simple en a de partie singulidre Jzn , et que
lim (n(£(p)) - ;(%—) =03 dhof) est de carré intégrable en dehors de tout

b—=a

voisinage de a , et on a

QGT(WO = 6\61(W ) € Rci(hof) < (Rci(wo)

Mia

(ef, no 4), donc (Rc‘(hof) = (Rc1(wo) , et hof xwo ,‘ dftolh f —_-h_"1 OW§ .

(a) = (e) du fait de la conservation des ensembles de mesure super-
ficielle nulle dans une transformation homograyhique,
(e} => (b) car la condition(e) implique en particulier gque pour tout

a€s, Aly) =0, donec ||g| =0 .
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V = Fentes circulaires et radiales,

1. Représentation conforme d'une surface de Riemann plene S sur un ouvert de
C limité par des fentes circulaires ou radiales,

Par un raisomnement trés voisin de celui que nous avons fait au §IV, nous
allons voir quton obtient de telles représentations au moyen de fonctions dont
les formes o et B (assocides b des singularités convenables) sont les Qiffé<
rentielles logarithmiques.

Nous pouvons supposer que S est un ouvert de ¢ , ce qui permet d'utiliser
un parametre unique z sur toute la surface, Soient a et b deux points de
S, el solent U et VTV deux domaines de Jordan relativement compacts de § ,
tels que VcU ; solt K un arc simple d'extrémités a et b contenu dans V ,
gi N est une branche uniforme de log gzgf dans giK ,~ et s une fonction de

b

classe C . dans S\K , égale & s, dans V\K et nulle en dchors de U , nous

pogerons
22 9% gans v
T8, Z=1
g =
ds dans S\K ;
dt . . s s
on & alors ¢ = - » O t est la fonction définie par
Zm 8, .
MZ:BP s z €V
t(z) = .
es(z) si z € S\K ,

golent « et B les différentielles analytiques correspondant a la singu--
larité ¢ dont l'existence a été établie par le th, 3bis ; comme S est plane,
a~c et p-o sont exactes dans S , Soit h (resp. k) une primitive de g~g

(resp. p=o) 3 on a
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dt dp h
@ =+ dh = 75- , avec p = te
k
B = %; + dk = %f , avec ¢ = te .

Les fonctions p et ¢ sont méromorphes dans S , ont un zéro simple en
a , un pdle simple en b , et sont finies non nulles ailleurs. Elles sont déter—
minées & une constante multiplicative prés par les relations précédentes ; pour
achever de les définir, on pourra supposer gue p'(a) = q“(a) =1 .

Théordme 8, La fonction p (resp., q) est univalente dans S et représente

S sur un ouvert de ¢ dont le complémentaire se compose de points ou de segments

portés par des demi-droites d'origine 0 (resp, de points ou d'arcs de cercle de

centre 0).

Supposons dtabord que S soit une surface a bord compacte, Le raisonnement
du § IV, no 3 montre que a« et B (done p et q) sont encore analytiques sur
S , et que Ja =0 et RBp =0 1le long de 08 .

gi ¢ est une composante de oS , on a donc arg p(z) = CJCe sur C , de
sorte que p(c) est un segment radial, Comme ¢\p(08) est connexe, 1l'indice de
p(aS) par rapport & un point quelcongue de € est nul, et p prend le méme
nombre de fois toute valeur complexe finie ou infinie ; comme elle n'a qu'un seul
pble, simple, p est univalente.

De méme, on voit que sur toute composante ¢ de 0S8 , |q(z)} = Cte ; q(c)
est donc un arc de cercle ou un cercle entier, Comme B est exacte au voisinage
de la frontisdre, on a 4q =‘[ g =0 , done tf da 0 pour tout Z € € ;3 on

¢ ¥ Yo ¢ T2

en déduit que 1ltindice de q(d8) par rapport & un point quelconque de C est
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nul, et que ¢ est univalente, Il en résulte en outre que q(C) ne peut &tre
un cercle entier,

Dans le cas général, on approche 8 par des ouverts connexes réguliérement
immergés G contenant U , Si on normalise les fonctions correspondantes Py et

q. ©par les conditions pé(a,) = qé(a) =1 , on voit comme plus haut que p

G G
(resp, q(}) converge uniformément sur tout compact vers p (resp, q) ;3 p et q
sont donc encore univalentes dans 8 .

Pour établir que les composantes de g\p(s) (res;p. g\q(s)) sont encore des
segments radiaux (resp, des arcs de cercle de centre 0), on ubtilise la méthode
employée au §IV, no 3. Les propriétés d'extremum établies au §ITI, no 4 peuvent
ici se traduire comme suit : si £ est une fonction méromorphe dans 8 , ayant

un zéro simple en a et un p8le simple en b , finie non nulle ailleurs, et

d | s o» 7 - - o
telle que —§ soit exacte et de carré intégrsble au voisinage de la fronbilere,

z—a  w(z)
on a f(z = o ©

dans V , avec w holomorphe ; un calcul élémentaire
df _ . R .
mentre que B("f“) = 4nR[w(a) ~w(b)] . Parmi les fonctions f en question, p
N daf e af
minimise alors A(-—f—) + 4n®[w(a)-w(v)] et ¢ minimise A(-f-) ~ 4 R[w(a)~w(b].
Bn outre, toute fonction méromorvhe £ wunivalente dans S et telle que
fla) =0, £(b) = o appartient & la classe précédente, En effet, soit £ une
branche uniforme du logarithme dans (E\f(K) , et soit g = gof , Ona £ = e®
- N df . PN
dans 8\K , dfolu + = dg au voilsinage de la frontiére, De plus £(s\w)n £(v) ::¢ y

done f(S\V) est un compact de g\f(K) , et g(s\w) < 2(F(S\W)) est borné 3 il

en résulte que “dg“Sﬁ < 400,
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On voit alors, comme au $IV, n° 3, que A(dg) = lim (1f g dg) est g0 ;
. G—=S oG
en effet - = f g dg est la somme des aires des intérieurs des courbes simples
oG
fermées qui composent oG . Par conséquent p (resp. q) est ltunique fonction

f nméromorphe et univalente ‘dans S , telle gue f(a) =0 , f(b) = o0 , f?(‘a) =1,

qui réalise le maximum (resp. le minimum) de Rw(b) , w é&tant la fonetion holo-

za w(z)

— , W(a) =k fixé (avec ek = a=b) ,

morphe dans § telle que f£(z) =

Soit aleors X une composante de 5 \p(8) , non réduite & un pointk, E;\K est
un ouvert simplement connexe, donc peut &tre représenté conformément sur le come
plémentaire d'un segment radial par une fonction ¢ , felle que cp(O) =0 ,
o) = o, go’(O) =1, 981 olz) =z eq,(z) , avec ¢ holomorphe dans 0\K , on a
(R(b,(m) > 0, puisque z est holomorphe et univalente dans E\K , et satigfait
les conditions indiquées, D'autre part, £ = gop est méromorphe et univalente
dans 8 , f(a) =0, f.(b) = oo , f?(a) = { 3 comme

£(2) = 2= exp [1(z) + p(p(2))]

oné ﬁ?[h(b) +<b(°°>] ¢ ®&n(b) , done &<p(oo) £ 0 o Il en résulte que (Rq)(oo} = 0,
p{z) =2, et que K est un segment radial,

On démontrerait de la méme fagon le résultat analogue concernant les compo-

santes de C \Q(S) .

2, Représentation sur un disque muni de fentes circulaires ou radiales,

Soit 8 wune surface de Riemann plane ayant une composante frontiere non
ponctuelle isolée, quion supposera &tre une courbe analytique simple fermée ¢ ,

scit s y la surface obtenue par symétrisation de § par rapport & ¢ (clest-i~
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dire par raccordement & 8 de la surface conjuguée 8 , le long de C identifié

N
est une surface plane,

point par point & ¢) .
soit a €8, et soit & son symétrique, Comme SC
et b=2a, ce

et aux points a

n

on peut appliquer les résultats dunc 1 & S
p et q représentant SC

qui fournit des fonctions méromorphes univalentes
sur un ouvert de 5 limité par des fentes radiales ou eirculaires concentriques,

Pour toute fonction f sur §C , TNOUS POSerons E(z) = f(;) , et af=:d(g),
ce qui permet de définir ¢ pour toute différentielle ¢ . On vérifie immédiate-

ment que f (resp, ¢) est analytique en méme temps que f (resp, @) » Avec les

notations du n° 1 , on voit alors que ? et E sont des différentielles analy—
tiques régulitres dans SC\{a,g} , ayant des singularités opposées & celles de

dN - e R g
2 , e pp=C  , aa =C .

v T e

o« et B, et les m8mes propriétés dlorthogonalité (car ($!$)6 = (¢|¢)G) . On a
te

] £

sont donec des

done g = =a , E = =8 , soib
te
¢ 5 olc) et qlc)

En particulier sur C lp[ = Cﬁ et :
cercles de centre 0 , et p(s) (resp, q(8)) est un disque de centre O muni

de fentes radiales (resp. circulaires concentriques).

Plus généralement, une surface de Riemann plane peut &tre représentée sur
un disque muni de fentes circulaires concentriques dés qutil y existe une fonc-

tion holomorphe univalente et bornée {resp, ayant une intégrale de Dirichlet
se caractérise ici encore par une propriété
soit

finie), En effet, la fonction g
supposons dfabord que S

P
°

dtextremum quton peut carachtériser comme suit
un ouvert borné du plan limité par un nombre fini de courbes analytiques simples,

soit une fonction holomorphe univalente dans S , bornée,

que a =0, et que T
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vérifiant £'(0) =0, £1(0) =1 , et telle que la composante frontidre exté-
rieure de: F(8) corresponde & la composante frontidre extérieure de S ., On
vérifie sans peilne que llexpression
af dfy 2
= || == lo
) Ilfl‘{lfl>8}+4m g €
définie pour e > O assez petit, est indépendante de e ; elle est encore égale
N . afy 2 .
a lim H-—" + 45 log £ , lorsque w est une fonetion holomorrphe
s 0 tlgo {|w]| > e}
quelcongque univalente au voisinage de 0 , telle que W(O) =0 et w'(0) =1,

En prenant f(z) comme parametre dans S , on voit que A(d.f) £ 4w log M(f) , ol

u(f) = sup lf’(z)] s dtautre part, si q est la fonction associée & la composante

Z€3
frontidre extérieure de S et au point 0, on a f£(z) = q(z) eg(z) , avec g
holomorphe dans § ; alors
af d
M) = aC) + flogl? + uin 2 (el
q
g0
ol Ss ={z €8 : Iq(z)[ > g} . Mais
CHED) =if dgA-@Lif gi%=nif gi@“if aernd -0,
Se 8 4 os 1 os ¢4 s 4
e £ > €
On a donc A(—-—-) - A( ) = ”—-——9-“

d
comme A(-(—%) = 4n log M(q) , 11 vient finalement
u(f) af  dg2
4n Log 25 > [l - I
On a un résultat analogue lorsqubon remplace 1l'hypotheése "f bornée" par

|at]] < 400 . s0it R:% . 0na

ar af ;
A(-f-) = 4m log e + ll’f”é n{e<|£]<r} * ”%‘é n{|f{>r} °

0w, g o gz ]sm) € ;15 el ngpepsmy = }fé ozl cay o Cf(S)‘<”%'§IZ|<R}“ff(S)'
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Par conséquent
af dz, 2
A(g;) £ 4n log e + ”j;l{5<lzl<3} = 4n log R,

ctest=ad~dire

af daf
A(??) £ 4n log gﬁf% ’

et i1 y a égalité lorsque f = q , puisque q(s) est un disque fendu,
Il en résulte que
4 log H—%H > II\%—%IZ .

soit alors S wune surface de Riemann plane dans laquelle il existe une
fonction holomorphe univalente f bornée (resp, & intégrale de Dirichlet finie),
on suppose que £(0) =0, £'(0) = 1 , et que la composante frontidre extérieure
de f(s) correspond & celle de S , Soit G wun ouvert connexe de § , conbenant
0 , régulitrement immergé, et soit dy la feaction holomorphe univalente, Telle
que qG(O) =0, qé(o) =1 , et qul représente G sur un disque de centre 0
mini de fentes circulaires concentriques, de fagon que la composante frontiere
extérionre de ( corresponde & la circonférence limitant ce disque, Les inéga-
1ités précédentes montrent que M(qG) (resp, ”qu”) crolt avec G , et a une

a

limite finie lorsque G tend vers S . Il en résulte que 7;; converge en

norme, JdoNC que qG converge uniformément sur tout compact de § vers une

fonction ¢ , qui est. encore univalente dans S et telle que q(O) =0,

q’(O) =1 o On a encore M(q) < M(f) (resp, ldﬂ]< "df“) pour toute fonction £
admissible, On en déduilt que q représente S sur un disque muni de fentes

circulaires concentriques, En effet, dans les deux cas q est bornée ; si
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M(q) =R , la démonstration classique du théordme de Riemann prouve gue la compo-
sante frontidre extérieure de q(S) mne peut rencontrer le disque D = {|z| < R},
done que c'est la circonférence {lzl = R} ; enfin, si K est une autre composante
frontidre de q(S) , D\K peut &tre représenté sur un disque muni d'une fente
circulaire au moyen d'une fonction ¢ telle que ¢(O) =0, @’(O) =1 ; on a alors
M(gp) ¢ R , mais M{pogq) » R , de sorte que 1M(p) = R , donc que ¢(z) =2z ; K est

alors une fente circulaire de centre 0 ,

Lorsque la composante frontiére extérieure ¢ de S est isolée, la fonction
q ainsi obbtenue coincide avec celle qui a été définie au départ, En effet, on
peut alors approcher S supposée réalisée comme disque & fentes circulaires par

des ouverts connexes S, ayant ¢ sur leur frontidre (le reste de ésn étant

Y

relativement compact dans §) ; les Sn sont régulierement immergdés dans SC , et

N

((SH>C> est une exhaustion de SC si 4, est la fonction obtenue & partir de

3
2
q, par symétrisation (ﬁn(z) =

:2 pour ‘z[ > R) , (@n) converge vers §
0, (5)

et la fonction ﬁ]s est bien 1la fonction ¢ annoncée, car pour f méromorthe

2
.. ~ (=) . e By N
admissible sur SC l'j;“l a une limite de 1%infini = donec » 1. ; donc g
R

o~

représente SC sur un domaine canonique & fentes circulaires § dfautre part,

a{z) =z car max [q] < R (puisque max lqn] < Rn) .

S
n
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3, Représentation sur une couronne munie de fentes circulaires,

Nous nous bornerons ici au cas o S est une surface & bord, d'ordre de
gonnexion au moins égal & 2, Soient Ci les composantes de 85 (1 ¢ i ¢ n) , et
a un point de S . A chaque Ci on peub.associer une fonction holomorphe univa~

lsente a; qui représente conformément S sur un disque muni de fentes circulaires

s

de centre 0 = qi(a) . Pour i # 3, la fonction Wij = représente S sur une
J

couronne circulaire, privée (si n > 2) de fentes circulaires concentriques,

Bn effet, il est clair que lwijl est égal & une constante T sur Ck o
dWi,
Dtautre part, jﬁ = :; =0 pour |Z| > o
Ck ij
dwij dwij dqi dqj
= - = —om. o= mpapee pour IZI r °
¢, "ig™% Yo, Vi3 Jdo U Jo Y k
k k ) k k

dg
Comme ‘[‘ TTE =0 pour k#h , 2n(=1 pour k=h , on voit que Wiy De
C h

prend aucune valeur de module < »., ou > T et que les valeurs Z tels que

[3

r, < lzl <z sont prises ume fois (ou deux sur ¢, » pour k#£i et £3)3 on
j

e,

a donc bien la représentation annoncée,

VI - Représentation conforme dfune surface de Riemann plane de connexicn finie
sur un ouvert limité par des cercles,

Le théoréme de Riemann, pour un ouvert simplement connexe, ou le résultat
précédent, pour un ouvert doublement connexe, fournissent une représentation con-
o~y
forme sur un “domaine circulaire", clest=&~dire un ouvert connexe de ¢ dont la
frontidre se compose de cercles ou de points, Koebe a conjecturé (et démontré dans
le cas de la connexion finie) qutune surface de Riemann plane peut &tre représentée

sur un tel demaine, Nous allons reprendre sa démonstration,
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Secit 8 une surface de Riemann plane limitée par m courbes analytiques
simples Ci (1¢ig m) [nous pouvens supposer que S n'a aucune composante
frontidre réduite & un point, car dans le cas contraire, il suffit d*inclure les
points frontitre isolés dans la surface]o Soit § la surface conjuguée de S .,
S8i pour chaque indice i nous raccordons & § le long de Gi (identifié a gi)

~ *
un exemplaire de S , nous obtenons une surface de Riemann plane S  contenant S.

* 5 * ls suite (8 ) , et 1
Posons SO~S,ST=S ,SZ=S1,”°,Sn=Snm1,“..9 a suilte SI1 » €7 la
sulte des injections canoniques Sn - sIl+1 , Géfinit une limite inductive S,
qulon peut munir de fagon évidente d'une structure analytique telle que chaque Sn
gcit une sous-surface de Riemann de S« On peut remarquer que S ntest autre
que le revétement de Schottky du double 8 de S . (%)

Ia surface §_ appartient & la classe OAD définie au $IV, no 6 ., Bn effet,
supposons que nous ayons représenté S sur le complémentaire dans ¢ de m
segment Li 5 S est alors réalisée comme la surface & une infinité de feuillets
obtenue par symétrisations successives par rapport aux segments Li et a leurs
images ; c'est un revBtement ramifié de ¢ , sur lequel on peut prendre le para—
metre 2z obbenu par projection sur € , en tout point différent des points de
ramification,

Soit alors r un nombre réel tel que 0 < 4r < min d(Li’Lﬁ) s soient Pi la

i#3 ’
courbe {z € € 3 d(z,Li) =r}, Gy lfouvert sniz € ¢ : d(z,Li) < or}, Hy

13ouvert {z €EC ¢ d(z,Li) < r} . Pour tout n , soient Gn (resp° Hn k> les
2

K

(%) La démonstration qui suit prouve plus généralement que tout revétement de

Schottky appartient & la classe O (cf, sario [14]).
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ouverts de Sn qui se projettent sur un ocuvert Gi (resp, Hi) et qui sont

contigus & la frontiere de S, 3 soit T,

la frontitre de H dens S, et
oK n n

ok
s L - b o
soit 5} =S\ U Hy .. 0ma 05 —§ Tp e °

Considérons une fonction £ holomorphe dans S, et telle que "df”s < 400,
(0]
|4 = 4 2 1 2 i
Dfaprds la formule de la moyenne, on a |[£%(z)|" ¢ - "dﬂlG en tout point sz
2qr n,

de T

ok Si z €T et si w est une valeur quelconque prise par £ sur
9

n,k n,k

on a donc
I11'191{ ’

e, o) < e ol

£ étant le maximum des longueurs des courbes Fi . Dtautre part,

1fésﬂfdf=i§frl fdf=1§fr (f=wn’k)df
n n,k n,k

fi

et

N\

: 2
: £ 2
0 e e < a2
k Tnk ? 2wk n,k

et a fortiori

2
leells <L llelll 5 -
Sn~1 2nr2 Sﬁxsn?1
on en déduit que “df”s tend vers (0 lorsque w — o , donc que ”df” =0 et
n

que f est une constante,
goit alors w la fonction qui représente S, de fagon bijective et conforme

sur un ouvert D de (¢ , de fagcon que 1im (w(z)=2) = 0 , Dans S s la symétrie

% —>00

par rapport & ( est un auvtomorphisme anti-analytique, qui définit un automor=

k
phisme anti analytique de D , D'aprés le th, 6 du §IV, no 6, cet anti automor-

phisme est de la forme =z h{z) , o h est une fonction homographique, Comme

h  laisse invariants les points de W(Ck) , la courbe W(Ck> est un cercle, et
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w(s) est un domaine circulaire, On a ainsi démontré le théorime de Koebe,

Ce théortme a été étendu par Koebe lui-méme et divers auteurs (en particulier
Grétzsch et Sario) au cas de certaines surfaces de Riemann planes de connexion
infinie, mais la possibilité d'une représentation conforme sur un domaine circu-

laire nta pas encore ¢té établie ou infirmée dans le cas général,
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