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Soient k un corps algébriquement clos, G un k-groupe algébrique

semi-simple (déployé), B un groupe de Borel de G, T un tore maxi-

mal de B (donc de @), W le groupe de Weyl de G par rapport a T,

A(G/B) (resp. A(G)) 1'anneau de Chow de la variété G/B (resp. G),

Ts 1'homomorphisme canonique de A(G/B) dans A(G).

. 5i G est de type B/ (50(2n+1) ou Spin(2n+1)),

soient: log -1-1-]4-1 R o T =0

4
L 1'élément de longueur maximale de W,
s; la symétrie par rapport & la racine simple Xi,
Vi = Bneit1Bn-is2
Xirl'élément de A(G/B) classe de l'adhérence de la
cellule de Bruhat BwowiB/B,

Théoréme:

A(SOC2n+1)) Y = F X, X, 0%y eeesX o,
T 2

ACSpin(2n+1)) = F X, Xy eee,X Y/ b, .
..-.2.[ 32752000 2{—4;—1-] -{}/xﬁ:o)

« 51 G est de type D (50(2n) ou Spin(2n), mais pas PSO)

soient les mémes notations que précédemment sauf: [ S—

o o
[}ogzgﬁ}]+1 ‘ v
H

W.=5_ .B5_ . s 5
i n=-i"n-i+1°***“n-2"n"

p;=2

Théorfae:

A(S0(2n)) = FoIX X, X yeeesX Y/ .
_é[l 3’35 2Eﬂ_3/4%'1=0)’

1

+ +
A(Spin(2n)) = F_|X ,3Xrpe00,X D
__2_[ 375, 2[2]-J/Xil=o)



ii

e S1 G est de type G soient:

2!
Xy 1'élément de A(G/B) classe de l'adhérence de la
cellule de Bruhat BW0818281B/B,
X3 = TG(X3)°
Théoréme:

. + + v
Si G est de type GZ’ on a: A(G) ::f§[¥3] /(Xg).

« 81 G est de type F,, soient:
X5 (resp. xu) 1télément de A(G/B) classe de 1l'adhérence

B/B
de la cellule de Bruhat Bwos]SESBB/B (resp. BWOS1828384 /B)

X3 = TG(XB) Y X1+ = TG(XL}.) .
Théoréme:

si G est de type Fq’ on a: A(G) =12 [ngxul/j s

LY ’- [ 4 r4 .
<n1{$est 1'idéal engendré par 2X3, 3X4, X5, Xq, X3X4

La démonstration de ces théoreémes sera obtenue ci-dessous
en utilisant, d'une part, l'interprétation géométrigue des
invariants symétriques entiers des groupes de Weyl ((1),p.300)
permettant de déterminer A(G/B) et cG (l'homomorphisme carac-
téristique de S(%) dans A(G/B)), et d'autre part, la remarque
de Grothendieck ((4),p.21 rem.2) permettant d'obtenir A(G)
comme quotient de A(G/B) par 1'idéal engendré par 1l'image

de cGo

Je tiens a remercier M. Demazure qui par son efficace aide

hebdomadaire m'a permis d'obtenir ces humbles résultats.



§1 . Préliminaires .

Soitj% la catégorie des anneaux commutatifs gradués a degrés
positifs et tels que la partie de degré’zéro soit isomorphe a Z.
Définition:

Si A est un objet de ﬂg soit at 1fidéal gradué de A engendré
par les éléments homogénes de A de degré strictement positif.
Définition:

On appellera suite exacte dans é%la situation suivante:

A,B,C des objets de df

i (resp. *) un homomorphisme de B dans A (resp. de Aidans C),

Ker * = i(B5).a
- ? est surjectif,

Proposition 1:

Etant données:
~ une suite exacte B-E»Ait>c,

-~ une partie génératrice_PB de ltanmeau B,

- une partie P, de A telle que ¢(PC) soit une partie généra-

c
trice de l'anneau C;
alors PCUi(PB) est une partie génératrice de l'anneau A.

Démonstration:

S50it A' le sous anneau de A engendré par PC[}i(PB). Démontrons,
par récurrence sur leurs degrés, que les éléments homogénes de
A appartiennent a A', Clest clair en degré zéro. Supposons ceci

vral jusqu'au degré n,

1

Soit a un élément de A™'', Soient {P }keK les éléments de Pp,

- k
{Xl}leL les éléments de Pg. +(PC) engendre C, donc ?(a) est un

polyn8me en les ?(Xl), ?(a) = P[(l{l(xl))l€ ] = %{?((Xl)leLﬂ

donc, a - P((Xi>1eL) € Kerlk » soit: a = P((Y)q,.p) + Zli(Pk)ak
ke K

dpe>0
les a, étant des éléments de A presque tous nuls de degré infé-

rieur ou égal & n. A' contenant les i(Fk), les Xi et les ay,



contient a, d'ou A = A',

Définitions:

Soit T le foncteur covariant de:%-danscﬁ'qui & A associe

1

T(4A) = A/AlA, ol A'A est 1'idéal gradué de A engendré par les

éléments homogénes de degré 1.
Soit TA: 4 ~+T(A) l'homomorphisme canonique.
Proposition 2:

si B aYac est une suite exacte, T(B)—~t)r(a)- TN ()
en est aussi une,

Démonstration:

Claire d'aprés la commutativité du diagramme
‘ i

- » A ——-w -
Bl Tal Te)
T(B)-TTij>T(A) 20D 7= T(C)

§2~. Suite exacte d'anneaux de cohomologie.

hetatio
" En suivant 1€§faé9(1), soient: (M,R,r) un systéme de racines
précisé, (M',R',f) un sous systéme (i.e.: R'cR, M‘:Mﬂg(ﬁ)),
W (resp. W!') le groupe de Weyl de R (resp. R'), W/W' ltensemble
)

des classes a droite de W modulo W', W un systéme de représen-~
tants des classes d'équivalence par des éléments de plus petite
longueur dans chaque classe, H (resp. H') l'anneau de cohomologie
du systéme R (resp. R'). Il est & noter que H dépend de R, pas

de M.

Lemme O

Si 2.2 Zélzw » W, w' et les w, étant des éléments de W,

on a: w&w,, pour tout i,

Démonstration:

Si 1(w') =1, ceci résulte de la formule de Chevalley (Cf. 4.4,(2))
Zszw'~ 2:<FM%>ZWS.
o Rer b
&[w 58): [@0+l
Si 1(w')> 1, on remarque que H H™ @Q H'®Q (Cf. (1)) ce

qui permet d'achever la démonstration par récurrence.,



Lemme 1:

Chaque classe d'équivalence de W modulo W' posséde un unique élément

de longueur minimale; c'est aussi 1'élément minimum de la cla se.

Démonstration:

soit w = v wr, avec v ew(?), wrewr. 51 1(w) <21 M)
. (My_,

We iS«

1(w') =1(w') -1, étant une racine simple de R. 5y intervenant

‘on peut écrire w sw! =sd.§' avec 1(w) =1(w
dans une décomposition réduite d'un élément de W' est un élément
de W', et donc w( ) NW et 1(w)< 1(w(1)) ce qui est 1mp0331b1e,
donc 1(w)=:1(w(1))+-1(w‘). Mais alors une décomposition de w
(1) ot

s'obtient en mettant bout & bout une décomposition de w

une de w', et donc W(1)< W

Lemme 2,
w(])w'-\{'\?«-(])'ﬁ' avec w(?), 7D eyl ),, W'y we W
alors W(l) W(j)
Démonstration:
w(1)_\< W(1) 4 :‘;(1);.
Soient: w(1)..sq S "'Sa , d

'-?."'Sf; P ...Spq (3161?'

()=,
w —S ... . .‘.S L 2
d P F’l &(‘
On peut extraire de la décomposition de w

(1): soit: w(l)zzsm ...s&ws XrF{R', donc X; est
(1)4-—(1)

=(1)=

w! une décomposi-
tion réduite de w

1'un dese( et donc w

(1)
(1)

Dans la suite w=w w! désignera ltunigque décomposition de
q

w en un élément de W et un de W',

Lemme 3:
Le sous-module libre H, de H de base (z2 (1) ) avec l(w(]));n
. w '
est un idéal de H,

Démonstration:

(1)

Soient weW, w'eW', w ew(])

, avec l(w(]))gan. On-a:

22 (1) =232y =832 (1) [ > avee wl e ' 1*"(” ! (lemme 0),

W W. w i i ]

ot done: “‘(1)4“’(;) et n 1My g, aronz (g, €H, .
1Y




Définition:
'

Soit H(I) le sous-module de H défini par H(]) = [E(S(M)w )@éﬂ]ﬂ R

) ]
ot SMY' est 1'anmeau des invariants par W' de l'algébre symétri-
que de M, et ¢ l'homomorphisme caractéristique de S(M) dans H.
Lemme 4:

La famille (2 (1)) (1) (1) est une base du Z-module H(1).

w w eW

Démonstration:

-

(1)

Soit w s ona c(D (a)) =D
? w(l)"]w W

(2).2 (45 51 aes'(M).
o w

o
Soit der', 1(w<1)sd)=:l(w(1))+ 1. Donc l(sdw(1)'1wo)::l(w(})-1wo)-l,

et donc U_ D =0 (Cf, Prop. 3 (1)). Dtou:
5y (1)~1..
w w

o
. Wl
sd(Dw(})flw (a))zbw(])—"w (a), Vo( €R', et donc DW(”_1w (a)g s(M)
o ' 0 o
et D (a).2 (1) € c(S(M)W'). Or il existe a tel que D_ (a) ne sogit
W, . W

(1) ©
pas nul, donc Z (1)€Ii .
W

Réciproquement, on a: c(u)::ZﬁD (1)Dw,(u).Z (1) » ¥ esS(M).
w w o w!

¥ ¥
st ues@D™, et w1, D_,(u) =0, Donc si wesenW',

c.(u) i],_%wng(} )(U) on"(:]‘) .

Lemme 5:
Soient w(1)6 W(I), w'e W', l(w(j))::n-1, alors:
Z i \Z E D [H]
w(1) w ”w(l)w' -
Démonstration:

Rappelons tout d'abord que l(w(1)w‘)::l(w(l))-rl(w'); pour

aesN(M) et D, (a) #£0 on a

0
. -1 _ -1
ZW(I)Z[DWO(a)} .C(Dﬁ(tﬂ”.]wo(a))’ ZW' =Dw (a) OC(D,,-I (a)))

0 w' w
, 0

'
(o) W w0

-2
zw(”zw.=[nwo(a)] °C(Dﬁv(‘ﬂ'1w(am .1 (8))



e |
Z pA :F) (aﬂ €D { : (a)d (a;‘z -
w(1) w' L% é%;;“ wi1)wi ﬂﬁ(]ﬂnlwo w' Ty w(])w' /

t , (o] - i i
 wieW
donc modulo H :
n
V/ Z —[D (a)] w2 D (a)D (a)| 2
W1 LW w“’cW“’ wm) b(ﬂl ,~1w0 (l) W

zlv\/ }>€(W)
mais D =D D et D |D — (a)] = 0. Plus précisémment
(1)_, (1~ _,? . (1)]=1 ]
i ¥ i ¥ E’ J %

DEU}_1 (a) est invariant par W', donc:
W

R P R o

(¢]

et comme l(w')> 1(w'), D D -1 (a) =

w! w!' w

w!D (a) (Cf. Cor. 3 (1)).
i o °

w! w
Yy

Et i1 reste:

2
A =Dy (@D ()8 (pyq (@) gy g I_Dw (a’] gw' w S o ar
LA ﬁ? ;J W * 74 o 1w ,wii

(o] 1

et donc: pA Z =2 [H ].
W(l) ! w(])w' n

Définition:
Soit x{;: H—sH' défini par: <{/(z )=0 si w)(w',,
%(Zw,)- gt SLowlew'.

'
Z étant 1'élément de base de H' d'indice w'.

Remargue : Ker?lz

Lemme 6:
* est un homomorphisme d'anneaux gradués,

Démonstration:

Le noyau de *.est bien un idéal, il suffit donc de vérifier
- . ’ t t
que, pour w' et w' éléments de W', on a: %(zw,za,):zzw,zw,

o« L(w') 21, w'= o(,v(éR',o( simple.? Dans H, on a:



7 o, Bt ._Z:Q), W7, (Cf. b4.4y(2)), W, étant le poids fonda-
2w F;\ {w)n '
mental de 0(. Dans H', on a: z;dz%, =‘->(66RA<{3>:W;> iy
O, ) L(w) 5

Si/% R', u]/(Z )-O carws%W.SJ.{ 1<P\;w;>=<F//b%(>

t t
et donc \{/(Z Zw,) Z <(§,L\,O(>ZW S(E=ZSAZ§'.
. Supposons le lemme vrai pour 1(w')<p. Soit wleW', 1(w')=p

et 2 ,=Z:aZ Z_ . Si s, et w, sont des éléments de W', on a:
a,eQ L Sy Wy oAy i

' .
\{’(z / va)* d}‘(z Z= ,)~zsqzwz ,» Sinon &f(zsdgwiz‘?,)=o.

<

Donc: T(ZW,Z ,)u(z_ga 7 Z )Z-,,ma*s on a % ,..Z_a Z ZW ,
A ¢ 54

L 0( é& q’\
W ew’ W; eW
Lenme 7:
m*
Ker-'\/l =g’ H.
Démonstration:

Nous avons remarqué que Ker*/ était égal a H

(1)

].

Soit w=w w', avec l(w(”):n)h Le lemme 5 montre que:

Py
Z =12 Z L S - '/
L) >n
Q¢ Z
D'ot par récurrence: szz (1)Z

N
v gy (1)
{W‘ V} ((W) J
/((vvj'7>"«
H . Liez.

’

+
donc H] :_-H(‘)

Proposition 3:

(1)

< »H-—H' est exacte.

¥

La suite d'anmeaux gradués H

Déwonstration:

Claire d'aprés les lemmes.



Remarque:
(1)

L'homomorphisme de Z-modules dé H ®Z-modH' dans H, défini par:

L]
Z @2 i—> I Z2_, est un isomorphisme.
MOPIa 10w

(1)

§3 . Interprétation géométrigue de la suite H' "—H-—H',

Soient: k un corps algébriquement clos, G un k-groupe réductif,
T un tore maximal de G, B un groupe de Borel de G contenant T,
P un sous-groupe parabolique de G contenant B, M le groupe des
caractéres de T, R :(M,R,f) le systéme de racines précisé corres-
pondant, W le groupe de Weyl de G par rapport a T (W::NormGT/T),
W' le sous-groupe de W correspondant a P, A(G/T) (resp. A(G/B),
A(G)) 1lt'anneau dé Chow de la variété G/T (resp. G/B, G),
(A(G/T) = A(G/B).

Le fonteur A (considéré comme foncteur contravariant) trans-
forme 1a suite /B -a/B B.c/p en A(csP) Foaasm)-fon(es/n).

L'interprétation géométrique des invariants symétriques
entiers des groupes de Weyl ((1), p.300) permet d'identifier
A(G/B) & l'anneau de cohomologie H du systéme de racines\ﬁ.
Plus précisémment, l'application de H dans A(G/B) qui & Z,
associe Xwow (classe de l'adhérence de la cellule de Bruhat
BwowB/B, ou LA est 1'élément de longueur maximale de W relativement
a T) est un isomorphisme d'anneaux,

Si L est l'unique sous-groupe de Levi tel que T <Lc?P,
alors P/B s'identifie & L/BAL, BAL est un groupe de Borel de L,
L est réductif et son systéme de racines est isomorphe au
sous—systéme-deﬁ{ définissant P.

A(P/B) s'identifie donc au H' précédemment défini .



L'image par f“de Xw w est la classe de l'image de l'intersec-~
0
tion dfun translaté de BwowB et de P dans le quotient par B.
Vu que P::BwéB,ceci revient a faire le produit dans H de Zw

par Zw wt? wc') étant 1l'élément de plus grande longueur de W',

00
S0 B 1 (1)
Soit w o =W WY le plus grand élément de W « Le lemme 5
nous montre que si w appartient a W' alors Z_2 =2 5
W W(1) ne )w
0 o}

zéro sinon,

»
Donc £ (XW w) =X 1y

. o .
; ' si weW'y f (Xwow)-o si wgW'. Ceei

*
montre que A(G/B)LA(P/B) stidentifie a H—\—‘;H'. On a

G/P:w% BwP/P, donc A(G/P) est engendré par les classes des

BwP/P, soit Yw ces classes, BwOsz BWOWB.BW'B.C Bwow(] )B,

) wle W'
si w(” est le plus petit él8ment de la classe de w modulo W',

Donc: .la famille des Y 1) forme une base de A(G/P)
w_wW
o

.8*(Y )=X
WOW(1) WOW(T)

w
A(a/P)-B.A(G/B) s'identifie donc & H''le »H.

En résumé, l'interprétation géométrique de la suite

g% 5 ¥Hr est 1a suite A(G/P)-_Ban(G/B) LoA(B/B) .



— e

CI, Uy A3 dn-z O(VH o
[ SR ——, ]

Les notations seront celles de (3) chapitre 6.

n

Si s, est la symétrie par rapport 4 la racine simple Xi

posons: X. =12 s s s *
n-i+1"n-i+2°°*"n-1"n

03 le polynlme symétrique élémentaire, en les Vi,
de degré j.
On a alors:

Théoréme 1

Si R ESt de type Bn, H—‘Zg[xjg xa,o.o, Xn, 71, ?2,0009 ?n]/g
oﬁACTest 1'idéal (facteur direet) engendré par:
2xi"'0}-’ ]\<i§n’

. i1
1) 2iax— (_1)P .
X, +(=1) Xi+2f)_:1 (=1) X X5 py 2421 ¢m,
i 2 e P
(-1) x]+2 > (=1)%x

, B<21g2n-2,
p=2i-n

pr2i-p

Remarque:

Nous démontrerons le théoréme par récurrence sur n en faisant

(1)

intervenir la suite exacte (H JH,H') précédemment décrite en

faisant apparaitre le systéme Bn contenu dans Bn' Nous utili~-

-1

serons simplement le fait que H' est engendré par (x{,xé,..,x'_

. n-1?*
7&,?%,..,yﬁ).

Dans le cas n=3, H' est l'anneau de cohomologie du systéme B2.

- t .
Le Z-module H! a pour base: (e,ZS 32 2% s 3Ly o 32y g g 9
2 "3 T2°3 T32 T2z
Z YA ), avec: .
s.8 8. %s s_8 58 —nt -
323 232053 %5, =022 e



D'aprés (2) 4.4, 11 vient:

2 .
Z Z =7 . + 7 9 Z =7 Y Z Z ) =27 ’
32 83 SZS3 3352 S} 5233 . Sa- 5382 823382
Z_ 2 _ =2 s L_ 4 =2 .
3 5253 335253 83 828382 52838283

Soit encore: ZS s ==X{2,
273
e v (Vs ?
Z5332 "X1(72 xl)’
R S Y A e
2323332 =x0athax)s
Z = X'3
s33253 1
Z = ?éx;a(?é-x;).
52338283 .

H* est donc engendré par (x{,?é), lthypothése de récurrence
est donc réalisée pour n=3,
Lemme 8:

g (1)

={e 5. 5.95.5.5, 360035 5 8 ,0s5.5,55 5.5 e0eeB.5, 35000
{ 381985,819858,58 20 0s8,8 Bt 251 %he e 271?

XX Y] S.] 52530 X Sﬁ-'SnS'H' . OSZS] }
Démonstration:

#W = 2nn!’, #W' = 2]:1"1 (n-1)!, donc #W“ ) = 2n,

Les éléments de W désignés dans le lemme n'ont qu'une seule

écriture réduite possible, €ette écriture faisant apparaitre a
1'extréme droite 815 ils sont a 1'évidence les plus petits dans
leur classe, Comme d'autre part ils sont en nombre égal au car-

(1)

dinal de W » cela démontre le lemme.

Proposition 4

(1) :
\ H SZ"‘[ZS ’a.] (Z2n=0, Zn =23, a2=0)°
1 8, 54

10



H

Démonstration:

(1)

(1)*

est un anneau gradué dans lequel tous les Z~-modules H ’
(O{i{Zﬁ-—l), sont de dimension 1, Si on appelle Z_ 1'élément

de base de degré p,(Zp:pr avec wpéw“) et l(wp) :p)} on a

. - " 1 A ;.
donc Zs]zp“quﬂ’ ge 2. Bt donc d'aprés (2) Lo

-1 vi . -1 v, o
qz(wp (O(pﬂ)[w]) si p<n, Q-(wp (O(EH_p_1) \wl) si pzn,
w, étant le poids fondamental attaché & d , SOit

) ¢ . .
_(dp+]|w(w )) si p<n, q-(\(np1lw (W,)) si pzn.

- ‘ o w = - i >" °
Or, L\,1 81, donc wp(l»]) & si p<n, et wp( ]) gan.-p si p>n

p+1
. : v : .
D'ou: g= (o(pﬂ lwp(wl)) =<£p+1'£p+2‘£p+1> =1, pour p{ n-1,
= (oY ‘1 )) =<'2£n(£ % = 2,pour p=n-1,

q= (O(an pe1 wp(b«,‘])) <£2n-p 1= éope Pl e p):l, pour p>n

o n 1

103 . P =1gP .
d'ou Zp..Z1 si p <n, Zp_z 1 sl p>2n. Soit encore:
Z =c(ie™),

Sii»sn."‘T..Sasl Jl 1

(1)

est donc engendré par Zn et Z1 = 71. Avec l'hypothése

A . t 5 t 1] H 1] 1 t
de récurrence : H' est engendré par (X1,x2,...,xn_1,72,73,...,711),
on a:
Corollaire:

)e

H est engendré par (XVXZ’“”Xn“V?]’72"“.’711,2'5;151&_1‘“51

Démonstration:

Claire d'aprés les propositions 2 et 4.

Corollaire:

(1) (1)

Si wp est 1'élément de W de longueur p, on a dans H

si p<&n, % :—;— 5i p>n.
51

255 veus.s =cl bl)’ et Zs

nn-1 251 8

i+1°°°5n
o‘ﬁ 0‘3. est l'image par ¢ du polyndme symétrique élémentaire AJ.

de degré j en les Ei‘




Démonstration:

Nous avons vu dans la démonstration de la proposition 4 que

7 était égale a c(Le™).
Sp8n-1°° 558, 271

e 8i o est une racine simple Dgx(jj)::%ﬁjnl(£1""’tﬁ~1’o)8;,x

’Aj est en effet invariant par les symétries autres que celle par
rapport a d' puigque celles-ci permutent les 5k‘ Par ailleurs:

/!J.:én/s <c1,...,£n1,o>+/f(£1,..,s 00 D (£ =2,

</S L (Epsenesby 1500 =0, D (A(E 50 is€y 1,0)) =0,

“Q

4
e« Si ¢ est une racine simple et k tel que 1<k <n,

(A (g ’cooggkgogcco’o))— é‘do(k J .l
/
En effet les symétries élémentaires autresque s

of
k
stables les deux familles (£1,...,Ek) (£k+1"“’&n)'

(8130‘03 £k_i,ogcoo,o)o

laissent

La formule c(u)=) gD (Wz  (Cf. (1) Prop.3 Cor.h)
weW

permet de conclure,
Lemme 10:

1
Dans Hy, on a: 2 + 7 i H
Snsn_1QIOS1 s-ls ...Sn

Démonstration:

: 1
z +2 =5c(ey+4)
BpSpaqeeeSy S18se..5, 2771

= o (£, )l 1(5111— £yEznec€))

1, 8~1
=ZSIC(-2-(£1 +£2£3...£ﬂ.)).

Reste & montrer que c(%(g?'14-£2£3...5n)) appartient a H,

+52£3...£n)) est entier

en d'autres termes, que gD (3 ("n-

pour tout w,

12

n
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Si w peut s'écrire w's, avec 1(w) =1{(w')+ 1, on a:

l )n"1 N — . . . .
€D, (5(E7 4-2253...8n))..0 51 & est un racine simple autre que

. . n-1 , e .
A4 et « > puisque (£1 + 6253...£n) est invariant par s,.

Si w=w's, avec W(w) =2(w')+ 1, on a:

h
. 1/ n-1 - 1, .n=1 N e
EDW(2(£1 + 6263..‘511)) --E,DW,DSO((Z(é] + 6223... an))

, h
:EDW'(zaf3ooo£n_]) é g.

Si enfin w=w's, avec 1(w)=1(w')+1,et ne peut s'écrire
1

d'aucune des deux maniéres précédentes, c'est que w est l'unique

(1)

éléments de W eseS.8, et

de longueur n~1 soit: w::sn_1sn_2 251

D =D D ...D-D 'S
w Spm1 Sn~2 ) sl

p (PN h ek ))-’—(2115“‘ gdz £ € . . E)
81 2 "1 2¢3*°* -2 z%:mzl' 2 3p°*°n
1 — X, o, _ 1 A o o ¢
ZDSZ(Z}X;%HTL&AI 62 E_BEL}..‘.gn) ‘Z(Z%’321 {2 5‘3 + 1+g5..°£n_)

LR B BK 3N 2R B I )

1 > L0 _13yRe y : .
2DSn—1(é&+22f...+é£'1+( 1) en)..o 81 n est pair,

1 51 n est impair.
1,.n~1
Donc c(a(z;1 + 2”2{5...€n))€H..
Cela montre qu'on peut remplacer dans H le générateur

s plus précisément:

Z par le générateur 2 s
26.. n

5.8 co el

8,8
n n-1

1 1

Proposition 5:

H es# engen@re par (X1’Xa”"’xn’71’72""’?n)’
plus précisémgent:
I:I~= .Z.[X,i’xz:n -3Xh’?4971/’~ua?;\]/7
ou Crest le plus petit idéal facteur direct contenant:
ZXi—Ti, ]{iﬁn, .’é/i', Téi.ﬁn.
Les notations étant celles du théoréme 1, 77 étant le

A , 1z . . 2
rolyndme symétrique élémentaire de degré i en les ?ﬁ.



Démonstration:

Le noyau de ¢ est 1'idéal engendré par les polyndmes inva-
riants sous l'action du groupe de Weyl, & savoir les polynlmes

symétriques en les carrés des variables. Donc:

H= S(MZ/{S(M)WS(M)}[Xl’X seeayX ], avec 2x, =q;, {S(M)WS(M)}

désignant le facteur direct engendré par l1ltidéal S(M) S(M),

ce qul démontre la proposition.

Considérons 1'élément S(t) de H[t], défini . par:
n : n
i - .
s(t)= ) oit = T] Q1 +h;ed.
i=o0 i=o0

Tout élément de H' étant nilpotent, (1 + l?it) et conc S(t)

sr(y) = i
s(t) © Zr 1+7.t

sont inversibles. Considérons‘
) } ¢ ‘ | 3
2 ( ] ‘ t ‘/ t Q . e )

- (z?i)m(azi)m (Zi(j%)+...

SU(t)  8'(-t)
S(t) ~S(-t) ?

]
Mais T35 = 0, done S8 egt paire, soit:
: i =Y S(t)

soit encore: S'(t)S(~t)~S(t)S'(~t) =0. S(t)S(~-t) est donc

constant: S(t)s(~t)=1.

Définissons § (t) et S_(t) par:

. M . n
5, (t) = Jgk]qgi 2i :gé] XzitZi’
‘ =

2 IG5 . .
S—(t) = E ""g‘:'l"‘tl t21+] = Z XA 't21+1 .

5 2 el
On a:
1 1 1 1
35(t) =5+ 5, (£) +5_(t), 38(-t) =5+35, (t)=s5_(t).
. Lol =1 2( 2
Donc: qnqs(t)s(-t)_4+s+(t)+s+(’c)-s___(t),
it: 2 2
soit: S, (t)=s82(t) -5(t).

14
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S0it encore:
i+
1X2

i-1
. (- s (_ p+1 .
X,5 = (=1) i+2pL:1( 1) X,i_p¥pr 2€21<n,

(1)
ip 22l
0= (-1)"xf+272 (-1)Px

p=21'.—n4

i<
Zi_pxp,rp<21\ 2n.

L]

Ces égalités qui expriment la parité de %z%%l-sont donc
équivalentes & la nullité des:Z}zik, elles~-mémes, grace aux
formules de Newton, équivalentes a la nullité des 2;.

Pour achever la démonstration du théoréme 1, il suffit donc
de montrer que le quotient de §[31,x2,...,xn,71,...,7#} par
1'idéaJ.<T est sans torsion,

Notation:
. A::g[?d’XZ""’X;LAGf’ oﬁ.é{eét 1'idéal engendré par.(I),
=.ﬂ Xi, L C,.{1 ,Zgooo,n}
i¢L
Lemme 11:

.XL

Le Z-module A est engendré par la famille {XL}LC{1,2,...,n}

Démonstration:

Soit A' le Z-module engendré par les x I1 suffit pour

L°
montrer que A= A' de démontrer que:
Vi6{1,2,...,n},VLC.{1,2,...,n}; xixLéA'.‘
Munissons {1,...,n}x§k{l,{..,n}) de 1a relation d'ordre
totale suivante:

(HL<H
cu

@< GL) HL=fL' et i>]
ou

| FL=AL', i=j et inf(LAL)€ L

Opérons par récurrence:
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1/ si #L:l;Vi, x;Xx € A'. En effet, soit i n'appartient

pas a L et XixL=X{i}b’ L? soit i appartient a L et

T (_1')1+1

X% 2i-p"p Xoge

W2 sty . yPei
j¥ =X = =20 (-1)7x

2°/ xnxLe A', En effet, soit n n'appartient pas & L et

' . 3 R 2
XnXszfln%UL’ soit n appartient a L et X Xy =X Xpy = O.

3%/  Supposons que X ¥ & A' pour tout (i,L) strictement

L_p
inférieur a (k,R).

- d t

. kfﬁR, alors xka_x l«;}URéA .

- : f -
« KéR, alors X, Xp = X Xp, avec _;JER _#R 1

i

k+1 55 (_1yPk
(-1) N 27 (-1) xak-p(xpch),

XpXp, appartient & A' par hypothése de récurrence pour tout h.

‘Dans la décomposition de. XpXR" n'interviennent que des éléments

N ,./‘“ L/ 1 . ._ﬂ # - ’ N 5 "‘

Xy avec 7/{M"<“7INR +1, soit _7/J_I‘/I£~ R et 2k - p est suppérieur a k,
. - 1 t

donc: xak_p(xper)éA et donc x, X € A'.

&XLYXLC{I,..,n} est donc une famille génératrice de A en

tant que Z-module,

Si B=AL?V?Z""’?IL}/(EXJ._:\T:L)’ H est le quotient du
Z-module B par son sous-module de torsion, Mais :
dim, H:%W:Znn! » dim, B=n! (en effet B est le A-module
lib;e des racines d'un polyndme de degré n sur A).
dim, L(8)4 #({gLYJLC%,..,n’X) = 2%, ol L(A) est le quotient de
A par son sous-module de torsion. Et dim, H=dim, L(A).dimA B.

est une base du Z-module

L
A, B est un Z-module libre et H=B,

Donc: dim, L(a) = 2", la famille x

Ceci achéve la démonstration du théoréme 1.
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§5 o Calcul de TM(H) dans le cas Bn‘
Définition:

s (M,R,f) est un systéme de racines réduit précisé, H
l'anneau de cohomologie de R et ¢ l'homomorphisme caractéristique,

H
Ty(®) = /c<s<M>*).H

notons:

Remargue:
On a toujours TM(H)O:=Z. Dans la suite nous déterminerons
4+
donc. T, (H)

Théoréme 2:
I
Si R est de type B, et M:Q(R):iz;1 ZE.

o+
W 2[X,’X5,...,x2k“,...,xZ[MJ_J x, 0’
i

avec: [1og2 i—]* 1

'
Pl..?.‘ » X; l'image de x, dans ‘I‘M(H).

Corollaire 1:

n E1+£é+°“+£n
Si R est de type B, et M=P(R) :iZ__; ZE + 2 > .

+
,X ,OOO,X ,O--,X ", p'
[ 3%75 2k+1 2[%‘1']-1 (Xi'l=0)

Ty )t

Corollaire 2:

L'indice de torsion d'un systéme de type Bn (Cf. (1) p.294)
divise 2™ [105{}1]-1.

Démonstration:

. il est claire que T )(H) est le quotient de H par

Q(R

1'idéal engendré par les 7..

Vu le théoréme 1, Q(R)(H)* {:1,...,x 71,...,?11}/%

ouﬁ( est 1'idéal engendre par:
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(2) 2%, 1€ign,
(3) X,
(%) xi, n <2i <2n.

2 .
i-Xi,aéalsn,

Si j:=21(2k+1), avec J inférieur ou égal a n, ceci montre

1l
que @ X.:X‘2 2

« Et 123 relations (3!') est
e 2k +
J e ](2k+1) !

=ooo:X

équivalente & (3):
1

2 1
(3') X =X s 1£27(2k+1)< n,
2t(exer) T T
(4) s'écrit alors (4'):
1
2 1 ,
4) Xopep =0 B<2 (2k+1) L 2n, 14 2k+1< 0,

Mais k étant fixé tel que 2k+1 soit inférieur ou égal & n,

il existe un unique 1 tel que: nA<21(2k+1)$‘2n. Clest:

n N
1, = l'loga(-zkﬂ)] + 1y d'ou (4'')
N 1

27K n+1
1e o O
W' X5, =0, ogkglal 1.

Ceci achéve la démonstration du théoréme 2,
» Le corollaire 1 est clair si 1l'on remarque que:

X, est l'image de x

1 .
: :C(§(£1+£2+"’+En)) et que P(R) est

1
engendré par %(£1+82+..d£n) et Q(R).
« Pour démontrer le corollaire 2 montrons tout
d'abord qu'une partie génératrice du c(S(P(R)))-modulte H est
constituée par la famille des mondmes du type: x = j_l X4
Lc{!,a,...,n}, L/\{1,2,4,8,...,21,...}=¢. e
I1 est a noter que la famille des X

:TH(XL),pour L non vide,

+
)(H) .

L
forme une base du F2~espace vectoriel T

—

P(R

Les éléments nomogénes de degré lou 2 sont combinaisons

linéaires d'éléments de type x. a coefficients dans c(S(P(R)))

L

(c est surjective en ces degrés).
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Supposons que les éléments de H de degré inférieur ou égal
a p soient combimaisons linéaires d'éléments de type g -
. p+1 s
Soit xe¢HY 7, TH(X) _,Izj /\LXL.

P

D'ou y:x-Z)\LxLe c(5(PR)))T.H . Soit yzzi y;¥§, avec:
L .

y; €c(s(P(R)))", yl€H, d°y! {dy=p+.
Les yj'_ sont donc combinaison linéaire a coefficients dans

c(S(P(R))) des x;. Il en est donc de méme de y et de x,

L'indice de torsion ygyétant le plus petit entier t tel que
tHCc(S(P(R))), on voit que c'est aussi le plus petit entier
tel que: tx € c(S(P(R))), pour tout L, On sait que pour tout
i, 2x,€ c(5(P(R))) et d° x ]-1, donc an-[;ogan—IXL
appartient & c(S(P(R))) pour tout L, et tR'divise ce nombre.

- ;
f’n—g}ogan

Remarque:

t, divise stidctement le nombre

Dans les cas B5, B6 et B?’ 'y

indiqué dans le corollaire,
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§6 . Galcul de H si R est de type D .

. —

¢ o, o of %nq

', R A

['c om—Y O v e e a
\N\%)\’

Les notations sont toujours celles de (3) chapitre 6.
Si 85 est la symétrie par rapport a la racine simple‘di_

posons: X, =2 s * 2L£ig n=1,

i .S . e s
Bnei®n-i+1® n-3 n-2"n

‘?izc(gi)’ 1éi$n,

W} le polyndme symétrique élémentaire, en les 71,
de degré j.
Théoréme 3:

S1 R est de tyDe D , H""Z{\ ],X ,coo,xn 1,(1’2 ,...,?n]/'x.’

ou.d est 1'idéal (facteur direct) engendré par: r

BXi'-'GE, 1<l<n"],
1)t Py i < e
§d+m1):{+a&j(1) pabm,zgalgni,

(- 1)1x24~2 (-1)Px %, _, ng2igen-2,
3521-n+1 p ei-p SN

a,.
Remargue:

La démonstration du théoréme 3 seratrés exactement calquée
sur celle du théoréme 1, nous ne donnerons donc a chaque étape
qu'une éventuelle démonstration allégée. La récurrence se fera
encore sur n en faisant apparaitre le systéme Dn~1 contenu dans
le systéme D . Nous utiliserons simplement le fait que H' est

engendré par (x! ,xa,...xn : ?2,...,7 J.

Dans le cas n=4, H' est l'anneau de cohomologie du systéme A3°
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D'aprés (1) lemme 5, l'anneau de cohomologie d'un systéme A
est engendré par ses éléments homogénes de degré 1. L'hypothése
de récurrence est donc bien remplie pour n=4.

Lemme 123

Si R est de type D_, W)

Z{e’sl’sas},'."sn-a D 5.008

...81558 o¢¢S1,S

nn2n3 ..OST’

sn—1sn-2sn—3 n n-1 n 2 n-3%

sn"asnsn"']sn-a".s‘l"'.’81 Saccosn ansn .l n 2...sas]j°

Démonstration:

Voir lemme 8.
Notations:
Soient: u=2 s V=2

(1)

s les deux générateurs

de degré n-1 de H

Proposition 6:

g1 =Z[Z ,u,v] avec:

Zan-—1 =0
54

1
Z U= Z V= Z =% s
54 5y 2 51 5n5n-18n-p* 525

u+v=f%h
51

1 n-1i
u::-z--c(ﬁT +£2£3£4"’£h)’

v=to(gl -6 L ),

si n est pair: si n est impair:

w=v2=0, uazva___lzan-z’

28
1,20n=2 -

uv..zzs] . uv =0,

Interprétation géométrique:

(1)

G/P est une quadrique d'anneau de Chow H
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Démonstration:

Par des procédés semblables a ceux de la propositionm 4, il

i . gP _
est clair que: Zs -ZS s L..s.? pLn~2,
1 p p=1 1
zh-1 = u+v,
IS
1
Zguzzs 8 5. .5.5_ .8 5,7 P<M
1 n-p n-p+1°*°**"n-2"n"n-1"n-2°**"1
1o(eB1,
u..ac(,a1 +£é£3...8ﬁ).
Reste a calculer ua, ve et uv,
2n-2 -1 2n- 2 2 2
C(£ +2£1 516263.'.EYX+£2£5..°£ ) 4C(£ o-n& )s
2__* 2n=-2 ,.n-2 1 2n 2, g2
c(e ~2¢, 515233...611#,2 5...& )“4 c(€ +E 85...6,11),

_1 2n=-2_g2.2 2
u‘l’-.l{_C(el &2E30.. n).
(notons que les invariants symétriques de Dn sont les polynbmes
symétriques des carrés des variables et le produit des variables,
donc d&lu.ggzO)

Mais:
3§5§'°~£i=2’n-1 -£7%. +£42’ meen t (=D)PTRE AN ()P gdRe

les 23 étant les polyndmes symétriques élémentaires en les
carrés des variables (0(2;)::0). Et donc:
== (14 (1P Fe(g]79),
uve= (1= (=) ic(ﬁfnna).

Corollaire:

H est engendré par (x]5X2,..f,xn~2,u,71,72,...,?n).

Lemme 13%:
1
Dans H, on a: % . =5 c(@_.).
1Si+1“'sn-2 n 2 n-i

Démonstration:

Voir lemme 9,



Lemme 143
Dans H, on a: u+x € n'u,
Démonstration:

U+ X z%c(/ﬁn__1 n] ££}..£)

n-1

1, .n=2 . .
= el by e )+ c(E)CFET44_(0,6,,.0006)),
oﬁ,Aj sont les poiyndmes symétriques de degré j en les £k

Et comme dans le lemme 10 on montre que pour tout w dans W

1 n-2 , 4 .
> Dw(£1 434n_2(0,§2,...,£n)) est entier.

Proposition 7:

H::&[#1,x2,e..,x
(facteur direct) engendré par: 2X1-01, 1 éziqin,
22’1$ién9
The

1’.0.,7n]/4, O& dest l'idéal

n-1’7

Démonstration:

Claire,

Comme précédemwent la considération de S(t) et la parité de

]
g(tg) mettent en évidence les formules:

X

21 2i-pp

‘ = (= Ulﬂ i+2§l(1)p1 X, 2§21 n~1,
(11)
0= (- 1)lx2+2z (-1)Px

p=2i-n

21-p5p? ng2iL2n-2,

Ceci achéve la démonstration du théoréme 3,

25
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§7 . Calcul de T (H) dans le cas D .

n-1
[1ogz~f—J44
2 i

S 14 , -
Soient X, l'image de x; dans TM(H),.pj_ﬁ

Théoréme 4:
n
Si R est de type D et M::%E%ggi,

C
T (H)+=F[X ,X ,.oc’X ,...,X n ]/p. -
M Talt10%3 2+ 2[2]—1 2 - 0)

Corollaire 1:

S . f E
61+v2+...+ -
2

. n
51 R est de type Dn et M=P(R) = __Z_é"i—t-_Z_
i=1

. .
+
TM(H) 22[}(3,){5,...,X2k+],ooo’X21_raltI_J/(Xpi-O) .
4 =

Corollaire 2:

I'indice de torsion d'un systéme de type Dn divise
oB- [logz (n-1 )] -2.

Démonstration:

Voir théoréme 2.

§8 « Interprétation géométrique,

Les notations seront les mémes gque lors de la précédente

interprétation géométrique. ¢, dénotera l'homomorphisme

G
caractéristique de S(M) dans A(G/B).

« Type Bn'
Si @ est de type Bn,soient:
« Wi =B i4150-i4pt *Bna By 1 €ELM,

. xi‘l'élément de A(G/B) classe de ltadhérence de la
cellule de Rrunat BwowiB/B, ou LA est 1'élément de longueur
maximum de W relativement a T,
. Y5 1'élément de A1(G/B),classe de 1l'adhérence de la cellulg

de Bruhat BwosiB/B, 1€ign,
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. }2 (f )y 1€£1i%mn,

. G} le polyndme symétrique élémentaire de degré j en

les ?i‘
Remarque:

On a: ?1::y1,
1= 95 = Yiap 1KK0,
Na=2Vn=Ypoge
le théoréme 1 s'interpréte :

Théoréme 5:
Si G est de type B,s on as

A(G/B) =2 [ . 2""%’71’72"""{%/{{ , OU A est 1'id6al

engendré par: in-Gi, 1 <].<Ih

p i
X, + (=1 +22__( 1)xx p,asalgn,

i2 D .
(-1)7x7 +22 (=1)%x %55 s nH1Ig 21 2.
p=2i-n
« Type Dn‘
Si G est de type Dn’ soient les notations précédentes avec
cette fois:

« W, =8

] n’
W.=5_..58_ . oS s ped <1 n-1
* i n-i"n-i+1°**"n- 7 n-2"n? N *
Remarque:

On a: 7] :y]?
Vizyi-yi-ﬂ 1< 1i4n=-1,
M-t =0 * Yqay “ Vn-p?

711: In =™ In-1°

le théoréme 3 s'interpréte:
Théordme 6:
Si G est de type D , On a:

A(G/B) =2 xl,xz,...,xn 1 71,...,7jL41, ou/j est 1'idéal
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engendré par: in-Uz,v1 i n-1,

Tns
iz2 P .
+( 1) x5 +2pl__( -1) Xo¥oq p? 2 £2iln-1,
3-1 p
(=~ 1)x +2) (-1)"x x_. , ng2ifan-2.
i p=2i-~n+1 pei-p

La remarque de Grothendieck ((4), p.21 rem.2) permet d'obtenir
A(G) comme quotient de A(G/B) par 1'idéal engendré par l'image
de Cye
Les théorémes 2 et 4 s'interprétent donc:

Théordme 7:
Type B :

A(s0(2n+1))" I 1’X3’X5“”’X2YM ~J/<Xpl o)

A(Spin(2n+1)) ™ 1.3:X5’~"’X n+1 ]E/ Pi
-1 (X.
bo& ]H

avec: p, = .

Type D :

A(so(an))* XosX, 3K sea0sX
X1 Ea 2[%}-1

o+
[
/Xi =0)

A(Spin(an))+ngg XB,Xs,...,X ] (X

Po@ffﬂ+1
avec: Py

Corollaire 1:

m-1

Soit m un entier, soit n tel que: n= {’2 , on a:

1'indice de torsion de Spin(m) divise 2n-[;05&n1-1.

Corollaire 2

Si G=S0(m) et n::[ggl}; une base du Fa—espace vectoriel

.’.
A(SO(m)) est constituée par la famille des éléments

j", avec q & 10,1},2%%0.

9 %
X4 XL ...X
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éf& « Calcul de l'anneau de Chow d'un groupe algébrique de type GZ‘

A, hy
@

Nous ferons ce calcul directement en utilisant, pour détermi-
ner 1'idéal engendré par l'image de Cys la formule due a Chevalley,

démontré dans (2):

cg{N.2, = E TARY zwsa(,

d € R,
l(ng)zl(w)+1

A étant un élément de M, w un élément de W.
I1 faut donc déterminer, w étant donné, les o tels que:
w & w

l(ws«)zzl(w)-+1. Si o—Bv—0 correspond a:

w'::ws« et 1(w')=1(w)+1, on a le tableau suivant:

.

1 pdy,  dedy 1 02

W ¢o<,

S'ISZ‘ . +2dz &)('1- ° 8281
Ay d,
S,' 82:1 ® +’2& .20['+ [ ) SZS] S2
d,
ty Y
s1szs1 sao +0l2, d',o( L] SZS,'SZS1
d » 4,

'Y

8,8,5,. 8,85,

g4
12]21N-z, ),/21212
a\\\

®
81 SZS] SaS.l 52
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. v ’
&-Axxwl+y%yona= .<XPA>=EX~3y,<x§J>=-X+Zy-
On a donc:

c(Dz, = (-xw2y)z_ _ + (x=y)3_ _

1 "1°2 251
c(Mz = (~x+3y)7 + (2x-3y)% ;
) 5152 5251
Mz =yz + (2x-3y)7 .
8132 528182 815251
c(A)z = (-x+2y)2% + X% ;
Sas] 828152 S]SZS]
c())Z = (-x+2y)2 - +yZ >
815281 81825152 SZS]SZS]
c(A)Z = %% + (2x~3y)2 ;
528182 81828182 82515281
c(M)z = (x~y)Z + (2x-3y)2 ,
8182S152 8281828182 8152818281,
c(Mz = (=x42y)7 + (-x+3y)% ;
SES.ISZS1 5281828182 8182818281
c(Mz _ = (~-x+2y) % s
8182818281 818281828182
c(N)z = (2x-3y)%

8281825182 S.‘SZS]SaS]S2

Dans H1, on a:

g = c(2X,+4,), 25, " c(3); +20,) 5
dans Hz, on a:

Zs s :C(d1+d2)zs ’ Zs s

= C(&ﬁ/] +d2)o
172 3 1 21
Dans H”, une base de 1'idéal engendré par l'image de c est:(a,b),

avec a::2Zs s 5.0 b::ZS s s 4-ZS s 5.° En effet :
17271 17271 27172

=.a, c(,)2 =b~2a, c({,)Z =a=-b, c(,)Z =2b-a.
5152 2 8182 1 SZSI 2 SZSI

Dans Hu, on a:

c(d,)z

Z =c(~%, )% s 2 =c(2y.+d,)Z ;
815,818, 1778,8,8," '5,8,8,8, 172778, 8,8,



dans H5, on a:

Z =c(~-y, ~¥.)z y 7 =c(3,+20,)2
| 8182818251 1 2 81828182 8281823182 1 2 s]s
dans H6, on a:
Z =C(~d )Z - ]
SISZSISZSISE 1 s]sas1uzs]

Si Ki est la composante homogéne de degré i de 1'idéal
(gradué) engendré par l'image de ¢, on aht égal gt pour
tout i différent de trois, et H3/}33 isomorphe & F,. Si X,
est le seul élément non nul de H3433, Xg est nul puisque
de degré 6. D'ou:

Théoréme §:
51 G est un groupe réductif de type GZ’ on a:
A(G)+=F2[X3]+/(X2),
- 5
ol X3 est l'image par T de 1'élément de A(G/B) classe de la
cellule de Bruhat Bwos‘sas]B/B.

Corollaire:

L'indice de torsion de Gz est 2.

29

;
2515,
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Démonstration:

Il est & noter,.tout d'abord, que les éléments de W cités
dans le lemme sont représentés par leur premiére écriture par
ordre lexicographique. Ces écritures étant toutes distinctes,
les éléments sont donc bien différents. Ce sont bien des éléments

(1)

de W car pour chacun d'eux toutes ses écritures irréductibles

comporte 54 a l'extréme droite. De plus: W= 27.3 y W'::23.3!

G0

donc =24,
Lemme 16:
Dans T(H(])), on-a:
7 (H(1)) 2, TL*(H(1))~Z T (H(1))~ ’ Ti(H(I)): {O} pour
_ﬁ
1/4{0,4,8}.

Démonstration:

Pour i é{?,2,3,12,13,14,15},soient Zi:zzw > Wy étant le seul
(1) *

élément de W de longueur i,

Pour i e {4,5,6,7,8,9,10,11}, soient 2} =2 , et ZM=12
i
(1)

3
wi
i

wi et w{ étant les deux éléments de W

dans l'ordre ou ils sont énoncés dans le lemme 15.

(1)

de longueur i pris

Dans H , Oon a alors:

l.:.’ Zé'*Z (Z"-—Z ),
=2,(23-21), 2}'=12,22,

— - 71 " L]
=2 (26 A ), Z7 2128,

ZéfZZé;—Z]Z? ,228+Zé'_Z A
7 =278, zg—z (z" Z8),

=2, zZ, zg) Z, (z" z§),
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21y = 20 (815 = B s By = 2,280,
Z1o=2121ys
2152212159
2y, = 2% 50
Z15=Z1Z”+.

Ceci permet de calculer dans chaqgue degré le quotient de

H(l) par 1'idéal gradué engendré par les éléments de degré un.

D'ou le lemme,

Lemme 17:
a - ” ~ — '
T(H) =st gngendre par XS’ Xq et X8 (ou X8..T(Z8)).
De plus T (H) est engendré par X8.
Démonstration:

T(H(l)) est engendré ‘par Xq et X8'
T(H') est engendré par la projection de X3,
D'aprés les propositions 2 et 3%, T(H) est engendré par
X3, Xq et X8. Donc T8(H(1))-—>T8(H) est surjectif, d'old le lemme.
Lenmme 18:
Dans T(H), on a: Xq Z 0,
3X4 = 0,
X, # 0.

Démonstration:

Grace au tableau de'la page 34 on peut déterminer Tq(H),

quotient Hq par H1H3, comme on l'avait fait dans le cas Ga.

On sait déja que TA(H) est isomorphe a un quotient de Z, et

que X, lfengendre. Le calcul montre que xq;éo et que 3X, =0.

L 4

T(H)Q_E_‘z est une algébre de Hopf sur Ei4puisque A(G) est une

Z-algebre de Hopf.,
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Cette algébre de Hopf n'ayant pas d'éléments de degré 1, 2
ou 3 a forcément dans tous sesv systémes générateurs un générateur
de degré 4. Ce générateur ne peut éire que Xq. Or dans une algébre
de Hopf il existe un systéme générateur tel que les seules relations
entre les générateurs soient la nullité d'une certaine puissance
de chacun, cette puissance étant'elle—méme une puissance de la
caractéristique du corps de base de l'algebre.

X2 ne peut donc &tre nul, Mais X3=:O puisque TaZ(H(]))zg%.

4 4
Lemme 19:
Dans T(H), on a X, £0 = 2:.
(H), .3£ s 2%5 =0, X3=0
Démonstration:
La projection de X2 dans T(H') est nulle donc Xazzx edy & HZ;

3 377
mais T(a) =0, donc X?:O. La projection de ‘I‘Z(H) sur TZ(H‘) étant

une bijection , X3;£O et 2X, =0,

3

Pour achever la démonstration du théoréme il suffit de

remarquer gue X8 ne peut 8tre que :Xi, et que X est nul

LX
34
puisqu'annulé par 2 et par 3 donc par leur p.g:c.d.

Notations utilisées dans le tableau de la page 34.

A =2 [
abc S,5pSe
Zw
i 1
. Z
Jj — “w e e N v
ZW X . 2 signifie: c(A)Zw_<o(i,A>Zw +...+<0(l,A)ZW .
1 w 1 4
3
Zw
i

d5:=sd2(d1), d9=:sd38d2(§1), d13==sdasqssd2(d1)’

d6:=84 (da), a]O:SN:Sd (qz), dlqz;sd1sﬂ de(dZ)’
d = o = “ = IS
” sda(dB)’ 1 sd1s“2(d3), 15 = 5y 9d}s&2(d3),

SNZSN (dh)'

do=s5, (), &, =5, sy (), &, =5
8 d3 L 12 dz 43 L 16~ "d 3

3
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