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Introduction & l'analyse constructive selon A. A. Markov

par M. Margenstern

0. Introduction

1o La mathématique constructive, telle que la présente l'école scientifique de A. A.
Markov se définit comme 1'étude des objets constructifs, fondée sur 1l'abstraction de la
réalité potentielle. Cette abstraction consiste & s‘affrapchir, dans les considérations
mathématiques, de conditions d'ordre matériel relatives & la réalisation concréte des pro-
cessus représentés abstraitement. Pour donner une idée de ce gque recouvre cette abstraction
et de ses limites, considérons l'exemple des entiers naturels : on connait un procédé permet-—
tant de construire es entiers les uns aprés les autres ; on peut & partir de 1& construire
des entiers aussi grandé que l'on veut, et en aussi grand nombre que l'on veut, mais on mne

peut les construire tous ensemble.

2. Rester dans le cadre de la réalisabilité potentielle conduit & rejeter un usage
universel de certaines régles de la logique classique (qui ne sont valables de fagon générale
gqu'aux ensembles finis). Dans le développement des théories mathématiques, ce point de départ
différent conduit & des résultats parfois trés différents de ceux auxquels on parvient dans
les théories classiques. Ainsi, nombre de théorémes de 1l'analyse réelle classique sont
constructivement faux. Ainsi, dans le cadre de cette théorie, oﬁ peut construire une suite
croissante bornée de rationnels qui ne soit pas convergente. Il n'est pas vrai qu'on pﬁisse

“trouver un procédé permettant de distinguer un réel d'un autre. De méme, on peut construire
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une suite de réunions finies de segments 2 extrémitds ratiomnelles, non vides, emboitdy e
s . 5 ¥

<

dont 1l'intersection est vide. Eafin, on peut construire une fonction continue sur le segment
fermé [0,1} et qul ne soit pss bhornée. Cependant, ltensemble des réels constructifs nfest

pas constructivement dénombrable. On pourrait citer encore de nombreux résultats indiquant

les différences entre 1l'analyse consbructive au sens de A. A. Markov et l'analyse classique.

3. Bn dehors de 1'école de Markov, et, historiquement avant elle, il exisbe d'autres
courants constructivistes dans les mathématiques. Leur point de départ commun est 1'intui-
tionnisme, dont le développement se poursuit. Plusieufs des résultats indiqués ci-dessus
sont d'ailleurs d'origine intuitionniste. Cependant, le constructivisme de Markov ne dérive
pas de la construction intuitionniste : la notion de construééion selon A. A. Markov est
étroitement lide & la notion d'algorithme, alors que l'intuitionnisme met en oceuvre des
notions plus complexes, comme la notion de suite de choix. ¥n outre, la logique constructive
au sens de A. A. Markov admet un axiome dont 1'émoncé est faux pour les suites de choix,

I1 en résulte des différences sensibles dans les résultats obtenus en analyse : d'une part
l'interprétation des énoncés n'est évidemment pas la méme, d'autre part les démonstrations
sont souvents différentes. Enfin, il existe AGS énoncés vrais dans une théorie et faux déns
l'autre. Ainsi, en analyse intuitionniste, les fonctions réelles de variable réelle sur un
segment>s0nt uniformément continues (encore que cette assertion soit intuitionnistiquement
indémontrable pour la notion intuitionniste de réel correspondant & la notion constructive
de Markov de nombre réel). Mais on démontre, constructivement, au sens de Markov que toute

fonction sur un segment est continue.

4, La théorie des algorithmes s'est constitude & partir du milieu des anndes trente.
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1o La théorie des algorithmes normaux de Markov

1. Par définition, les algorithmes normaeux agissent sur des mots d‘'un certain
alphabet pour les transformer en des mots, éventuellement d'un autre aslphabet.

Un alphabet est une collection finie de letires distinctes deux 4 deux. On
suppose qu'une lettre est entitrement définie par sa représentation graphique et
quton sait apprécier des différences significatives entre des lettres. On désigne
par la lettre A 1'absence de lettres.

On définit les mots dans un alphabet A par les régles suivantes :

(1) A est un mot (appelé le mot vide)

(ii) si a est une lettre de A (on note «fA), alors o est un mot dans A

(iii) si P est un mot dans A et o est une lettre de A, 1l'assemblage Pa
est un mot dans A.
Remarques. a) L'ordre des lettres est pertinent dans les mots, et une lettre

peut &tre répétée dans un méme mot.

b) L'abstraction de la réalisabilité potentielle implique qu'on peut écrire un
mot & la droite d'un autre. Elle se traduit aussi par le fait gu'on peut toujours

ajouter une lettre nouvelle & un alphabet.



On peut aisdment définir des opdérations sur les mots

la réunion de deux mots

H

le retournement d'un mot

1

-, . r . AY .
1'égalité {graphique) entre les mois

la longueur d'un mot (elle est définie par exemple par :

(1) E(4) =0

(ii) (&)

it

T (8 €4
(iii) B(PQ) = B(P) + £(Q), P et Q mots dans A).

Pour plus de détails, voir [}Q] (Chapitre I).

2. A partir de ces opérations, on définit la notion d'occurence d'un mot dans un
autre,

Soit A wun alphabet, P et 0 deux mots dans A. On dira que P commence
par Q (resp. Tinit par Q) si P peut se metire sous la forme P = QR ou R est
un mot dans A (resp. P = RQ) et ol le symbole = désigne 1'égalité graphique.

On dit alors que Q est un début (resp. une fin) de P.

On dira alors que P contient une occurence de Q, si P contient un début
dont Q est une fin (resp. une fin dont Q est un début). Clest-i~dire si on peut
construire des mots R et S dans A tels que l'on ait P = RQS.

On peut maintenant définir ce qu'on appellera par la suite la premiére occurence

dtun mot Q _(dans A) dans un autre mot P (dans A) : on appelle premiére occurence



& geuche (resp. & droite) de 0 P (on suppose que P
de ©) de P osous l: posadédant
si R nfest pas le mot vide gt R = & ... & (£, te¢ick
1 I 1
& - Ca . ‘.
aucun des mots & ...E Q, .. £.0 ne c par Q@ {resp.
2 I *kk
mot vide et 8 = %T "‘?@ alors aucun des mots Qﬁi cee qg .
{ ~1

par Q). On conviendra dans la suite de considérer toujours 1

a gauche.
Ao

une lettre ne figurant pas dans Par exemple, la premiere

dans le mot mathdématique sera représentée par Fmat*hématiqu

3, Nous allons définir maintenant la notion dfalgorithme norma

cela définir des formules de substitution.

Soit donc A un alphabet, P ev § desmots dans A,

ne figurant pas dans A. Alors les mots P -3 0 et P —s .0
A

de substitution dans P est appelé partie gauche de la fo

partie droite. Une formule de la forme P ~—+ 0

forme P ——.0Q est dite concluante.

Considérons une formule de substitution P —— g’Q (f d

On désignera cebte premiére occurence par le mot R % Q % S

—
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un mot - R dans A. On dira que la formule P -¢»§ Q s'applique & R si R contient
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définissant le processus d'application de lfalgorithme considéré & un

que l'on peut dénoncer ainsi coey F
. n

désigne une formule de substitution dans A) et P un mot dans

processus commence avec 1 = 1,

regarde si la formule ¥, s'applique au mot traité,
i )

oui, on applique Fi aa mot traité et on note Pi le résultat.
F. est concluante,le processus s'arréte et le résultat final est
F., mn'est pas concluante, on revient en R.2. avec 1 = 1

F. ne s'applique pas au mot

traité, on regarde si i
i

de ltalgorithme.
résultat final est le

oui le processus s'arréte. Le

par i+
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le scheme de l'algorithme
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A1

c'est ce qulon une yupture neturelle du processus. Si le rupture natureld

a lieuw pour le mot initisl P, on dit elors gue P n'entre pas dans 1l'algoritiune.

—~ ou bien P entre dans l'algorithme et & une certaine étape une forsule con-
cluante s'applique.

On dit que l'algorithme s'applique au mot P si le processus déerit ci~dessus 2
une fin.

Enfin, on introduit la notion d'algorithme sur un alphabet dommné A : clest un

algorithme normwal dans un alphabet B qui contient toutes les letires que contient A.

‘4. Voici des exemples dlalgorithmes normaux :

@% : { —3> P o P est un mot donné dans A
Si O est un mot dans A on voit que éﬂ(Q) = P) (le signe = signifie que le
processus d'application de _Aj & 0 starréte et que son résultat final est graphi-
quement égal & PQ).

Ltalgorithme @2 : { —> P ot P est un mot donné dans A est un exemple

d'algorithme qui ne s'applique & aucun mot dans Ao

jag —s Ea (8 € A)

Ltalgorithme &3 a »o P ou P est un mot donné dans A
L — et afA

(ag — £ (k€ A) est une expression condensée du schéme
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consiste & éerire le mot P 3 la droite de tout mot dans A.

Algorithmes correspondant aux opérations arithmétiaues :

On définit les entiers naturels comme détant les mots suivants de 1'alphabet

(0.1
(i). 0 est un entier
(ii) si N est un entier, N| est un entier.
On notera 0|% pour © .:;L (ny1) et on notera les entiers 0, 0, ...

n fois

ves Olllll, eee-par : 0, 1, eeey %5... (on peut donner un algorithme de conversion

des entiers dans le systdme décimal).
: . . n m
L'addition est donnée par l'algorithme %% : {*0 — . (on note Ol * O]
le couple (n,m)).
La multiplication, par 1'algorithme :
X b| — |b

al ——+5[ba

a —0
O*O[—+ 0x0
06 — 0
Oi* —>

[%0 —> x0a

b ——

o

Cet algorithme donne le produit d'un nombre quelconque d'entiers :

{nxln_

560" % 0]") = 0

«lf

n nn ’ n n_xXn, X ...xXxn
x(0] Pwol 2% .coxof P=o] ] 2 R



T

(a—‘-b—{aﬁb si aY»b

La soustraction entiére, 0 . b }), par
si a<

]*.OI'—-—>*O
0%x0 —0x0
0% 0 —+0

I*O-—-;-l

La division, par :
a| — |a
I* OI —+ % 0 a
0 % Oa — O|aba
abaa —»> ]aba

. abab — %b

oo
-

ba—-)’b
Oa —> O}b
0% 0l—»0x0

b —> | .

5. On définit un certain nombre d'opérations sur les algorithmes normaux dont les
résultats sont toujours des algorithmes normaux.

5.1, L'extension

Soit A wun algorithme normal dans A et B une extension de A, c'est-a-dire
un alphabet contenant A.

On cherche un algorithme normal [B dans B pour lequel

A(P) = B(P) (P mot dans A)

(¢ signifie : si l'un des deux termes a un sens, c. & d. si l'algorithme envisagé
est applicable & P, 1l'autre a également un sens et les deux termes sont alors

graphiquement égaux).
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Deux solutions sont possibles :
On considére comme algorithme B, 1'algorithme normal dans B ayant méme schéme

que A. Clest ce gu'on appelie l'extension naturelle. I1 est alors clair que si P

est un mot dans B\A (les lettres de B qui ne sont pas lettres de A4), alors
B(P) = P (on peut voir qu'alors P n'entre pas dans [B).

On peut auséi vouloir que B ne s'applique qu'au;i mpts dans A auxquels
1'algorithme A lui-méme s'applique. Une solution consiste & prend_re 1%algorithme

B de scheéme :

jﬂ& ' ol [A symbolise le schéme de A.
lg —+ £ (E € BVA)

C'est ce qu'on appelle 1l'extension formelle de A & B.

5.2. Fermeture d'un algorithme.

On dit qu'un algo:ithme A dans A est fermé si le processus qu'il décrit ne
peut slarréter qu'au moyen de formules concluantes. On ai)pelle fermeture de A, tout
algorithme fermé dans A, B, pour lequel

B(P) x A(P) (P mot dans A4).

On peut prendre 1'algorithme de scheme suivant :

[
L.

qu'on note A°. Il est clair que tout mot dans A entre dans A.

5.3, Composition des algorithmes normaux.

On démontre le :



Théoréme. Soit [Al un algorithme normal dans Ai (i =1,2) et A= A1 UA2

la réunion des alphabets (les lettres de A1 et celles de A2 sans répétition).

On peut construire un algorithme normal K sur A tel que pour tout mot P dans A

on ait

PR O &
K(P) = & (a, (P)) (on note K =4, 0&*.1)

«

o {Af est une extension formelle de 4, 2 A.

Preuve. On traduit en termes d'algorithmes normaux la reégle suivante :

1. on applique &1

2. 8'il y a un résultat, on lui applique [A2

Un "scheme possible de K est le suivant :

Eao —> auaf
ot — anak
agvt——r a,gawz
aop — p (§°T(€A)
a,g{s——b—ﬁ,a,g
pag—§p
p—r-
a, P

Aza

s
ol LA(; s'obtient & partir du schéme d'une extension formelle et fermée de [A1 en y
remplacant tous les points par o (on suppose «a 4 A), ol aﬁza stobtient & partir
du schéme d'une extension formelle fermée de &\2 dans laquelle : les nlots §1 oo gn
dans A entrant dans les formules de substitution sont rémplacés par a§1 oo agn,

les points sont remplacés par B et la formule — [ Ppar la formuile o — aBe On

suppose naturellement que a et f3 sont distinctes et ne sont pas des lettres de



AU {O(,Jlo -

5.4, Réunion d'algorithmes.

Théoreme. Soient IA1, ey [An (ny2) des algorithmes normaux, A la réunion

de leurs alphabets et X’ » une lettre non dans Ao
A

On peut construire un algorithme
sur A tel que

pour tout mot P dans A U”} on ait :
A (P) -"-‘LA.1(P)[ oo Y8 (P)

Ce théoréeme découle de la
Proposition. Soient A

(

[ A

1

lm'|

s'agit des extensions formelles
A).

et &,

des algorithmes normaux et A la réunion de
leurs alphabets. On peut construire un algorithme B sur A tel que 3

pour tout mot P dans

A .

B(P) ~a, (P)a,(P)

Preuve du théoreme.

(on considére les extensions formelles & A).

De la proposition, il résulte aisement qu'on peut construire un algorithme B
tel que :

B(P) 5&1(9)54;2(13) Qs.n(P) (P mot dans A).
Posons alors (BZi__1 =£Ai pour i=1, eeey n
et [B2i 1'algorithme de scheme

(s caufyp
L — -y
pour i

1, sy n_1o

Alors MA(P) =B, (P)IBZ(P) I82n_1(P)
BZi(P) = Xo =,

car pour tout mot P dans A U{H
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Preuve de la proposition.

L'idée est de dédoubler le mot P et de faire agir LA1 sur "ltoriginal? et
A_  sur la "copie".

2

On, construit 1'algorithme @ sur A, de schéme :

ona,g?z——-—&vlocag

oa ga'rl-——> ar(ocag (E,QG A)
aa aka :
ag\é:tgaocag afo aafA
a0 ——s O
G —3

— o

Si on définit P ol P est un mot dans A par

(ii) ag = ag (g ¢ ’A)_
(iii) *(Pg) = “Pat P mob dans A.
On voit aisément que D s'applique & tout mot dans A et que :

D(P) = P°P.

J[A
Soit AA{ l'algorithme dans A U {a} de schéme , [Aé 1talgorithme
la —> 08

a

B, dans A U{a} (cf. 5.3 pour la définition de aaxz) et E 1'algorithme dans

AU {a}l de scheme {a — , alors une solution cherchée est B =IE o A! o Lixé oD. m=.

1

5.5, Ramification des algorithmes.

Théoreme. Soient ZA1, LAZ et € des algorithmes normaux, A la réunion de

leurs alphabets.
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On peut construire un algorithme D sur A tel que : pour tout mot P dans

A, D n'est applicable qu'aux mots dans A auxquels € 1l'est (_1__}_ s'agit de

l'extension formelle de € _??.‘ A) et :

D(P) = b, (P) C(P) = A

/2]
[y

(®) £ A

0
.

D(P) . £A2(P)

(# indique que € est applicable & P, mais que C€(P) n'est pas graphiquement

égal au mot vide).

On peut donner un corollaire plus général de ce théoreme :

Soient le,i sany ﬁ\n, C., ooy ‘Bn (ns> 0) des algorithmes normaux. On peut

17

construire un algorithme @ sur la réunion A de leurs alphabets tel que :

If

LAO(P) (P mot dans A et 0)1(P) Ay oo, (En(P) = L)

[A](P) (P mot dans A et 031(}?):1\, 012( ):A,...,a:n( ) = A)
O(P) = (A2(P) (P mot dans A et 012(1’) A W an(P) = 4)
An(P) (P mot dans A et Cn(P) £ 1),

Preuve. On construit un algorithme F sur AU {oc} tel que :

F(P) a si C(P) s A
F(P) A si C(P) £ 4

et ne s'appliquant qu'aux mots P dans A auxquels € s'applique. On peut procéder

ainsi : soit [FO 1'algorithme dans AU{aop} de scheme :
af —>p
BE — P
p = (g € A)
o — *Q

—
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On pose aloxrs [F = [FO o €.
D'aprés le théoréme du point 5.4 on peut construire un algorithme E sur A
tel que E(P) « P(P)P.

Soit alors H 1'algorithme de schéme

ak aka
ocgn:onaé .Yz
i?%—‘*EP
—
a(?-———*lfig (g”QEA)
ap—> -

A

Ay

¢ B
1«

1 en remplagant les

olr aIA1' g désigne le scheme obtenu & partir de celui de A
mots dans A, §1... gn’ par a§1 cee agn, les points par B et les formules de

la forme —s §1...;§p par a———»ocg1...;;—P.

On posé alors B =IH o E.

5.6, Répétition d'un algorithme

On a deux théorémes de répétition d'un algorithme donné : un théoréme d'itération
jusqu'd 1l'ordre n et un théoreéme de répétition conditionnelle, c'est-a-dire de
répétition jusqu'd ce qu'une condition donnée soit vérifides

Théordme 1. Soit /A un algorithme normal dans A. On peut construire un

algorithme normal B sur AU {0,!,%} tel que :

B(n x P) =9

si et seulement si P étant un mot dans A et n un entier naturel, on peut trouver

des mots Po" eeey; P dans A tels que 3

n
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Et pour tout mot P dans A, ‘B(0O x P) =P,

Preuve. On prend comme scheéme de B :

oc‘g'wl———yocgoml

pag — Ep

Ep — pE

ap —p (5,7) € A

*¥p X a#p et o.pfA
oc&g

I* —_—% O
0% — ,

ol a[Ag

stobtient & partir du schéme de A° en remplacant les mots P dans A

figurant dans ce schéme par OCP, en remplacant les + par p et les formules du

type — % par oc-—>aP. =.

Théordme 2. Soient A et € des algorithmes normaux, A la réunion de leurs

alphabets. On peut construire un algorithme B sur A tel que :

B transforme un mot P dans A en un mot § si et seulement si on peut

construire P, ..., Pn (ny1) tels que :

xx = P — o e e
Po P Pi a( i_1) i=1, , N
P =
= 9
et (D(Pi);{:A pour Ogic<n
C(P ) = A.
n

Preuve. On considére (F1 1talgorithme construit comme au point 5.5 tel que :

v, (P)
v, (P)

i i
) K
n
R
L e
~—~ o~
b o
R p——
SH -l
> =
-
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On construit D algorithme sur A tel que
pour tout mot P dans A D(P) « F1(P)m(P)

(on prend 1l'extengion formelle de & & A).

On peut alors prendre pour algorithme cherché l'algorithme B de scheme :
joc——>'

p —
D

5070 Traduction et réduction.

I1 s'agit ici de théoremes permettant le transport de propriétés dlalgorithmes
sur un alphabet & d'autres alphabets et de faire l'opération inverse de l'extension.

5701« Il nous faut d'abord définir la traduction d'un alphabet dans un autre :

soit A = B(J{aop}
B=Bu{x1,...,yk}

‘o0 B est un alphabet éventuellement vide, a et P deux lettres distinctes ne
figurant pas dans 'B, X&, coey Xk des lettres distinctes deux & deux et ne

figurant pas non plus dans B.

On définit la traduction dans A d'un mot dans B par les régles suivantes :

(1) si EEB, alors TE=¢&

(ii) si E= f;» alors “t = apla 1¢j¢k

(iii) A= ' et pl= p...p
j fois

(iv) (PE) =TtP%E P mot dans B et g€bB.

Si & est une lettre ne figurant pas dans B!J{&,p}, l1'algorithme suivant ¥

de schéme :
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j&g —%Es  (E€B)
TR
I
est applicable & tous les mots dans B et pour tout mot P dans B on a
T(p) = ®p.

On peut définir 1’opération inverse.

Désignons par ’[["‘_1 1'algorithme sur A de schéme :

b — EO E€B
6ocpJoc _— B‘jé 1€isk
bow  —— Oo
6;& —>5(5
S s o

— b,

Cet algorithme est applicable & un mot dans A si et seulement si ce dernier

vl

est la traduction d'un mot dans B. Si T—1 est applicable P, mot dans A,

on a donc P=CQ ol Q estun mot dans B ; alors 'H‘_1 (P) = Q0 (it y a univocité
de la traduction).
5.7.2, On définit alors la traduction d'un algorithme dans B en un algorithme

dans A de la facon suivante : si F, , ..., Fn est le schéme de B algorithme dans

1’

B, la traduction de B dans A qu'on notera A, est 1'algorithme de schéme

{tF‘l’ cony TFn ol ltF‘l est défini de la méme facon que TP pour un mot P dans

A en convenant que Ty =—3 et T.e=- . On a alors :

Théoreme. Soit B un algorithme normal dans B et /A sa traduction dans A.

On a alors : pour tout mot P dans B [A(t(P)) & Y(p(P)).

La démonstration est évidente.
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Corollaire 1. Soit un algorithme normal A sur un alphabet A, On peut alors

construire un algorithme normal dans A.U{a,p}, A, (avec o # p et a.p £ A) tel

que l'on ait :

pour tout mot P dans A, si A est applicable &2 P et A(P) est dans A4,

alors B est applicable &3 P et B(P) =A(P) et réciproguement.
On met 1l'alphabet de A sous la forme A U {X1, sevy Xk} et on applique le
théorame.

En fait on peut faire mieux :

Corollaire 2 (Nagorny). Soit A un algorithme normal sur un alphabet A et «

une lettre non dans A. On peut alors construire un algorithme normal B dans AJ){&J

tel que :

pour tout mot P dans A, si A est appliceble &3 P et si A(P) est dans A

alors B(P) = A(P) et réciproquement.

L'idée de la démonstration est de faire jouer le r6le de p a4 une lettre fixée
de A et de traduire toutes les lettres de A de la forme agia ol £s est une
lettre de A. On définit alors une notion correspondante de traduction d'un algorithme
voir [}1]. Dans cet article, N. M. Nagorny montre qu'on a 1la le meilleur résultat

possible.

6. Nous allons maintenant démontrer le théoréme fondamental de la théorie des

algorithmes : le théoréme de 1'algorithme universel.
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Si A est un algorithme dans A, son scheéme est de la forme

ol ch?,que Fi est un mot du type P -—-»XQ (b’ = s ou [: L). Nous allogs
"lindariser" ce schéme de fagon & 1l'écrire comme un mot dans un alphabet. Comme —s
et -« sont fixés une fois pour toutes pour décrire des algorithmes dans des alphabets
quelconques, dans cette transcription nous devrons utiliser d'autres lettres pour
désigner — et o . -

A étant donné, on appellera image de A, notde a', 1le mot Fip «.c Bl ol
si Fi = Pi —_— Qi, alors

| - P
Fp=F el
et si F. =P, —» 0 0. alors
i i i
t e P .
Fy =% ayg;
On démontre alors :

Théoréme 1. Soit A un alphabet, 'a,p, g 8 des lettres distinctes deux 2

deux ne figurant pes dans A et soit B = A U {a,p,z‘,é}a

On peut construire un algorithme normal sur B tel que l'on ait :

pour tout mot P dans A et pour tout algorithme normal dans A, A,

. 8]
WA~ & P) 2 A(P),
L'idée de la démonstration est de '"normaliser" les régles R.1 & R.5 données an

point 3. Voir par exemple Ef'}:] 0
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En utilisant leé notions de traduction, on peut traduire le mot @y dans {O,l}.
On peut fixer une fois pour touﬁes les mots O!b, O]gO et Oi‘i@ pour désigner
les lettres a,‘ﬁg T figurant dans AM° On notera alors € A 3 cette traduction
qu'on appellera code de A ou transcription du schéme de BA.

L'alphabet A ébant fixé, en utilisant un algorithme de traduction, le théoréme
de réunion des algorithmes, le théoréme de composition, le corollaire du théoréme de

traduction et le théoréme précédent, on peut énoncer :

Théoréme 1'. Soit A un alphabet. On peut construire un algorithme A sur

AU{0,],8} tel gque pour tout algorithme B dans A et tout mot P dans A on ait :
A(EB36 P) = B(P) (6 £ A).
Remarque. Il n'est pas nécessaire ici de supposer que 0 et n'appartiennent

pas & A, car €B3 est de la forme P1 eeo Pk ol chaque Pj est de la forme

n,
olJo (puisque les lettres de A sont traduites toutes sous cette forme, la
. q

premiére lettre étant traduite par o]{j]o, etcess).

On démontra alors le @

Théoreme 2. On peut construire un algorithme normal [H dans {O,]} tel qu'il

S . . . . ! . s .
soit impossible de construire un algorithme (K sur {O,I}, applicable & tous les

mots dans {O,[} et transformant en le mot vide ceux et eux seuls de ces mots auxquels

H s'applique (resp. ne s'applique pes).

Preuve. 11 est aisé de voir qu'il suffit de montrer le théordme dans le cas ol

on prend en conclusion la non applicabilité.
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Soit A 1'algorithme du théoreme 1', avec pour alphabet A = {O,I,s, Q} ol
e # 1 et & et 1 digtincts de O et [. (Cet alphabet permet de considérer les
algorithmes sur {O,H). A 1'aide du théoreéme de 1l'union des algorithmes et celui
de la composition, on peut construire un algorithme [Ho sur {O,” tel que : pour
tout mot P dans {0,]} W (P) ¥A(P s P).
Soit H 1la traduction dans {O,H de 1'algorithme IHO (on applique le théoreme
de traduction & A = AU[0,|} et B = AU{O},],&,G&,...,O’k} d'alphabet de (HO).
Supposons qu'il ex;Lste un algorithme K sur {O,H, applicable & tous les mots

dans {O,[} et tel que {K(P) =LA si et seulement si /H ne s'applique pas & P.

Désignons par &+ 1'algorithme dans {O,I} de scheme

0—0
{l——»l

Soit IL = 3:()[[{., Alors (L est un algorithme sur {0,]} tel que : H ne
s'applique pas & P si et seulement si L(P) = A et si H s'applique 3 P, L
ne s'applique pas & P.

Soit M = lLof[[‘ ol T est l'algorithme de traduction des mots dans {O,!}o Clest
un algorithme sur {O,!} et on peut le supposer dans {O,l ,s,’r(} » On a alors que
si [HO ne s'applique pas & P, H ne s'applique pas & TP =11‘(P) et donc

M(P) = A et réciproquement. De méme, on aura que si lHO s'applique & ) P, H

s"applique & P et done M ne s'applique pas & P,
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Considérons @ = €M3 . Alors : (1) IHO<Q> ~M(Q).

Si IHO s'applique & Q, M ne s'y applique pas, ce qui est c§ntradictoire
avec (1). Si Mo ‘ne s'applique pas, alors iM(Q) =1 ce qui contredit encore (1).
Donec M .ne pouvant exister, et l'existence de M découlant de celle de K, il est

clair que K ne saurait exister. 3.

7o I1 faut dire un mot du principe de normalisation qui correspond, dans la théorie
des algorithmes & ce qu'on appelle la theése de Church dans la théorie des fonctions
récursives.

La notion d'algorithme normal est une notion mathématique. Celle d'algorithme ne
1'est pas. Un algorithme dans A (cf. [}0]) est "une prescription précise, universel-
lement compréhensible, définissant un processus potentiellement réalisable de trans-
formations successives de mots dans A, processus admettant n'importe quel mot dans
A en qualité de mot initial."

Le principe de normalisation dit que pour tout algorithme & on peut construire
un algorithme normal & sur A +tel que pour ﬁout mot P dans A on ait
&(P) =~ A(P),

Dans ce qui suit, on ne fera pas appel au principe de normalisation. Clest pourquoi
dans un énoncé ol figure le terme d'"algorithme", on peut aussi bién le lire comme une
abréviation de l'expression "algorithme normal', que comme une application du .principe

de normalisation.
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Dans le cas d'un théoreéme dénongant 1'impossibilité de construire un algorithme
gui puisse résoudre un probléme donné, cette distinction a une certaine importance.

En fait, le principe de normalisation est plus qu'une simplification. Il s'appuie
sur l'expérience, sur le fait que toutes les théories des algorithmes actuelles sont
équivalentes, sur 1'impossibilité de construire un algorithme non normalisable par les
méfhodes constructives actuellement connues (c'est le sens des théorémes de composition
de répétition conditionnelle, etc...). Clest ce qﬁe confirme par exemple un article
de Nagorny [}21 ol se trouve développées des généralisations de la notion d'algorithme
normal : les algorithmes de type o, ¢' et ¢". Un ¢. algorithme est un algorithme
dont chaque pas consiste en l'application d'un schéme fini de formules de transforma-—

- tion indiquant le 'code" du pas suivant ou 1l'arrét éventuel du processus, le nombre de
ces schémes étant fini. Dans un o'-algorithme, le nombre de ces schémes devient
"infini" en ce sens que le pas est commandé par un algorithme normal définissant une
suite indexée de schemes (qui peuvent &tre transcrits selon le processus de construction
de 1'image d'un algorithme). Dans un U";algorithme, les schémes eux-mémes sont
"infinis" (c'est-d-dire définis par un algorithme construisant une suite indexée de
formules de substitution). Or toutes ces définitions sont équivalentes & celle des
algorithmes normaux.

En conclusion, un théoreme énoncant 1'impossibilité de construire un algorithme
réclamant tel probleme exclut la possibilité de trouver une méthode générale, de fype

algorithmique qui permette de résoudre simultanément toute la classe de problémes posés ;



23.

cela ne veut pas dire que si on prend un probléme concret, individuel dans cette classe

on ne puisse décider de la possibilité de le résoudre.

! § 2. Quelques éléments de logique constructive.

1. Désignons par .J une formule exprimant une assertion dont on cherche & démontrer
la vérité.

On dispose de deux méthodes pour établir & constructivement. La premidre con-
siste & démontrer 8. & partir des axiomes de la logique constructive, des regles de
déduction qu'elle admet et des résultats déjd établis (par cette méthode ou par l'autre).
La seconde méthode consiste en deux étapes. En premier lieu, on examine si & contient
un probléme constructif ce qui conéiste & chercher si ¢+ peut &tre réduite, selon
un processus algorithmique bien défini, en une formule équivalente d'un type particu-
lier ou non, auquel cas on dira que & contient ou ne contient pas de probleéme cons—
tructif. Si & ne contient pas de tel probléme, & est équivalente & une formule &
dite normale. Démontrer & se rameéne alors & démontrer 9N en utilisant la partie
de la logique constructive concernant ce type de formules. On verra gu'il s'agit de
tous les axiomes de la logique classique en remplacant les symboles e£ vV respec-—
tivement par I et v o dx A(x) signifie aV¥x-=A(x) et (A\/B) signifie

T(44€7B). Si g contient un problime constructif, démontrer 9 consiste & résoudre

de probléme ce qui consiste & : 1. Construire des objets d'un certain type devant
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satisfaire & une condition (celle qu'on met en évidence dans la reformulation de &
permettant de dégager le probléme constructif qu'elle contient) exprimde par une
formule normale, 2. démontrer que les objets constructifs ainsi construits satisfont
4 cette condition, cette démonstration se faisant dans le cadre de la partie de la

logique constructive concernant les formules normales.

2. Les formules sont définies par rapport & un alphabet, ou une collection finie
d'alphabets appelé alphabet de langage logico-mathématique qu'on utilise et servant
& énoncer les assertions, etc..

On définit les formules comme des mots d'un certain type, & partir des formules
élémentaires et selon les régles génératives suivantes @

(i) +toute formule élémentaire est une formule

(ii) si A

17 s Ah sont des formules, les mots (A1& ...&AAH) et (A1 Veoo VAEJ

sont également des formules
(iii) si A et B sont des formules, les mots (A.DB) et TA sont des formules

(iv) si A et B sont des formules, X , ««sy X des variables deux & deux

1?
distinctes, les mots Vx1...xIl A et Elx1e.°xn B sont des formules.

Les variables sont des mots d'un type particulier servant & désigner des mots
dans un alphabet donné ou des algorithmes sur cet alphabet. Par exemple, si un alphabet
A est fixé contenant {O,f}, si A% désigne une extension de A  permettant de

définir les algorithmes sur A et des groupes de mots dans A, fixons 1t et A

des lettres n'tappartenant pas & A%°, Désignons par p une des lettres t+ et A
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(toujours la méme). On appelle variable du genre B les mots définis par les regles
génératives suivantes :

(i) le mot (1) est une variable du genre .

(ii) si X est une variable du genre pby le mot W?(X) est une variable du genre

p ou W, est l'algorithme de schéme :

’»b
{ )—-wm.

Suivant que W désigne t ou A, on appellera les variables correspondantes

variables d'objet ou variables fonctorielles. On appellera alors valeurs admissibles

d'une variable de genre @, tout mot de genre p ol : si p=1t on désigne par mot
de genre t, tout mot dans A ; si W = A on désigne par mot de genre A, +tout mot
de la forme <H)> ol H est un mot dans A et ayant la signification suivante @
si H est un mot dans {O, } et est le code d'un algorithme sur A, <H)> désignera
cet algorithme, si H n'est pas un mot dans {O; } ou, étant dans {O, } n'est pas
le code d'uﬁ algorithﬁe.normal sur A, on convient que <H> désigne 1l'algorithme
de schéme { —_ .,

I1 nous reste & expliciter ce qu'on entend par formule élémentaire. On introduit
a cet effet la notion de terme.

On appellera terme correspondant & un alphabet, tout mot ou groupe de mots dans
cet alphabet ocu tout algorithme sur cet alphabet, toute variable d'objet ou fonctorielle
relative & cet alphabet et les mots suivants :

<8>, qui est un terme fonctoriel si © est un terme d'objet,
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®(R) ol @ est un terme fonctoriel et R wun systime de terme d'objets (si T
est un terme, c'est un systéme de termes et si T et T2 sont des svsteéemes de termes,

1

T1 0 T2 est un systéme de terﬁes).

EP3 qui est un terme d'objet si © est un terme fonctoriel.

Dans le cas ol on considére plusieurs alphabets, qu'on supposera vérifier la
condition :.si Ai et Aj sont deux alphabets de notre systéme, AiU'Aj figure dans

liste.

la liste et le dernier alphabet de | fgontient tous les autres, on définit aussi
une relation entre termes corresyendant & des alphsbets différents définie par la
relation A CA; (efe [3])s

Les formules élémentaires sont alors ainsi définies :

(i) si  © est un terme d'objet, le mot !8 est une formule élémentaire.

(ii) si 61 et 62 sont deux termes d'objet, le mot (91 ot 82) est une formule
élémentaire.

8 se lit : " a un sens".

(91 o~ 92) se 1it ¢ "si 1'un des deux termes 61 et 92 a un sens, l'autre terme
a également un sens et les valeurs de ces deux termes sont graphiquement égales'.

Liinterprétation de ces formules est la suivapte :

On ne considére dans cette interprétation que les formules constantes, c. a d.
sans variables (si !8 est une formule contenant une variable, elle énonce une condi-
tion portant sur cette -variable dont 1'interprétation se ramdne & l'interprétation

indiquée- ci-dessous quand on remplace les occurences de la variable par des valeurs

admissibles).
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!0 a un sens dans les cas suivants @

a) © ne contient pas de terme de la forme <H» {R). Dans ce cas la valeur de
12 eétble‘mot gue figure 6.

b) .6 contient des termes de la forme <H> (R), chacun d'eux ayant un sens ;
on dit que le terme <H> (R) a un sens si i’algorithme <H> ' est applicable & R
et si le résultat est un mot dans 1'alphabet sur lequel <H> opére. (cf. [3] et la
remarque P. 247).

Lorsque 118 a un sens, sa valeur se calcule ainsi : on remplace toute occurence
dans © d'un terme de la forme <H> (R) par la valeur de ce dernier qui est le
résultat de 1l'application de <H)» & R, et toute occurence des termes de la forme
€03 par le mot dans {O,!} qu'ils représentent.

Dans la suite, on utilisera les abréviations :

8, =6, pour (184 61‘192)
°, ;492 pour (191&92&7(91 ::ez)).

Lorsqu'une formule contient des variables, on classe les occurences de ces varia-—

bles en occurences libres et occurences liédes.

Définissons une sous—formule d'une formule donnée comme tout mot de cette formule
qui est lui-méme une formule.

Nous définirons alors les chainons graphiques é‘mﬁe formule donﬁéevCOmme les sous-
formules de longueur maximale (c. & d. qui ne sont comtenues dans aucune auntre formule

de la formules).
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Les occurences libres (respo liées) d'une variable [ dans une formule F pro-
viennent des occurences libres (resp. lides) de f dans les chafnons graphiques de F.
Enfin, on posera que : toutes les occﬁrences d'une variable dans une formule
élémentaire sont libres ; si F est de la forme Kx1...an ol K est un des quanti~

ficateurs Y et I et X’ est une des variables Xpy eeey Xy alors toutes les
occurences de X dans' F sont liées.

On dira enfin qu'une variable y figure librement dans F -si on feut trouver
au moins une occurence libre de X’ dans F.‘

Les variables libres d'une formule sont appelées lgé parametres de cette formule,

3. Les formules suivantes (voir par exemple [}%]) (et qui sont admises par la logique
intuitionniste sont considérées comme vraies

1. (ADA)

2. (Ao (B24))

3. ((A>(A>B))>(A>B))

4, ((A>(B>C))>(B>(a>C)))
5. ((A2B)2((BaC)>(42C)))
6. ((A&B)>A)

7. ((A&B)D>B)
8. ((A>B)>((a2C)>(A>(B&C))))
9., (A>(AVYB))
10, (B=2(AVB))

11. ((4>C)2((BaC)=((avB)>C)))
12. ((A>B) 2((427B)2>714))

13. (Ma>(A=B))

14, (Vx F(x)>PF(a))

15. (F(a)>3x F(x))

ou Ay, B et C désignent des formules quelconques ; dans les formules 14 et 15, x
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est une variable lide, a est une variable 1lide, F une formule & un parametre.
Lorsqu'on a des formules vraies, on établit de nouvelles formules vraies au

moyenn du schéma :

A(ADB) (A>F(a)) (F(a) > 4A)
B (A5Vx F(x)) (3x Flx)o4) °

Dans les deux reégles de droite, on suppose que la formule A ne contient aucune occu=

rence libre de la variable Xx.

De ces formules, et en utilisant les régles ci-dessus on peut déduire (voir par

exemple [5] ou [1]) :

il

(1) (x (A%B) = (¥x A&Vx B)) ol (A = B) est une abréviation de
(2) (3x (AvB) = (3x AvIx B)) ((A>B) & (B24))-

(3) (73xA =Vx 74)

(4) ((45B)> (7B > 1))

(5) ((A=271B) = (B >74))
(6) (1(AVB) = (1A &71B))
(7) ((A 27B) = 1(A&B))

(8) (711{A&B) = (174 & 11 B)
(9) (A & T4A).

Les formules (1), (2) et (3) sont encore vraies quand on considére des formules

& plusieurs paramétres on a

14

(1) (VX1..aXn (A& B) (Vx1...an&Vx1..can>

(2%) (3x1 cesX (A UB)

i

(_‘i’XTooo_X‘ AV_:}X o s 28X B))
( ) ( :::'1 o Q::]f = ’ ::—l 20X 'A', ®

A touteé ces formules, on ajoute la formule suivante (qu'on ne peut déduire de
la logique intuitionniste, cf. [9]) :

16, (Yx(AVIA) 2 ( 173x ADax A))
‘qufon désignera par la suite par principe de Markov,

Il est dquivalent & 1l'énoncé suivant :
q
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"si le processus d'application de 1'algorithme A au mot donné P n'est pas

.

indéfiniment proleongeable, 1l'algorithme 4

o

3t spwpiicable au mot P.¢

4, Nous avons dit,‘au point 1 de ce paragravhe, qu'on dispose d'une autre méthode
pour démontrer les formules vraies.

On dit qu'une formule F est normale si elle ne contient aucun des signes 3 ou
Y. Toube formule normale ou toute formule du type 3x1.,.an ou A est une formule

normale est dite complétement régulitre.

Dans [2], N. A. Chanine décrit différents algorithmes normalisables permettant
de transformer toute formule en une formule completement réguliére qui par définition
lui est équivalente et qui constitue la reformulation constructive de la formule mon-
trant s'il ¥y a ou non un probléme constructif & résoudre pour démontrer cette formule.
La construction de cet algorithme est fondée sur les considdérations suivantes :
(i) 1a démonstration d'une formule du type (ATV ...V.An) supposée vraie doit
toujours indiquer au moins une des formules A1""’An exprimant une assertion vraie.
(ii) une formule du type 3IxA n'eét vraie que si on peut donner une comstruction
de x pour lequel la formule A' obterue & partir de A en remplacant les occurences
de x par l'objet construit est vraie.
(iii) dans le méme ordre d'idées ¥x3vA suppose qu'étant donné chaque x,
on a une construction d'un y & partir de x pour lequel A est vrai‘} clest-&-dire,
qu'on a une méthode générale, (un algorithme) donnant pour chague mot P du type de la

variable que représente X, un mot { (du type de la variable représentée par y)
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tel que la formule obtenue & partir de A en y remplagant les occurences de x et
y regpectivement par P ét Q0 soit vraie.

Nous indiquons seulement ici, sur un exemple, comment fonctionne cet algorithme.

Considérons la formule

(1) Yo (AVB) - ol A et B éont des formules normales & un paramétre,
du méme type que la variable «.

On considdre la sous-formule (AVB). L'explicitation de cette formule, selon
le principe (i) donné plus ‘haut donne :

36((<w2>(<5) = N)&((5 = 0})o4A) &((5 ?'()H)::B))

ol '<Wé> est 1'algorithme de schéme @

Oll . ©
O[ — .
— o et & variable d'objet dans {0,]}.

La formule (1) devient donc
(2) Va36 ((<W) (8) = A)&((6 = 0)24) & ((6 = 0]]) > B))
qui est donc de la forme VYa 36C ol C est une formule normale.

En application du principe (iii), on introduit une variable fonctorielle sur
1'aiphabet dont a représente les mots et Vo 360 devient alors :
(3) TovVa((<15 (6@@) = A) F, | (C)

- ) 0 ° g ola) -

ol Io est 1'algorithme de reconnaissance des mots dans l'alphabet {O,l} (co & a.

I0 transforme en le mot vide ceux des mots dans A qui sont des mots dans {O,l} et

N .
eux seulement, o A est un alphabet donné contenant {O,}}) et ou Fg(a) 1Cy  repré-
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sente la formule (normale) obtenue & partir de C en y remplacant toutes les
occurences de & par o(a).
L'interprétation constructive de (1) est donc en fin de compte :
(4)  3o¥elKI >(o(a)) = )& KW (o(a)) = A) & ((o(a) = 0]) 24) & ((o(a) = o/])=B)).
Etant donné I'importance des formules normales, nous démontrons la :

Proposition. Une formule A est équivalente & une formule normale si et seulement

si elle est équivalente & sa double négation (c. & d. (7VIA = A)).

Preuve. Supposons que 1l'on ait

(A=B) o B est une formule normale. Alors
("17A =77B) qui découle aisément de 3.(4). Comme B est normale, on a donc
(771 B = B) (voir [’Bv])o Et donc (T4 = A).
Siona (T7A=4), on sait, d'aprds 1'interprétation constructive des formules
que (A = ;tLAy) ol T est 1'algorithme transfofman*b toute formule en une formule
complétement régulitre. Si N | A; est normale, c'est terminé, Sinon, on a alors

WAy = 3x1...xn B ol B est une formule normale. Donc : (A = x1o..an)o Alors

de 3.(4) on a
(TA = 13 X, e X B)
d'ol
(MA = ‘J’X1o.»xn 1B) dtapres 3.(3)
d'olu 3.(4) donne

(A= v¥Yx ...xan)

1

la formule de droite étant normale puisque B 1llest. 0O
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5. Sur la base de la notion de formule, on peut introduire la notion constructive

Comme précédemment, considérons (4 un alphabet, désignons par t et A les
lettres génériques des variables respectivement d'objet et fonctorielles. Soit A
une fdrmule définie dans un langage logico-mathématique dont la liste des alphabets

comprend fA. Si A est une formule & un paramétre de genre o (+ ou l) corres—

pondant aux variables assocides & A, on dira également que A est un ensemble de

genre W. Si P est un mot de genre W on éerira P€A (on dira "P appartient
& l'ensemble A") si P vérifie A clest-d~dire, si la formule F; A1 est vraie

(oW o désigne le paramdtre de la formule A). Si A est un ensemble de genre +,

on dira que A est un ensemble de mots dans A.

Si A et B sont deux ensembles de genre p et si a et p désigne leurs

paramétres (du méme genre), on dit que A est contenu dans B, et on notera A ¢ B,

si la formule

' 3
Vo (A D Fa LBy)
est vraie. L'égalité de A et B (A = B) est définie par ACB et BCA clest-i-

dire :

Vo (A= Fj By).
Parmi les différents types possibles dfensemble on distiﬁoue ceux qui sont
définis par des formiles assez simples faissant‘intervenir des conditions algorithmiques.
On définit principalement : lcs ensembles résolubles et les ensembles énumérables.

s ¢

Un ensemble A de mots dans @A est dit algorithmiquement résolubles (en abrégé
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résoluble) si on peuf construire un mot H dans {O,[} tel que
Vo L <> («)

ol o est une variable du genfe du parametre de A, et si B désigne la formule
(<H> (p) = A)

alors A est égal & B.

Un ensemble A de mots dans 3 est dit algorithmiquement énumérable (en abrégé
énumérable) si on peut construire un mot H dans {O,l} tel que si B est la formule
3 X’((H)(X‘) = p) (X’ et p sont des variables distinctes, du méme genre que le para-
métre de A), alors A est égal & B.

On peut énoncer :

Proposition 1. Un ensemble A de mots dans A est résoluble si et seulement si,

® étant le parametre de A on a :

YVa (AV4).
Preuve. Si A est résoluble, on peut donc construire un mot H dans {O,}} tel
que : Ya ! <H>(a)
et tel que (<H>(p) = A) définit un ensemble égal & A.
On voit donc qu'un ensemble récursif est défini par une formule normale. Donc,
d'apres 1'étude faite auv point 4 il nous faut trouver un a]_gorithme de code K

tel que la forrule Ff; 1CJ soit vraie ou C désigne la formule :

JoValKI > (ole)) = A) &KW (0(a)) = A) & ((o(a) = 0])24) & ((o(a) = 0[[)> T 4)).

Prenons pour K le code de 1'algorithme [FO <H> ou F est l'algorithme de scheéme
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Je—-oll (zen)

‘Ev — 0]

On vérifie aisdment qu'il répond an probléme posé (car on a pour tout P dans A

(<(W2> (F(P)) = A) et B(P) = Ol si et sculement si P est vide).

.
1

Supposons maintenant que 1l'on ait
Va(aYT14).
Si A est une formule normale, on sait qu'on a (d'aprés ce qui a été fait au point 4) :
BO‘Va(KIO)(G(a)) = N) & (<W2> (o(a)) = AY & ((o(a) = 0])24) & ((o(a) = o[]) 214)).
-On a donc un‘algbrithme, quton peut écrire sous la forme <'HO> (plus exactement
on peut construire un tei algorithme) vérifiant les prépriétés indiquées plus haut.
Remarquons que d'apres 3.(1) et 1'axiome 3.6 on a
Yaki>KE> (@) = A).
Dtaprés le théoréme de composition des algqrithmes normaux on peut donec écrire :
YVa L<H S (a)o

La méme remarque nous permet d'écrire

(%) Yo KV,> KH>(a)) = A)
(%) Yo ((KH>(a) =0]) D a)
(¥%%) Vo ((<Ho>(a) = 0[]) D7 4).

Considérons ltalgorithme II de schéme @
o

& O[ — Oie
Oleg—> o & (5€R)
O{e —

O ey o

._._.7'~.,(5
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et soit H le code de 1'algorithme IIO<HO> (plus exactement le code de la traduction

« Alors on a encore

- . ac
de cet algorithme dans [ )

Vo ! <HD> (%)
car I est applicable & tous les mots dans £ . De plus (#%) implique que B C A ol
B désigne 1l'ensemble défini par :
(<H>(p) = Ao
Mais inversement on-a :
Vo (AD(<H0> (a) = o})
car : <W,5 (CHM(a)) = A et & et <HD (a)% 0|| sont incompatibles (voir
[5] ou on établit ((TA&(AVB))DB) en n'utilisant que les axiomes donnds ici).
Considérons maintenant le cas ol A nfest pas une formule normale (mais A peut
8tre équivalente & une formule normale)s A est équivalente & priori & une formule
de la forme 3[5}3' o B est une formule normale (ici & deux parametres o et p).

La reformilation constructive de
Yo (3pB 1 3pB)
conduit & la formule :
(o) 3@1@2 Va(<1 > (<g1(a)) = /\)&((IO> (@2(9;)) = A) & (<W2>(C§>1(a)) : A)
&<«a<a)f<ﬂ>:<z<@2«n>(A>&g§2QQ>UQ B )

& ((g, (@) = of[) o ¥p18B)

voir [3] (la reformulation de (JpBy TIBB) passe par (3pBy VpIB) dont la
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reformulation donne (voir principe 4.(i))
(a) A5((Kw_>(2) f'msﬁ ((5=0]323pB)&((6 =0,,)2¥378))
5 dbant une variable d'objet p‘eur {O,;} n'entrant pas dans (3{5}3‘:’\/{5_}}3).

or .((6 = 0]) 2 3pB) se reformule en 30((6 =0])2 (! (Y(A)&Fj(f\) LB
ol ¢ est une variable de genre A (variables fonctorielles sur A). Et (a) devient
(b) 360‘((<W2>l(<5) =N &((8 =0[)>(: ﬁ(A)&Ff(MLB,;)).&((é = 0[})> ¥p7B)).

On aboutit & la formule donnde en appliquant alors le principe‘ 40(iii), P4 et
q)z sont évidemment des algorithmes sur A, transformant tout mot dans A en un mot
dans {o,l}.

Soit H,, H, mots dans {o,[} tel que (H> et <H) vérifient la formule (o)
quand ils remplaeenﬁ (91 et (’fz (de tels algorithmes peuvent &tre construits par
hypothese).

L'algorithme <HY = IO <H1> répond & notre question : il est clair que

il

Ya 1 <H>(a) (ona VYa (<IO>(<H1>(a)) A))s

Si P est un mot dans A tel que <HYP) = A, alors (<H1>(P> = 0]) et donc

29 3

<H2(P>> est applicable & A et donne un mot tel que r‘P,«HQ>(P>>(f\)

LB soit vraie.
X . - , . ‘s
Donc on a Fj A, est vraies Domc A contient 1fensemble (KH»(z) = A). Récipro-

quement, si FPCA comme alors on a S‘pB c.% do qu'on peut comstruire un mot § tel

Qg b
FJ)UB
P,0 LEd

1

que soit vraie, DPCA est incompatible avec (<H1>(c:) - Oi)‘; Donc, comme

- oe ]

précédemment on a que P appartient & 1'ensemble défini par (CHX(a) =A).

Ceci constitue donc une justification du raisonnement informel suivant :
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"Supposons Yo (AﬁV"lA). En vertu du principe 4°(i> on peut construire un algo-

H)
[

rithme A applicable & tous les mots dans A, les transformant en 0! ou en 0
et tel que l'on ait pour tout mot P dans :

((2(P)
((a(®)

0}) D 4A)

ol

o/]) > 4.

e lf

Si I est l'algorithme de schéme indiqué plus haut, 1l'algorithme ]IOAA de code H
vérifie :
Ya ' <H> (a)
Yo (KEYa) = A) = FgLA_;)
ol X désigne le paraméire de AY,
Nous aurons recours & ce type de raisonnement par la suite.

"On établit aussi :

Proposition 2. Tout ensemble résoluble de mots dans A est énumérable.

Preuve. Soit A un tel ensemble. On peut construire un mot H dans {O,{} tel

que 3

Ya ! <H) (a)
Ya((KH> (a) = A)

i

A).

Soit /A" 1talgorithme de scheéme :

R
S0
Naad

—~
JIT
o
o

ot B est 1l'alphabet de <(H)>, et désignons par /A 17algorithme i12<(H>a

Désignons par @fv 1talgorithme dont le schéme d'obtient & partir de celui de /A’
en remplagant les points par la lettre [ qu'on suppose ne pes appartenir & 1l'alphabet
de A), en remplacant dans les formules simples la lettre -— par le mot —s o

#
et en mettant comme premieres formules du scheme de A ; et dans cet ordre les formules
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E0—>0E (E lettre de 1'alphabet de' A) et

Qo 0. Soit € 1'algorithme donnant
ieme .., . . g T . N L - . , . N
la n itérée de A (voir § 1. 5.6 thdorime 1), Soit D 1l'algorithme de schbme
. ~ P \ ; Y
jD g e O (¢ ¢ alphabet de &)
O —> o
.
On considére alors B(PoOn) »D(C(A % P)) ok P est un

mot dans A et n un entier.
. . , . ieme . .
L'algorithme . B donne le résultat de n pas du processus de l'application de
A au mot P. On vérifie aisément que B posséde les propriétés
(1)

pour tout mot P dans

A et pour tout entier n, B(Pon) a un sens.
(ii) pour tout entier n, si B(Pon) = A, alors pourtout entier m, m>n on
a aussi B(POm) = A
(iii) A est applicable au mot P si et seulement si il existe un entier n tel
que B(Pan) = A

On appellera B le développement canonique de /A.

Soit <I >
na

+ un algorithme de reconnaissance des entiers parmi les mots de
Soit U algorithme tel que pour tout mot P dans

A

et tout mot N
on ait F(PON) o <1

dans {0,]}
_?:g> (MB(PON),

Alors, par construction de [A on a
Vo(ta(a) = (KH>(2) =A)) et donc

s Va(KEM ) = A

1
n
e
1!
=
N’
~—
le]
’
o

est
une variable dlobjet pour les mots dans L0
p ks [

'
On veut mettre la condition

N
;

38(Batd) = A) sous la forme I8
=]

)
[E est un algorithme dont nous allons indiquer la construction.

On peut construire un algorithme I sur {_O,l} applicable & tous les entiers

et éoumérant' sans répétition (c. & do n £ m entraine N(n) # N(m)

tous les mots dans
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L . -1 p .y , . .
A, ainsi que son inverse IN . A étant fixé et se fondant sur l'ordre lexicographi-

que on peut donner [N'—1 par la formule :

A

ol n est le nombre de lettres de A, P la ieme leitre du mot P, On fixe
o~ . .

§1, ,..,’gn les lettres de A en posant N (z:]) =i (i=1, eeey, n)o Alors

1tinverse IN peut &tre donné par le schéme (N est applicable & tous les mots) :

a' -—;»bt

a0 — b

a0 > o

a——a>°

bfn——+cb

| b]i"1 —E, (1= 2,.005n)
b—->§1

¢ — |

— 8
.c, b, a sont supposés ne pas appartenir & AU {O,[} et on suppose ici 0,! £ A pour
la commodité de la construction de WMo

On construit en méme temps une bijection constructive entre les entiers et les
couples d'entiers. On pose

K(n o m) = Mon+1) =1 ok n et m sont des enticrs.

(dans Eif‘] . S. TsePtine donne un schéme possible peur ).

On sait construire des algorithmes HT et IEZ applicables & tous mots dans
{O,'} (cfe E’s’?]), tels que pour tout entiers n et m on ait :

(IK(I[1 (n) DI[Z (n)) = n)

(E,lv(ll'{(nam)) = n) & (312(E{(110n1)) = m))e
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A partir du développement canonique de /A, c¢. & d. B et de 1'algorithme N et
des théoremes du §l, on peut construire un algorithme 3}31 applicable
mots nOm ou n et m sont des entiers et tels que l'en ait pour tous les entiers

n et m

((B@&(n)om) = h) = (EB,‘ (nom) = h))
avec ((!B1 (nom) %_/\) o] (lB,! (ngm) = a)).
En utilisant le théoréme de réunion des algorithmes, on peut construire un algorithme
iE;) tel que pour tout entier n on ait :
fEO(n) —._—IN(lT.1 (n))§B1(]I1 (n)ciI[2 (n)).
Comme Df A, on constate aisément que

Val36@(O)E (6) = «) = 3f (Bla o y) =)

en
ol [F, construit & partir de < Inat> transforme {e mot vide les mots dans {O,]}

qui sont des entiers et eux seuls, et transforme -en 0 les autre; mots. Si -on pose
E(N) :*!F(N)&?‘O(N) pour tout mot dans {0,}} (théortme de réunion des algorithmes) on
a le résultat ahnoncé, O

Simultanément, on a la

. . . )
Proposition 3. On peut construire un ensemble énumérable de mots dans {O,{j qui

ne soit pas résoluble.

Nous ne démentrons pas ce résultat dici. Nous l'avons en fait établi en construisent
un algorithme dont on ne peut déterminer algorithmiquement llapplicabilité, car on peut

¢tablir (cf. [’15]) que le domaine de définition d'un algorithme est énumérable : il
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suffit dfutiliser l'algorithme de développement canonique construit précédenment.
Enfin, concernant les ensembles énumérables on peut énencer :

Propositior 4. Seit A un ensemble Jrumédrable de mote dans Alors

Vol T TADA

RN

ou « désigne le paramétre de A.

La démonstration repose sur le

Lemme. ¢ Soit A un ensemble énumérable de mots dans A. On peut construire un mot

H dans {O,[} tel que :
(i) Vo 1<H> (a)

(ii) Yo (A EH;’@H)(S’) = a)) (g’" et o du mBme genre).

Preuve du lemme.

Désignons par [A 1'algorithme <H> et par B 1le développement canonique de (Ao

Soit iB1 tel que pour tout couple d'entiers n et m

iB1 (nom) ®* BON(m)pn) ol N énumeére les mots dans A & 1'aide des entiers.

Soit €(n) = B, (IT(n) o 112(11)) (cf. démonstration de la proposition 2). Alors soit

D(N) gr@(z\.*)m‘(]z1 (X)) (IET(N)DII)(I\")}.

1

. P ~ \
On peut construire un algorithme {EO sur A (contenant {O, !}) tel que pour tout mot

P dans A, B (P) et ® (P) est un mot dans ;.O‘,ii {on prend par exemple {E?o de
8] o} J
schéme @ - P PR
‘ {C‘,m?\t&tg‘}\,cg“}:)
v ~ o

Soit alors, pour tout mot P dans &, E(P) Q{D(EO<P>>c

I1 est clair que Yo B(a)
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et : (3}"(<H> (g') = a) = 3 ﬁ,(fE(p) = a))

ou  p est du méme genre que v et e O

On considére H. mot dans {O,]} tel que : Yo ! <H> («) et Va(A;§3g(<L>(g)fa)).
Soit P un mot dans R . ‘Comme ¥ X!(H)(g) on peut construire un algorithmé testant si
<H>(§) = P ou non (et cet algorithme peut &tre construit indépendamment de P). Dfaprés
le principe 40(1) on a donec @
VY (KEX(}) = P) v TKEX(Y) = P)).
Par le principe de Markov, on a donc 3
(713 Y (<H>(f) = P)o 3 X'(<H>(L() = P)).
On a ceci quel que soit P.

Donc la regle
AD Y (a)
EoVa §:(x)

permet d'éerire @ Vo(113 ¥(<H>(£) =0a) D3 E(<H>(E) =a))
clest-a-dire Yo(TTADA). O
5.2. 11 faut mentionner qu'il existe une autre notion consiructive d'ensemble :

la notion d'ensemble génératif.

Un exemple est donné par la définition des entiers donnée au début du point 4 du
premier pavagraphe.
Cetbe notion est basde sur celle de calcul. Un calcul est constitué par la domnée

d'un alphabet, 1'alphabet du calcul, et une liste (finie) de rdgles de déduction

indiquant comment on obtient les mots dans l'alphabet du calcul, déductibles dans ce
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calcul (on peut donner ou ne pas donner des mots initiaux du calcul (jouant le réle

P

dtoxiomes dans le caleul logique dévoqué plus ha 1) qulon su

its. Un couple
dfobjets constituds ‘dfun alphabe{ et d'un calcul sur cet aiphabet (cf. définition des
algorithmes normaux) est appelé ensemble génératif. Un mot P dans A est dit appar—
tenir & cet ensemble, si le mot P est déductible dans le calcul donné.

On définit 1'égalité entre un ensemble génératif de mots dans R et un ensemble
de mots dans A par 1'équivalence de 1l'appartenance & chacun de ces ensembles.

On démontre qu'il y a dguivalence entre la notion d'ensemble génératif et celle

d'ensemble énumérable.

6. Dans ce qui a été fait jusqu'ici, les variables représentaient toujours des mots
quelconques dans des alphabets donnés. Dans ce qui précéde on a déja formulé des énoncés
relatifs seulement aux entiers naturels. Par la suite on aura souvent & raisonner sur
une catégorie délimitée d'objets, par exemple, les rationnels ou les réels, etc...

On est alors conduit & introduire de nouvelles variables appelées variables
restreintes.

Une variable rvestreinte (d'objet ou fonctOfielle) est définie comme au point 2 par
une lettre générique v. Les valeurs admissibles seront de nouveaux des mots du genre
¥. Mais ces mots ne sount plus les mémes que précédemment. Sgit & 1talphabet corres—
pondant & la variable restreinte envisagée. Notons d 1la lettre générique des variables
restreintes d'objet, p celle des variables restreintes fonctorielles. La restriction

apportée est qufun mot du genre d° est un élément d'un ensemble de mot dans A fixé
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& l'avance par une formule A ; un mot du genre

)
e}
i

.

B du genre ) (c. & d. le pare
= F4)

Les formules A et B sont dites formiles caractdy

respectivement.

Pour i’interprétation des formules contenant des variables restreintes, on passe
par l'intermédiaire des formules dites de base (c'est-&-dire ne contenant pas de variables
restreintes). Dans la monographie [3] déja citée N. A, Chanine décrit un algorithme
normalisable transformant toute formule #£ en une formule de base qui lui est équivalente
qufon note ¢ §. L'interprétation de § est alors 1'interprétation de la formule
c L3y,

Dans [1] N. A. Chanine énonce des théoremes sur 1'interprétation constructives des
formules dans le cas ol les formules caractéristiques des variables restreintes sont
normales, et qui permettent d'éviter le passage par la formule de base.

Le principe du passage & la formule de base associée & une formule est d'expliciter
les conditions lides & toutes les variables restreintes entrant dans la formule. Les
théoreémes indiquent alors qu'on peut appliquer le principe (iii) aux formules contenant
des variables restreintes.

On peut également démontrer de telles formules en utilisant les axiomes 3.1 & 3.15
et les regles de déduction. L'axiome 3.16 est valable pour les variables de base ou les
variables restreintes doht 1'ensemble caractéristique est énumérable (et non vide).

Reprénons le cas de la formule
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(1) Vol(a v B)

ol o ezt une variable restreinte, A et B des forsmules normales & un paraméire du

méme genre que celui de . Soit € la formule caractéristigue de . La formule de

base équivalente & (1) est :

(04

5 L(AVB),)

(1) Ve (F‘; &1 DF
0B variable de base correspondant & 1l'alphabet de définition de C.

Désignons par 01 la formule F(;; 1L

A1 la formule F(g LA

B, 1la formule F?; 1By

I1 est clair que Fz ((AvB)) = (F?; LA VF? (Bi).
J

Supposons . C normale.

Alors on a & reformuler :

(1m) Vp (c1 D (ATVB1))
ou
(2) vp (01. 2 384F)

ol & est la formule :
((<W2>(6) = A & ((6 = 0]) 2 Ai) & ((8 = ol]) o BT)).

On veformule (C,_ 2 364) qui, du fait que & ne figure pas dans C1 donne :

¢ étant une variable fonctorielle correspondant & 1'alphabet de & (c'est-a-dire {0,1
. .~ ~ 3 5 T . ~
Si on note 8:1 la formule (C1 ) LC‘“(!‘\/&FG(:)L@;;) on arrive &
At

(3) Vpic .
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On applique alors le principe 4, (iii) d'ol :

> ((p) = n) 4w L& a)

AN
<> B () 1

(4) 47 V5<(<I

C
1]

]

1]
e
<l

en ur code dfalgorithme sur {O,i} et <I<>p> est un algorithre reéconneissent
p

les mots de {0,1} qui sont codes d'un algorithme sur L'alphebet de 3 .
Donc la reformulation constructive de (1) est :

(5) I \/ﬁ((<I< R (3<’E<B)>(A),£(<’=.f1:><1:(,8)>(11> = A)

gL

>6>(T(B)) = L&

2 ((<s(p)>(n) = of) 2 7rg 2 Jal(<s(p)>(a) = o[ [) 2 75B))))).

04
BLAJ

Or celle de (5) est une interprétation constructive de :

(6) 37 val(<z>(w(a)) = 2)glcw >(s(e)) = 1)e((s(a) = 0]) 2 £)&((s(a) = o] )= 3)).
I1 reste & préciser quelques notations :

Si A est un algorithme applicable & tout mot du genre Byesetly (ont Hysesently

sont des lettres génériques de variables (restreintes ou non) et un mot de genre

est de la forme P1m.,&aP ol P4' est de genre pi) et transforme

Hyeeoby k

tout mot de ce genre en un mot de genre M OO éerira
A1

AE (l.),1aocl.),k—>pk+1)o

w2

i A transforme touvt mot de genre Byos by auguel 11 est sprliceble en
K

un ot de genve on €crira i

Miepq *

Be(u coon. > u
: (*J";“ s S

/)9
|
Enfin, en établissant une convention sur les symboles ¢ , V , > et les

aymboles opératoires qulon introduira par la sulite, on peut réduire le nombre
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associe un entier), Un tel

abréviations de formules,

§%, Les nombres réels consiructifs,

1, Définition des nombres réels constructifs,

T2 notion de nombre réel la plu

[0}

analyse constructive est

¢V

celle qui traduit 1'idée dlepproximation & wn dezré de précision connu et
fixé a 1l'avance,

Dans ce qui suit nous ne parlerons pas d'autres notions de nowmbres réels,
Nous renvoyons cette gquestion en appendice,

TLa définition des nombres réels s'appuie sur celle des nombres rationnels,

s'appuyant elle mérme sur celle des entiers releti

Rarpelons que les
YL . .
f0,1} {outon désignera - 4,>
o
-
(1/ O est un
3 T 4y T
<il) 8i N est un entilier rnaturel, le mct I est un
£ . 4 ~ 4l e O S e, AT SR S~ S »T 3
On vérifie aisément que les entiers naturels sont les mots dans ¥ qui
i o ¢

(cixle) = A) on &> 22t 1
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~ oy e g
Ve novagi

fagon générative comme suilt :

(i) les entiers naturels sont des entiers

4

(ii) si N et ¥ sont des entiers naturels, le -1 est un entier,

=
]
«t
r::(

On peut aisément trouver un algorithme permettant de reconnaftre parmi les
mots dans N1 ceux qui sont des entiers,

Les nombres rationnels (on dira "ratiormel" en abregé ypour '"nonbre

e la Torme suivante

e
’)

JF
O
I
e

rationnel®) sont les mots dans 1talphabet
(1) si P est un entier, P est un rationnel
(ii) si P est un entier et § un entier naturel différen
alors le mot P/Q est un rationnel,
A 1l'aide d'un algorithme calculant le p,g.c.d. de deux eﬁtiers n peut

définir aisdrent la notion de nonvre raticnrel irréductivle, Les le

g! rs et de ¥
sont respectiv L, U, P
5 1telrhavet 0,0/ 01 . o
nombres réels (en abrégd tpéels’) les rationnels et les mols dans ¥ de la
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et

(i) P est le code dans {0, ]
, :

d'un algoriinme du typ (7 -7p)

.. . - -t i - . ~ :
(11) o est le code dans gC,E% dtun algorithme du type (i - H

,‘!—/"y.' / 2 ~ '/'/} 3 o~ tv P ‘\'. '.“5/ ‘Rli 8
N ki VA, Giky D jFumi -] < 2

ou k,Z,m désignent les variables

et ol on écrit en abrégé
P(H) au lieu de <P>(H) et qQ(2) au lieu de <Q>(H).

De plus YP(m)-;P(ﬂ)[ désigne la valeur absolue du rationnel .P(m>-P(Q)
(quton définit sans difficulté),

Remargue 1 : On peut définir une représentation canonique des rationnels
de la forme P¢Q .

On peut construire un algorithme <¢ tel que pour tout rationnel a , z(a)

est le code dans {O,[} dtun algorithme du type (H - p) vérifiant :

VH(<s(a)>#H) = a) (voir [1]).
Si b est le code de 1'algorithme de scheme :

g - (aﬁag

. 4 1, b e | ~ EN . ] - N m -
il est évident cue 7(8)@}; est un riésl, cont on wverra vlus loin qu'il est
‘ s

egal & a .,

des mots dans HO . liais, comme nous le verrons vlus loin, on ne peut pas,
N, di8tre urn réel,
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Par la suite on notera #  le genre de la variable restreinte correspondant
aux nombres réels,

On réservera les premiéres lettres de ll'alphabet des lettres latines
miniscules pour aésigner les rationnels, et les derniéres pour représenter les
réels,

Si x désigne donc une variable de nombre réel on introduit les notations
X pour désigner 1l'algorithme de type (H=» p) dont le code figure dans x
et x pour désigner 1l'algorithme de type (H —» H). On appellera x base du

réel x et x rézulateur de convergence de X .

2. Bgalité et inégalité entre les réels,

2.1, On définit 1'égalité sur les entiers naturels par 1'identité graphiqué.

‘On définit les inégalités ( et 3 par :

i

(n ¢ m) = (A(nxm) = A)

ou A est ltalgorithme de scheme :

"

I*Ol - %0
I*O -

\ . .
0%0| = 0x0
O0x0 —

N

On étend aisément ces définitions aux entiers puis aux rationnels,
De méme on définit les relations < et > .

On vérifie aisément que :
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Vab (a\<b§a<bva=b)
Va (a>0va ¢ 0)
“0n a dlailleurs 3

Lemme technigue 1, Pour ftout rationnel a on a :

Vi (a<2¥)o(ago0)
Preuve : Si a est un rationnel positif (c.i.d. a > 0) on peut trouver
(au moyen d'un algorithme ne dépendant pas de a) un entier naturel £ tel

que a 4—£ (soit a wun rationnel donné avec a > O , alors si P/Q est

la forme irréductible de a , ona a OI/Q et de 1% on tire aisément £).

Donc a>0 o 3¢ (a 2_3)

Donc : 132 (a 2—£) > a > 0) (on applique 3.(4))
ou : Ve (a3 24)> (ag0)

C. 4.4, Ve (a <27 o (ago0)

car on vérifie aisément que 1'on a Vab(1(a > b) = (a ¢ b)).
Bnfin, il est clair que la relation d'égalité est une relation d'équivalence
sur les rationnels et que les relations £ et > sont des relations d'ordre,

2.2, Définition de 1'ésalité et de 1'inégalité de deux nombres réels,

si x -et y sont des réels, on pose les relations suivantes 3

k)

(1) X

y 5 VYkazv¥m (my 2> |x(n)-ylm)] < 2"

et on 1it x égale ¥

(2) x<y & Vk3agvm (my 2o x(@)-y@) < 275

et on 1it x minore ¥y

k)

—
N
~
™
v

y .5 Vk3evm (my 2> y(m)-x(n) <2”

et on 1it x majore ¥y



(4) x4y 5 3xsvm(m>

et on 1it x est

(%3]

(5) x<v s

et on 1i

(6) x>y 5 3dktVm (m 3

et on 1it x est

ki NMm (: P
it

53. .

£ |x(n) - y(@)] » 279

différent de

X est pla

£ x(m) -y (=)
plus grand que

y

Désignons par o le genre des variables restreintes désignant les algorithmes
g

du type (H - H) et var f 1la variable restreinte (c). La reformulaticn

constructive de (1), (2) et (3) exprimée & ltaide des variables restreintes

donne :

(1) x=y

il

(2') x ¢ ¥

(3) x> ¥

3f Vkm (m 3 (k) D y(m) - x(m) < 27

3t Vim (2 y £(k)  |x(n) - y(@)] < 27)

3r vim (= 3 £(x) 5 x(n) - y(u) < 275)

)

g

A 1'aide du lemme techunique 1 on voit que ces relations coincident avec

celles que 1l'on a défini en 2.1 pour les rationnels, On trouve également que 3

Va (z(a)eb = a).

Nous utiliserons par la suite le

lemme technique 2, Pour tous réels x et y on a @
(18«) X‘ =Yy = \/n(lz<§(n+1))—§<;§(n+1)>l \< 2""11)
(2a) x Ly = V:n(z(g(n+1))—-z(§(n+1)) £ 2-n>

N
W
o

o ——
b4
W
e
I

V¥ n(yGlae)) - x(3(es1)) ¢

)

(48) x £y = 3n(|yF@s1))-x(ZE(r1))] > 277)

(5a) x <y = In(gF@e))-x(a+)) > 27)

(6a) x>y = 1 n(§(§(n+1))-z(§(n+1)) > 2_n>o
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Preuve : Pour simplifier 1'écriture, nous adopterons la notation suivante

dans la démonstration :

- . .
(x(ne1))  wour =cus réel

54
"t

Dérontrons simplément (1a) et (za) :
Pour (1a), on a par daéfinition -t

x =y> 3t Vkm (n ) £(k) > |x(m) - y(m)] < 2™k,
Or : {x -y‘l R ly —y(m)] + [y(m)—x(m)l + lx(m)—x I.; prenons m ) max ,

n n 7]l = -~ - n
y(n+1) , x(n+1)) (on peut aisément définir algorithmiquement le maximum de
deux entiers).
Ii vient alors IX -y [ < 2—n~1 + lx -y l + 2mn-1 (par définition du régulateur
' Yn m nm '
de convergence), c,a.d,
-n
|x v | <27 + |x -y | .

Donnons-nous k entier naturel, Si on prend de plus m > f(k) on a donc

|-y | <27+ E

-n -k
Donc Yk ‘(lxn-yn' <2 Ty 2 )

et par le lemme technique 1 on a donc Ixn—ynlv<‘2—n o
Supposons maintenant que :
Yn (lﬁ;ynlé 277) .
Si on prend (k) = max(§(k+2) , E(k+2)), tar le m8re type de majoration on
trouve (1).
Pour (4a), par hypothdése :

Jkeve (my £ [x(m)-y(=)] » 279
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bonc :

Z—k:g If(m)—z(m)l & lz(m)—xnl + lxnfynl + ’yn—g(m)} < !Xn—yn' + 2—n

en prenant comme précédemment m ) max(x(n+1),y(n+1>) et en supposant n i

[}
L
[ON
»

En fixant donc n > k+1 on trouve :
, “k - -
x -y | > 2T =Ty 2™,
D'ou (x;éy) >dn (lxnfyn! > 2_n). La réciproque s'établit de la méme fagon, O .

Brn utilisant de la méme facon les définitions, on démontre aisément le

Lemme technique 3., Soient x et y deux réels, Si :

In Ve (4 >u>y g x(x))

[resp. JuVe (£ ym> g(z) <y)] alors yg x [féspo x & 5]

2.3, Propriétés des relations d'égalité et d'inégalité entre nombres réels.,
En revenant aux définitions, il est clair que la relation = est une relation
d'équivalence, Nous allons démontrer le théoreme 1 (voir W,A, Chanine [1]).

Pour tous réels x et y on a :

(x=y=xgy 23y TNz #y)=x#y
xfy=x<y x>7% T Hx=y)=x=y

(1)‘X<YEX\<Y x £y (3)4_l_](x>/Y>EX>/Y
X>y=x3y x££ T Mxgy)=xgy
t A= >y)=x>y
Mxfy)=x=y L-I-I(X<y)z><<y)
lx<y) =xyy )

(2) TMx>y)=xgy Tx £ y&8x=y)
1M =9) =x £y Mx < ydx »y)
TMx>y)=x<y (aX Tx>yexgy)
MNxg¢y)=x>y Nx#£y8xyy xg<v)
) Uz < y&x > y)
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(x> yvx=y Dxyy Tz =yvx £y)
X<yvx=y Dxgy Iz y yvx<y)
(5) xyy= ] x>yvx =y) (_6)<77(X< yvx > y)

]
TN
N
i
g
<
>

X\< ‘VE“‘MI(X<yVXL—_y>

~

-
-J
—~

&l

v

o ot
<

>
AN
<

~ <

Ta démonstration repose sur le

Lemme : Pour tout algorithme A du type (2 - p) on 5 :
vn. (&(n) » 0) = 1Va(a(n) » 0)
In (a(n) > 0) = 11 3In(a(n) > 0)

Preuve du lemme : Comme A(n) > 0 est vérifiable par un algorithme

(applicable & tous les réels, cette formﬁle est équivalente & :
Vn(B(n) = A) ou B - est un algorithme résultant de la cqmposition

de A avec un algorithme reconnaissantbla propriété a 3 0 pour les rationnels,
C'test une formule normale qui est donc équivalente & sa double négation,

Considérons maintenant la formule Hn.(A(n) > O). On sait que 1l'on peut
construire un algorithme reconnaissant parmi les rationnels ceux qui possedent
la propriété a >0, On peut donc savoir pour chagque n , si 1l'on est dans
le cas BA(n) > 0 ou dans le cas A(n) £0 (= Haln) > 0)).
On a donc 3

Vo ((n) > 0 v T(a(n) > 0)).

4(ADB)

En vertu dy principe de Merkov et de la régle de décuction = .

On peut énoncer :
T 3n (aln) > 0) > 3n(a(n) > 0).
Donc, éomme‘on a toujours A D T1A pour toute formule A (cfo par exemple [3 ])

la seconde formule du lemme est donc vraie.(d.



57.

Preuve du théordme : Le lemme précédent et le lemme technique 2 et la for-

mule de contraposition (§2 3(5)) donnent aussitdt les formules des groupes (2)

et (5) du théorene,

TLes deux premieres formules du groupe (1) résultent respectivement du lemme

technique 2 et des formules (§2 3 (1)) et (§2 3 (2)) qui sont

Vx (AB) = Nx A4Vx B et 3x(AvB) = Ixav 3x B .

Pour les deux formules restantes de ce groupe, montrons par exemple :

x<<y=x«KY%y x%y.

Du lemme technique 2 et du fait que Va (a > 0D Ial = a) on démontre

aisément x < yDx#£y.

On a également x < y>Dxy car x <y donne 3n (yn—xn > 2—11).

Or ¢: X = =X =X 4+ X = + - .
m ym m n jak yn yn ym

-min(m+1 s N1 )

Or : X, =% £2 (@éfinition du régulateur de convergence),

. —min(mﬂ s n4+1 )
Donc : x =y 2.2 +x -y, <2

—min{m,n) _ B o
\ *

"Bt ceci pour chaque m ,

Donc Vm (xm—ym\<2m) d'tol Xy etdonc x<y>DxKY .

Donc en vertu de 1'axiome (§2.%.8) x < yODx y8x £y .

navaque x£y=x<yvx>y etaque x<y= x>y

Or on sait (voir par exemple [5] p.50) que ((TA&(A vB)) D B).

Donc

Mx>y)élx<yvz>y))Dx<y.

Les formules du groupe (4) se déduisent de celles du groupe (2) par la

formule 1(A&7A), 1la formule Wx <y x> y) se déduisent par contraposition

de

(x <y&x>y) puisque (x < ydx>y)D(x(y&x>y) car x<y>Ox(y
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dtaprés ce que nous venons de voir,
Les formules du groupe (6) se déduisent de celles du groupe (4) par 1a-
formle TWav3s) = (0agiz) (&2 5 (6)).
I1 nous reste & établir' les formules du groupe (5),
Or : x5yDOx 3y et x=y>x 3y (voir définitions).
Donc par l'axiome $§2,%.11 [(A >0)o((Boc)> (avB>C))] on a

X>PFJVX=YDX PV Demdme X<Yyvx=Y2XLKY .

Tx < y)

Nx g y&x #y) (groupe (1))

= > y)8x =) (groupe (2))
THx > yvx =) ((avB) = 1A471B).03.

Mais ¢t x 2 ¥

n

il

1t

i

On déduit immédiatement des formules du groupe (1) et de la définition que
la relation (resp. >,) “est une relation d'ordre,
BEn regardant les forxmiles du groupe (5), on peut se demander si on a ou pas
la formule X 2 ¥y =X > yJvX =Y .
On montre en fait que :
Théordme 2 (cf.[ 1).
Wxy(x » yvx ¢ ¥) Way(x ¢ yvx > y)
IVWxy(x 3 yvx < 7) Wxylx =yvx <yvx>y).
La démonstiration de ce théortme résulte immédiatement par contraposition
et par addition (voir plus loin) du

Lemme fondamental (6,5 Tseftin [16])

(1), IVx(x 3 Owx ¢ 0)
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Preuve du lemme fondsmental : x étant défini par une formule normale, &

savoir : Vieem(g,m 5 %(x) o [x(n) - x(2)] < 27%)
-k N e - Py et
(ou II(V>—-E(Z>] <2 peut se tradulre par une forrule elementaire du type

(<H>(mn£ﬁk) = A)‘ puisque g(m) et 5(2) sont rationnels) une reformulation
constructive de

(8) Vz (x 3 Ovx0)

est donnée par :

3o V(<1 >(2(x)) = ) & (<w >(2(x)) = 4) & ((<(x) = 0]) > = » 0)
¢((s(x) = o) x < 0))  (ef. §2.6).

Soit A wun algorithme vérifiant cette propriété, Alors B est applicable

a4 tout réel, et A transforme les x> 0 en O , car

| .

On peut donc construire un algorithme K sur N3 applicable & tous les

X > 0= j(x < O) :)7(¢(X) = Otl), et pour la méme raison les x < ¢ en O

réels, transformant en le mot vide tous les réels positifs {c.3.d. tels que
x > 0), mais ne transformant aucun réel négatif (c.d.d. tel que x < 0) en le
mot vide,
On construit alors un algorithme W sur N1 tel que :
(i) pour tout mot H auquel ¥ est appliéable, l@(H) = A ou QQ(FT) = -
(i1) il est impossible de construire un algorithme B applicable & tous les
mots dans N tel que si %H) = A =2lors B(H) = A et si RH) = -

alors ‘B(H) % A,
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En effet, on peut construire aisément un algorithme 2@ sur N1 tel que
A si (H«3) £ A

- ’- 5 .
- Si \(E<Z) = A

et | W(H) si et seulement =i CE
universel sur {b,‘l} correspondant aux zlzorithmes définis par le théordme 1!
du poinmt 6 du §1.

Si B est tel que pour tout. H dans No on ait ! B(H) et si ﬂ(H) F A
alors B(H) fA et BH) #A si RE) =-, considérons 51 , la traduction
de B dans l'extension standard de, 1\.?0 .(C.‘a.dv.» les mots dans ‘No restent
inchangés par la traduction considérée), Alors 181 a les méunes propriétés que
’g par rapport & 920. Soit alors H1 = g 31 3 . On a donc B‘l (1) = (H1 xH)
puisque ?B1 (2). Done ﬂ(H,l) a un sens et Q£(H1) = A ou ?Z(h1) = — .

Si '.IQ(H1) = A alors B, (H‘t) = A ce qui est impossible cax 9€(H1) =A si
(H1*H1) = B1,(H1) #A ., On a la méme contradictioﬁ si‘ .’)Q.(Hi) = -,

Cohsi@érons maintenant pour B 1l'algorithme de développement canonigue
de 2 (cf. §2.5.1 démonstration de la propesition 2). On a : pour tout mot H -
~dans N et tout entier naturel =n , B(Hon) a un sens et si B(Han) = A ,
alors pour tout m » n B(Ham) = A et % est aprlicable & & si et seulenent
si il existe un entier naturel n tel cus B(I—T an) = A,

On construit alors uil algorithme € d&fini par 1
coa.d, €(H) est applicable & H si et seulement si il existe un entier n
tel que IB(H on) = A, auquel cas ¢(H) ‘est le plus pé‘bit entier naturel m

pour lequel B(H pl) = A . On peut construire un tel algorithue & ltaide du
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théoréme 2 de §1.5.6 (théoreme de répétition conditionnelle des algorithmes).
On peut alors construire un algorithme D tel que :

5 DK“‘Q )71\

w(m)o|.2”" ) o B(Han) = A .

[0
D(Hen) = i

Notons . (ef. [ ]) 0

0 1'algorithme obtenu & partir de D en fixant H ,
o

D, est du type (H —>~p), car IB(H on) = A implique que ! RZ(H) et donc

Hy

1¢(H) a lieu également,
Soit alors un algorithme B tel que

E(H) = by 30 H,

ol H'c est le code de l'algorithme de schéme { — P . (0on vérifie aisément que
l'algorithme & peut &tre construit).

Alors pour chaque H , £(H) est un réel,

En effet : si lD(Han) =0, alors pour m»n , si B(Hnm) =A on

aura !(C(H) et donc C(H) >n et si B(H wm) 74 A on aura D(H um) = 0 ; dans

les deux cas pour m j n ]D(Hbm)l < 2—n ; si lD(Hun) 74 0, alors pour

ny»n DHon) =DHon) et dmcsi k et £3n ona [DEak)-DEsL)] <27,

Remarquons alors que si %5(H) = A, alors E(H) = 2-@(1{) > 0 et si

- (i) < 03 de plus si 9 n'est pas applicable

QE) ==, alors EB(H) = -2
5 H, alors E(H) =0.

Considérons alors l'algorithme :
, &

r(r) =k(EH)).
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B est applicable & H pour tout H dans Ho et il en est donc de méme pour R

W(n) = A, alors

n
n
"

(car K est applicable & tous les réels). e plu

E(ﬁ) > 0 et donc K(E(ﬂ)) = E(?) = A et ozl WE) = - z2lors C{ j <o et
donc K(E(H)) = F(H) % A . Or F ne peut sxisiter d'aprés la comstruction de ¥,

Donc K Ilui-méme ne peut &tre construit, D'ol 1'assertion C?).D .

3., Opérations sur les nombres réels constructifs,

%.1. Module d!'un nombre réel,

Considérons x un réel, On comstruit & partir de x wun mot y dans N3

de la forme P¢Q de telle sorte que :

i

¥n <p>(n)

|x(n)]

x(n)

Vn <a>(n)

En fait, on peut construire deux algorithmes m1 et MQ sur N3 tels que

pour tous les mo%s de la forme PoQ @ans N3 on ait !i’fi1 (Poq) et ?[-Iz(POQ)

avec de plus : M1(P<>Q) et E-12(P<>Q) sont des mots dens {0,1}, codes d'al~-
gorithmes sur les entiers naturels vérifiant les propriétés :

Vo (<, (Po Q)>(n) = u(cer(z)))

Vo (<, (Po0)>(n) = <a>(z))

&)

{2 étant un algorithme de construction de lz valsur =zbsolue d'un nombre rationnel
(on peut par exemple convenir que si !<P>(n) , E n'est applicable & <P>(n)
que si ce mot est un nombre rationnel),

I1 est clair qu'd 1'aide des théoremes établis sur les algorithmes, en particulier

le théoréme de 1l'algorithme universel, on peut construire ﬁ1 et Eé .
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Lorsque x est un réel, comme pour tous.rationnels a et b on a

par x| .

a!—!bll XY Ia—b[ , 1l est clair que NT(X)Q N2<X) est un réel qu'on désignera

On écrira donc :

il

Vn (iflﬁn) |x(n)])

Il
N1

Vo (Tx[(n) = %(n))

Pour les autres opérations, c'est sous cette forme qu'on donnera leurs
définitions, étant entendu qu'on peut en fait définir des algorithmes plus
généraux correspondant aux opérations indiquées,

On remarquera que pour tout rationnel a

N1(a)o MZ(a) = |a| (au sens de 1'égalité

entre nombres réels), ce qui justifie la notation introduite.

3.2. Somme et différence de nombres réels,
Soient x et y deux réels, On définit leur somme (resp, leur différence
par les relations

x(n) - y(n)]

fiz(n) = g(n)~+z(n) [resp. E:X(n)

x+y(n) = max(x(n+1),y(0+1)) [resp. xy(n)

il

max(x(n+1),y(n+1))]

74

qui permettent aisément de vérifier gue les mots dans N_ :
. 2

€ X4Y39€ X+¥y3 et & x~ys3¢9e X~v3 sont des réels et que les opéra-
tions ainsi définies correspondent aux opérations définies sur les ‘rationnels,

En particulier il est clair que pour tous rationnels a et b :

w(a) o + t(b) oD = t(astb) o™

t(a) b = t(b) 9D = t(a=b) ¢ D

il
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A 1'aide de ces deux opérations on peut définir le maximum et le minimum de
deux réels x et y :

O

ey
O
[6)]
[

Fooy) + Hxy

Il

max(x ay)

min(xoy)

Il

$(xay) = 4=y
Alors pour tous rationnels a et b @
max(a c:b) = max(a,b)
min(amb) = min(a,b)

On peut d'ailleurs définir ces opérations directement par :

i

max(x uy)(n) max(?_c(n),z(n)

nex(xay)(n) = max(x(n+1),y(n+1))

- min(xoy) (@) = nin(x(n),y(n))

max(;{(nﬂ ),3’(n+1 )) .

Il

nin(xay)(n)
Enfin on peut aisément définir la somme d'un nombre quelconque fini de réels,

3.3, Multiplication de nombres réels,

Soient x et y deux nombres réels, (n définit leur produit & 1'aide des

relations @

x,y(n) = x(n)y(n)
x.y(n) = max(x(0),5(0),x(r122),7{zs1:2))
on D = pimax (|x(3(0))|+1,|zG0EN]+1) ¢ 27) .

IL'existence de D résulte aussitbt du fait que toute suite de Cauchy est bornée :
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si k3 x(0) |x(k)] < |=(z(0))] + 1
k> y(0) ly()| < [yGloN] + 1
On voilt alors aisément gue cette opdration coincide aur les rationnels zvec

la multiplication habituelle,

34, Division d'un réel par un réel non nul,

On peut soit procéder directement comme dans [1 ], soit définir 1tinverse
d'un réel non nul, et se ramener ainsi & la multiplication, C'est ce que nous
allons faire ici,

La construction repose sur le

+

Lemme (cf. G.S. TseTtine [13]). on peut construire des algorithmes D , D

et € vérifiant les propriétés sﬁivantes :
(i) D et D" sont du type (aH - p) et satisfont aux relations :
0 (xen) < x < 0" (x on)
D' (xon) - D (xen) < 27
(ii) ¢ est du type ,(pp$ H). Ii est applicable au réel =x si et seulement

si x> 0 auquel cas x > 2—G(X) .

H

. .. ‘1 - +
Preuve du lemme : Pour (1), on congtruit des algorithres D et D tels

que 1l'on ait : D (X n) -2

it

§(§(n+3)) -2

—ne2
s

D (x n) = x(x(n+3)) + 2

it

(on utilise les théordmes de 1'algorithme universel et de composition des
algorithmes normaux);

Les relations indiquées résultent de la construction et du lemme technigue 2,



66.

Pour,(ii) : il est clair qu'on peut construire un algorithme A du type
(p—H) tel que : (a(p) = 1) = (p> 0).
On définit e2lors : Clxan) =8(2 (xor) - 2 7)) ed oon &é7

e(x) = un (B(xmn) = AJ,

Si x >0, alors du lemme technique 2 on

W
Q

u'nn peut trovver un entier naturel

— - -
kX tel que §(x(k+1)) > 2.k c.a.4d, X > o7% .
Or, par définition du régulateur de convergence, X, =% 2—m1n(n+1,k+1) .
En prenant n 3 k on a donc‘ 2_k < X o+ 2_1{"'1 dlou X > 2mkn1 .
.- 3 —De? ~k~1
Or ¢+ D (x n) = Xn+2 2 donc de Xn+2 > 2
k=1 -T2

on dduit : D (x n) > 2~ -2 .

2-k&1 _ D -1}

Or 2 > 2 si n Y k+1 .

Donc pour n 3 ki D (xan) > o . Donc !&(x) et méme &(x) { k+1 , Donc

G(X)

‘x > D (xon) > 2" dans ce cas, Si1 § est applicable &8 x, c'est qu'il

existe un n tei que B(Xan) = A et donc x > E)_(xcnn) > 2-11 >0 .no.

Du lemme technigque 2 on déduit aisément :

(1) x£0=|x| >0
et (2) X:OEIX!:O
Donc, du lerme précédent on déduit zus :

G(ixl) .

x #0 :)IX’ > 2
On peut alors définir l'inverse d'un z$21 x # C per :

(J_C(n))_1 si x(n) £0

x_(n) =
0 xi §(n> =0
() - max(x(n+28(]x|)), x{e(]x]))
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Loy - —ng-2  ~t(]x|)
.car si nO = G(lXI) Xno+2 > 2 2
et donc si k %(n ) x(k) = X + (X(k) - X ) > Z—G(lxl)
) 4 ol = no42 o= n 42
TR S (o , -7 - N
De 1a on tire 15%13 - §%§7!-< 2 . 2 2 ﬁklﬁ‘)izikﬂlh(£>l <27 pour k,i 3y = (;),

et donc [5:1(k) - E:i(£>l <2,

Donc le mot ¢ x—13 0 € x_13 est un réel, et pour les rationnels on a

coincidence avec la notion habituelle de 1l'inverse d'un nombre non nul,

On peut alors définir la division du réel =x par le réel différent de zéro

y par la relation

(3) x:y=x3 .,

3.5. Puissance entidre d'un nombre réel,

En utilisant le théoreme 1 de §1.5.6 on construit aisément un algorithme p
yérifiant :
ﬁ%X:uOl) =X
p(xon+1) = p(x n).x (n p 1)
(rappelons que x est une variable de nombre réel et n une variable d!entier
naturel),

Avec 1l'algorithme € introduit au point 3,4, on peut exprirer la condition

ve

x £ 0 par !G(]xl). Ceci permet dlexprimer la puissance nulle d'un réel non nul
@(XE)O) = HOG(le)

o H est un algorithme sur N3 transformant en 0O tous les mots dans

1'extension standard de N3 °

Enfin, pour x # 0 on peut définir un algorithme de telle fagon que
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p(xa-n) = p(x & n) (ny1).

On pose alors xn = (p(x m,n)

(avec ici n entier relatif ).

J

¢ ce qui a été failt précédemment, il rédsulte que x ezt %

(pour x quelcongue et n entier naturel positif ou x ;4 0 et

relatif’ quelconque ) .

3.6, Puissance fractionnaire du module d'un nombre réel,

A 1'aide des théorémes sur les algorithmes, on peut construire des algorithmes

£, 6 et y vérifiant :
t(apn) = pj(a < (j+1 )n)
~elambon) = pi((b+279)" ¢ a)

x(aman) = C(anri)

( ) raaned) si y(aanoi)t =a
x(aonmisy) = ) |
y(aonpi)+2 o(a y(aanei)an)

si (amnci)n < a
X

De plus on peut aisément définir des algorithmes dén et num sur U

2

applicables & tout rationnel tels que :

Va (mun(a)/dén(a) = a)

Va (dén(a) » o})

Y

Va (p.g.c.d. (aén(a) , |zun(a)]) = of) .
On pose alors ¥ , algorithme sur N3 tel que

- num(b) .,
\I{(aabon) = X(Ia]'—— o qen(b)cn) .

On définit alors le réel [xlb par :

1x[°(0) = ¥(x(n)a ban)



lxlb(n) = max(n+s2 ,E(O)‘,E(R-%gég(b),(n+2}))

avec R 5 p3((0]x(3(0))] +2)28 1 ¢ 09),

‘Dans [1 ] or trouve la justification de toules ces

o

-
du fait que le mot g lx[ 39%¢

XI 3 est un réel,

4, Propriétés des opérations sur les nombres réels,

Les opérations introduites jusqu'ici sont des algorithmes des types

(A-e.&) pour le module, (A%%é»&) pour ltaddition et la multiplication,

(@a%8) pour la division, (.u,\:yé,n,) pour la puissance entiére, (,va 5 0)

pour la puissance du module,
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Ce sont en fait des algorithmes d'un type particulier, gue nous appellerons

des fonctions.

Soient Byseoesbpoby des lettres génériques de variables (on pourra

~considérer ici que chagque By est une des lettres H s, 4, P ,p,) (voir §2.6).

On dit qu'un algorithme B de type (“1"‘“k'; pk+1> (resp. de Type |

(p1...pk--> uk+1)] est une fonction gg_tvpe considéré si :

! = 8 o e =
Va1...ak 81...Bkﬁ. A(a1 ces ak)&(ﬂ e g...8 o, Y
! =
>tals, ..o )@l o) = ale o))
Mt
ol oy Wf Bi désigne une relation d'éguivalence parmi les

t

fixée une fois pour toute et qui est alors eppelée égalité des mois du z

Pr

o~
mgTs

=3

onre

(on abandonne la lettre by sous le signe = lorsque aucune ambiguité n'est

craindre).

By

N
b

[=3
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On peut alors énoncer :

Théoreme 1, Les opérations sur les nombres réels construites au voint 3

4.
U

S0

3 o A 4e i QR S S - o ES - A PR P I 4
des Tonctions dont la démonstration ne présente ras de difliculsé,

De méme, la démonstration du
Théoréme 2, L'addition et la multiplication sont associftives et commitavives,
TLa multiplication est distributive par rapport & 1'addition, De plus :

Vx (x+0 = x) Vx (x+(~x) =0)

it

Vxy (x+(-y) = =) Vx (.1 = x)
Yx (x £ 0 Sxx | =1)
n'offre aucune difficulté,
Les différences avec les résultats classiques apparaissent dans les propri-
étés en relation avec 1l'ordre,
Notons les assertions :

Théoreme 3, Pour tous réels x et y on a :

W
VaS
-
v
I
N
©

Xay = (xz~y)a0 o « est un des symboles < .
Preuve : On revient & la définition de la soustraction (X—j(T) = x(n)-—z(n))
et on applique le lemme technigue 2.0

Théorere 4, Pour tous réels x et y on a i

(1) x ¢ max(xay) v mex(xay) xynin(xoy) vy zin(zoy)
x = max(xcjy) = X XKy = max(x::y) =¥
ix = min(xny) =y x ¢y = min(xoy) = x

Il

xvmax(xoy) = y)

(3) | TNmex(zoy)

jw(mln(xc:y) = xvmin(xay) = y)

!
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Xv max(}:oy) = .Y)

(4) | Way(max(xoy)

11

IVxy(min(xoy) = x vmin(zoy) = y)
Preuve : Au cour:s de la édmorstraiics in e du noing 7.2 cnoza n osus

(5) x#0= Ixi >0

(6) x=0=]x] =0
montrons que : (7) xX20= ]xl =X (8) x£ 0= [xl = =X

(9) x| > x et x| »-x
En effet, le lemme technique 2 donmne :
30> Vo (x »-2")

Or il est clair que [x| =[x [ . .Si x 30 alors x| =x (x est
rationmel) et si x ¢ 0 ona |x | =-x_ . Donc x ) 20 [ x| < 2777

Donc, par le lemme technique 2 (on considire en fait y' défini & partir de ¥y

par Z‘(n) = Z(n+1) et i1 est alors clair que y! = y) on a donc ]X] =X ,
P . : . -n
Réciproguement, si le =X , le lemme technique 2 donne Vn(”xnl—xpl £ 2 )
si x »0 a fortiori x o . siox £ 0 alors [x f = ~x et donc
n n n n n
Hxv [—x ‘ ==-2x_ dl'oh x _2—n—1 .. Donc, le méme raisonnerment donne x » O ,
n' "n n n

Dol (7). On établit (8) et (9) de la mére fagon, Pour (1) et (2) on remarque

que, en utilisent le thioreme 3 :

a s \ . - ~\

nax(xoy) -x = H(x+y) + 4 ‘X-—-yl -X = =i=x) 4+ ]f-—l > C en veriu de (9),

/A -z =N 2 PRI SRV S = = £ ~

Cn voit de m8nme que \:) découle de (7) et (8, 8T du tiécrame %, (;) rigulie de

-(7), (8), du théorene 3 et de Yxy Tx y¥vx y) (tnéorerme 1 du point 203(6:?:
I1 est clair que d'aprés (7) et (8) (4) est une reformulation de

(10)  AVxy (x> yvx <y
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Or ny(x}yvx\<y):> Vx(x>,0vx\<0)
en appliquant 1'axiome §2.3.14. Le lemme fondamental donne donc (10) par contra—
~position, D'ou les formules (4) I

En ce qui concerne l'addition et la multiplication on a 3

Théordme 5. x » 04y » oA:> x+y » 0

pour tous réels ¢ x> 04y > 0D x+y > 0
x et y ona

Yy £0Dx £ 0vy £ 0

x#08y #0=xy #£0

i

Il
(@)

X=0vy =0D>D%x7y

%y =021lx=0vy =0)

WWxy(z.y =02 x=0vy =0)
Preuve, Démontrons simplemerit

x#£ 08y #£0

i

(a) xy #£0
(b) X,y =02 _ﬂ(x =0vy :,O)
(¢) Wxy(x.y =0>x=0vy =0).
Remarquons que (b) est un corollaire de (a) : la forrule §2'.3.(5) montre que
() = Ux =0vy =0) > Wy = 0),
Donc par la formule §2.3.(6)
() = (Mx=0)4Ty=0))Nxv=0)=(x#cdy #£0)d>xy£0.
Dans (a) 1ltimplication x # 04y # 0 D x.,y £ 0 est imzédiate, Supposons X%,y # O .
Par définition on a : 3JkfVn (m 3 £D ]x_y(m)i > 2_1{)

e, |x(m)y(n)] 3 275 et done |x(m)||y(m)] » 275,



Or si on a aussi £ 3 y(0) on a : !Z(m)l \<v Iz(}(O))l +1 .

c.hd. 2 ¥ ]:»_c(m)l’aD ot D5 pil

yFoN] +1 ¢ 27).
D'ou n Y "af(z,g—r((})) o !f(r)! > 2“&”) dfou X 7:’ .
On établit de méme que y # 0.

Démontrons (c).

Supposons ¢ (¢') ¥xy (x.y = 02 x =0vy = 0),

On a done Vx ((Jx]-x). (|x]+x) = 0 2 |x]-x = 0 v |x|+x = 0).
Or.: (]xl—x).(!xlﬂc) = |'x|2—x2 (en utilisant les définitions et théordmes
précédents),

ve plus |x|° = |x|.|x| , aonc [x[?(n) = [x[().]x[(n) = [x(n)]® = (x(n))? .

Donce (IXI—X)°<IX|+X) =0 ,

Donc (ct) > Vx (|x]|-x = 0v|x|+x = 0)
‘O0n a déja vu que M-x =0=z=x30

|x|+x =0=x¢0
et donc (c') D Vx {(x 3 0vx < O).

Du lemme fondamental on déduit donc (¢).o.

Nous terminerons ce point par les propriétés relatives aux modules 3

Théorne 6. Vx (|x| » 0)
Ny |zry| < || + |yl
Ny |xoy] = || ]y
Vzy ||x] - |v]] € =]

Vx (]xi > O:Dlxl =Xv]x] =—-x)

3.
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Vx TW|x} = xv ;x] = —x)

-|VX (le = Xv le =-—X).

l,._l
Q0]
1}

La démonstration n'offre aucune difficulté aprés ce qui a été fait dens

précédentes démonstrations,

§4. Quelques propriétés de la droite réelle constructive,

1. Systemes d'intervalles de la droite réelle,

1.1, On considére 1l'alphabet N4 5 N3U{A,V} . Dans ce qui suit les
lettres grecques o et B seront des variables de nombres réels tout comme
X , ¥ 5, %, etc,.,

On appelle intervalle tout mot dans N4 de la forme PyQ ou P et.Q
‘sont des réels (c.3.d. des mots dans N3 satisfaisant aux définitions données
au point {1 du paragraphe 3) vérifiant la relation P< Q. P et Q sont

appelés extrémités de ltintervalle PvQ , P est dit le début ou extrémité de

gauche de l'intervalle, Q est appelé fin ou extrémité de droite de 1'intervalle,

On appelle segment tout mot dans N4 de 1la forme PAQ ou P et § sont
des réels vérifiant la relation P Q. P et @ sont les extrémités du sezmernt
P G, P llextrémité de gauche ou début et @ 1lextrémité de droite ou fin,

Cn appelle continu tout mot dans N4 gui est soit un intervafle, solt un
ségment.

Lorsque les extrémités d'un continu sont toutes deux des nombres rationnels,

on dira que le continu lui-méme est rationnel,
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Ainsi 't «AB et ayp représentent respectivement un segment (si « £ 5)

et un intervalle (si « < B) ; aAb avec a { b est un segment rationnel ;

aVb avec a < b est un intervelils rz=i-rrz1,

' Dens le cas d'un segment aAB8 avec a § B, on dira qu'il est dégénéré

(resp. non dégénéré)si- a=p (resp. a < B).

Enfin, on peut associer & un continu un ensemble de réels ou de rationnels :

Soit «AB (« ¢ B) un segment. On lui associe l'ensemble Me(a AB) défini
par la formule : (a ¢ x&x (3). Dans le cas ou on a affaire & un segment
rationnel aAb (a £ b), on peut en dutre associer l'ensemble mp(a Ab) défini
par la formule : (a cée b)' (c est la variable dé la formule).

Dans le cas d'un intervalle avB (a < ﬁ) on associe ‘1l'ensemble 'beg(avﬁ)
défini par (o < x§x < B). Dans le cas d'un intervalle rationnel on peut définir
en outre mp(avb) défini vpar (a < c&c < b).

Dans chacun de ces cas on.notvera respectivement x € «AB , x € aVB ,
¢ €abdb, c€avVdb,

Désignons par K la lettre générique pour désigner les continus. On peut
construire des algorithmes que nous arvellsrcns EBxt et lE}th tels que : pour
tout continu «ag¢B (on ¢ désizme lz lelire A ou la lettre V), [Ex‘ci (i=1,2)
soit applicable & agB et :

Ext1(aq38)fa et BExt f"a;»;":') = B o

I1 suffit de prendre les algorithmes de schtmes respectifs

£l
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[ Az > A | EA > A
Ext, ¢ VE -~V (¢ ¢ N4) Ext, { £V~ V
A_)o A").

Vo, E\ve.

~

1.2. Nous allons définir des relations entre ces objets

On,dit alors que le continu K1 est inclus ou contenu dans le continu K2
de m8me espéce (c.a.d.. - K, et K, sont éimultane’ment intervalles ou segments)
siona : Extl (K1)v>, Ext1 (Kz) ‘et Extz(K1) & Eth(KZ) et on note K, K, .

On a alors :

Proposition 1, Si K1 et K2 sont Vdés continus de méme espéce, on a la
relation K1 c KZ si et seulement si

mg(K1) < mP,(KZ)
(voir point 5.1 du paragraphe 2 pour la définition de 1l'inclusion de deux
.ensembles); '
Preuve, Ia démonstration est triviale si K1 et K2 sont des segments,

si K1 et K2 sont des intervalles, on montre trivialement que

(%, = K,) = Og(k,) =o(K,)) .
Pour la réciproque, on remarquera que si o, s Eﬁct1 (K1 ). Alors o, +2_.n E.'flbg(K1 )
pour tout n & partir d'un certain rang, donc o, -a, s 20 pour tout n 2
partir d'un certain rang, Comme x > 0> X » 0, en appliquant le lemme technicus
2 du paragraphe précédent on trouve @, -a, >0 o @, = Ext1 (K2) B.

On peut définir également la réunion et l'intersection de deux continus de

méme. espéce. Désignons par ¥(K) 1a formule de définition de 1'ensemble W.‘E,(K)'
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Soient K1 et K, deux continus'de méme espéce, Par définition

QH”Q(K1)f\%$ﬁ(Ké) est l'ensemble de réels défini“par :
(%(x,) & %(x,)
(K, ) U g(K,) est 1'ensemble de zéels défini par :
(%(x,) v %(x,))

Ces ensembles sont-ils associés a des continus ?

Proposition 2, Soient K1 et ;é désignant des continus de méme espece,

Si on peut trouver un réel X, appartenant 3 0%{1(K1)f\0%g(Ké), alors si
]{3 ‘_-, ma.x(lExt1)a Ext1(K2)‘) pmin (Eth(K1)a\Ext2(K2).) (oW ¢ désigne la lettre A
ou v suivant le genre devcontinu quereprésentent:-‘K1 et Ké) on a
T (x,) 0 W (15,) = (k).

Proposition 3. I1 n'est pas vrai que 1l'on a la relation suivante :

oop(0a0]) U (o] ad]) =mpaload]) .

Preuve gg_;g_proposition'z. On revient au lemme technique 2 du paragraphe
précédent pour montrer que
< B,) Dx, ¢ min(gap,)
en prenant par exemple la définition de min(x y) par

min(xoy)(n) = min(§(n),z(n)).
 Pour le cas d'intervalles on utilise le méme type de raisonnement que celui

qui a été indiqué dans la démonstration de la proposition 1,

Preuve de la proposition 3, L'assertion indiquée s‘*écrit s

Vx (0gxg¢2=(0g¢xgtvt ¢xg2)).
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Donc :
Vx (min(xo2) 3 02 (0 ¢ min(xp02) ¢ 1 vmin(xo2) % 1))
Clest—a-dire :
Vx (X),ODO\<X\<1VX>,1)'.
siox = max(xm0) on a donc
Vx (x ¢ 1yx 1)
qui résulte de Vx (x Livx 2 1) par restriction, Mais on sait que cette
assertion est fausse donc les précédentes le sont aussi.n.,
De la méme manidre on établif (voir [ ]) :
Proposition 4. Il n'est pas vrai que :
Ma(ono]) = mg(om) uM(o o])u ag(o] aol) .
Dans la démonstration de la propositiqn % on peut cependant voir que comme
Vxy (x < yvx=yDx( Y)
(cf., Théordme 1 du point 2,3 de §3).
On peut dire que ,mn(o AOH) contient la réunion des ensembles mn(o Aol) et

m‘q(Ol AO

). On a également (méme théor‘eme) :
Vxy (x< v =T1x > yvx =y)).
Ce qui fait que le complémentaire de %p‘(o AOH) est égal & l'intersection des
com'plément‘aires de otta(oao]) et onglo] aol).
On rem%xrquera cependant, que dans le cas de continus rationnels si on consi-

dére les ensembles de rationnels qui leur sont associés, on peut alors écrire

mp(o aol))

w,p(ozsol)’

'mp(OAOl) UM (o] aol) et que

1l

(0 AO) U M (o o) v (o] ao]),
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tirtroduction de la notion de

’
[

On est donc conduit & définir les opérations de réunion et dtintersection

pour des continus rationnels. Cependant la réunion, au sens ordinaire de deux
et qutun

et ¢ désisnant une des deux lettres ¢

continus n'est pas nécessairemen

systéme de continus,
N_ s N *
5 5 N,V {} ,
toujours la méme dans un méme mot, ou dans un méme contexte,
si 61 <
@, o
définis par

1.3, Considérons
N
5

A,
intervalle %Vm préceéde 1l'intervalle «,v B, ﬁ.mg

On dit gu'un segment o, AB1 préceéde le segment N A.82
On appelle systeme de continus du méme genre les mots dans

K un continu

les régles génératives suivantes
(i) tout continu est un systéme de continus du méme genre,

est un systéme de continus du méme genre,

(ii) si ¢
du méme genre que les contimus de C , et si X ‘est précédé par chacun des
continus de C , alors le mot CxK est un systime de continus du m8me genre,
la lettre générique des systémes de continus du méme genre est la lettre C .
On dit qu'un systéme de continus du méme genre C1 est contenu dans un
C1 , et on derit O C::C2 si et seulerment si
or Teut er un continu figurent

b4

du méme genre que
C
1

systéme ¢
2
pour chaque continu figurant dans
On définira alors l'intersection et la réurion de deux systémes rationnels

qui le contienne,

2

tersection (resp., la réunion) des ensembles rationnels associés aux systimes

dans C
du méme genre comme étant le systéme dont 1'ensemble rationnel associé est 1l'in-

initiaux.
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A la notion de systéme de continus, on peut associer la notion de partition
d'un continu, qui revient & écrire ce continu sous la forme d'un systéme de con-
tinus contenant des segments dégénérés et en uﬁilisant une définition de s
de continus ne faisant pas intervenir le genre de ces continus, En fait, cette

notion ést adéquate dans le cas dtun segment,

On appellera cortége gg_réels.(ou de rationnels) les mots dans N5~ définis
par les régles génératives suivantes
(1) tout réel (resp. rationnel) est un cortége de réels (resp. de
rationnels)
(ii) si le mot P est un crotége de réels (resp. de ratiomnels) et o
un réel (resp. a un rationﬁel) majorant chacun des nombres figurant dans P ,
alors le mot Pxa (resp° P*a) est un cortége de réels (resp. de rationnels).
Soit maintenant un segment o AP (resp. aAb un segment rationnel), On
appelle partition de ce segment tout cortége de réels (resp. de rationnels)
R (resp. a1*..o*an) vérifiant la propriété : @ =a (resp. a, =.a) et
@ = 3] (resp, an = b),
Ainsi on ne considérera comme partition d'un segment rationnel, qu'une
partition rafionnelle.
Un probléme gu'on peut se poser au sujet d'une partition, est de savoir si
on peut localiser les points du segment par rapport & la partition,” Il n'y a pas

de problémes pour les points rationnels, Quant aux points réels on sait qu'il

faut tenir compte de l'assertion 'TVX (x 7 Oyx 0).
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Cependant on a (voir [:17]) :

Lemme technique 1. Soient o et p . deux réels tels que l'on ait a<p. Alors :

Vx (x>ayxc<p)
est vraie.

Preuve. Comme « <p, ona p—o>

-6(p—a)

+ -
. Comparons D (xan) et D (pom)

qui sont des nombres rationnels.

+ -n-2 - | -m-2
On a : D(xnn):xn+2+2 D(pmm):pm+2-2
-+ R -n-2 ~m-2
D (xan) - D (an)=xn+2-{5m+2+2 -2 .
+ - -n-~3
Donc D (xon) - D (PDn+1) =X o~ B3 +2 .
. + -
Si D (xon) - D (pon+1)<0
-n-3
on a x11+2 < pn+3 -2

q'est—é—dire en vertu du lemme technique 2 de §3 X < p

si [D+(xmn) - D (pon+1) >0
. 2‘11“3
on a X142 >Bos3 .
. — +
Mais D (xan)<x<D (xan)
. + - —n .
et D (xon) - D (xon) <2 on tire :
x<D (xan) +270 et x>[D+(x &) -2,
- S — =1 -
Donc : H)(pun+1)—ﬂ)(cxmn+1)>ﬁ—2.n1-oc-2n =p—a—2n.
. - + %
Done si : D (pmn-ﬂ) - D (xpn+1) >2
+ + :
on aura D (xon) - D (aon+l)>0 et donc x>a.

I1 suffit donc de prendre n = G(P -a) + 1,
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La condition [D+(xmn) - D—(PDD-H)) 0 se vérifie aisément.pa,r un algorithme. On
peut donc savoir si ona x>a ou siona X >n. Donc, d'aprés le principe (1) du
point 4 de §2. l'assertion annoncée est doﬁc vraie. .

Corollaire. I1 existe un algorithme € applicable & tout triple de réels x, a, p
avec la condition a < et tel que l'on ait :

ie(xpaop) > <w,> (E(xoaop)) = A

Y2

Clxnaop) =0[>x>a

C(xoaop) = 0| > x< P
La preuve est immédiate.
Ce corollaire va nous permettre d'étudier la position d'un réel appartenant & un

segment non dégénéré, par rapport aux composantes d'une partition Xy * o % @

vérifiant o <a . pour i=1, ..., n-1 (ny2).

+1

Théordme 1 (voir [f7]). Soit « Ap un segment non dégénéré et a, % oeo * @ ~une

1

partition de ce segment vérifiant :

a<a, . i=1, eeey n=1" (ny3).

Alors, pour tout x appartenant & « AP, on peut trouver un entier m avec

1t mgn-2 tel que

a X
m‘< N am+2

Preuve. On sait que pour tout k avee 1<skgn-1 on a :
¥Yx (x>&ka <ak+1)
et, plus précisément :

Vx (¢(xo o 0 ak_H)& <w2) (C(xna.kmak+1)) = A

& (Clxoa moy )
& (c(xmakuock+1) = o|] o X<<1k+1))

of>x>a)
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si C(x =13 Gaz) = 0|| on prend m =1
si pour tout kgn-2 €(x ooy D(I1-+1) = 0’ on prend m = n-2

s1 on n'est dans aucun de ces cas on prend
m = ;,Lk((!(xmcnk_H Dmk+2) = ol]).

On peut remarquer que dans ce dernier cas, on aura e¢n fait @ <x<a

42 ce qui fal;t

qu'on ne peut pas atteindre le résultat LR L e

2. Suites de nombres réels.

2.1. On appelle suite de nombres réels (en abrégé suite de réels) tout algorithme

du type (H -A4).

Si & est une suite de réels, on appelle régulateur de convergence de la suite §

sout algorithme W du type (H -»H) tel que :
Vebm (Emy W) > |$@) -Fm)| < 275).

Pour simplifier les notations, on notera ~¢9 au lieu de ¢ (£), @_@a(n) au lieu

de $(8)(n), (@g)n pour (M))n% $E)(EEO(n+1)), ete...

On appelle suite de Cauchy dans la Aroite réelle, tout couple (P, T) d'algorith-
mes dont le premier élément est une suite de réels et le second, un régulateur de conver-
gence de la suite ainsi définie.

Soit ¢ wune suite de réels. On dit que le rédel x est limite de la suite ¢,
et on note x = lim & si on peut construire un algorithme ¥ du type (H - H) tel

que :

VEE (85 F®) 2 |B, - x| <27,

On peut alors énoncer :
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Théoreme 1. Pour toute suite de Cauchy, on peut construire un réel x. qui est
limite de cette suite ; toutes les limites d'une méme suitg de Cauchy sont égales.

En fait nous allons démontrer mieux :

"On peut construire un algorithme noté @im et appelé algorithme de passage & la
limite, applicable & toute suite de Cauchy et tel que 1'on ait alors Lim $ = lim P."

Preuve. On utilise‘simplément la méthode diagonale de Cantor. A l'aide du théoreme
de 1l'algorithme universel, du théoréme de composition des. algorithmes on peut construire

Llim  ainsi :
Lin $(n) ¥ & (P_(n))

et Lim ¢ (n) = max( P (n+2),n+2).
On vérifie sans difficultés que cet algorithme satisfait aux conditions du théoréme. .

-Une forme un peu différente du méme procédé permet d'établir que la droite réelle

constructive n'est pas énumérable
Théoréme 2. Pour tous réels a et p vérifiant <Py et pour toute suite de

réels & y on peut construire un réel x +tel que
asxg<p

et Vn(‘i’n#x).

Preuve. On pose X =a + '3; x & =a + 2.[3; & et soit y un nombre réel.

Nous ne savons pas a priori si y € « AP ou nbn, ce qui fait que nous ne pouvons 'pas
appliquer le théordme précédent. Etudions cependant C(yaanb) et G)(yn:lb”cp).

Suivant les valeurs obtenues on obtient les conclusions suivantes

C(yaand) fo} l y>a

(a) c.a d. yfaAY

>
C(yay ap) of J y<y
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C(yaané) =OI t yo>a
’ o)
OHJ y<p

OHDy<f> c.& d. y,(éAp.

(b) c.a d. y€aap

C(yo Y o'p)

(c) C({vaond)

i

Dans le cas b) étudions C(yaz"né)o Cela donne :

C(ynb‘né)TOI DYy c.a d. yj!(anP

C(yn}*.ué) ?0]] >y<b c.hd. y £ 8ap.
Donc en ?ésumé on peut écrire :
Yy (v £ xAYVy £ 85p)
(aursens de 1'interprétation constructive de cette assertion).
On peut donc construire un algorithme J, applicable & tout triple de réels y, a,
p avec .a <p et tel que : ][(ynaqp) désigne celui des segments a Ay et 5Ap auquel
y n'appartient pas.

On pose alors : aoA Po = adp
(X;lA p1 f I[(@O DCZOD PO)
an+1 Apnﬂ _f 1’(®nnanm Pn)'

On peut alors aisément construire un algorithme R +tel que :

)

¥n (ER(n) f an_H
(on prend 1l'algorithme [E Xt1oI[ od ou J est un algorithme tel que :
¥n (3(n) = @n Qe u-pn)).

Il est évident qufon peut construire un algorithme ¥ tel que (R, ¥) soit une
suite de Cauchy. Soit x sa limite.

En utilisant le lemme technique 2 de § 3, on établit aisément que :

Yn (x € anA pn) et en particulier x € aap.-
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Or pour chaque n, ﬁ@n [4 a A pn ‘et done x = dﬁn donne une contradiction. Donc :
Vn (X # @n)o O

Corollaire (cf. [1:]). Il n'existe pas d'algorithme sur N3 reconnaissant les réels

parmi les mots dans: N3.

Preuve. L'idée de la démonstration est que si un tel algorithme existait, & l'aide

d'une bijection constructive entre les entiers naturels et les mots dans N_,, on pourrait

3

construire une surjection constructive des entiers sur les réels, et en prenant le segment
0 A 0| on obtient une contradiction au théoréme précédent.

Désignons par J\, un algorithme sur N_ reconnaissant les réels parmi les mots dans

3

N3. On a vu dans la démonstration de la proposition 2 du point 5.1 de § 2 comment cons-
truire des algorithmes réalisant une bijection constructive des entiers naturels sur les

mots dans un alphabet. Nous désignerons I’ un algorithme du type (H a-NB) (N3 lettre

gémérique de N3) et T-1 son inverse, des algorithmes réalisant cette bijection, et
nous supposerons {on peut toujours s'y ramener) que [(0) = 0.

On construit un algorithme 1[5 +tel que :

J1 si [(n) est un réel (c.x d. A(C(n)) = A)
=i(n) = : ) :
tO si [(n) n'est pas un réel (c.2 d. AT(n)) # A).
On pose alors :
8(0) =0 et &(nt1) = (n+1) Z(n+1) + 8(n)(1 = E(n+1)).
Si '(8(n)) est un réel, si =(n+1) =0, alors ©(n+1) = @(n) et donec [(6(n+1))
est un réel. Si E(n+1) =1, alors 6(n+1) = n+1 et par définition de =, [(6(n+1))

est un réel. Donc, comme 6(0) =0, par induction, on voit que [(8(n)) est un réel

pour chaque n.
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Désignons par [E 1'algorithme ﬂ"oe. On a donc A(E(n)) = A pour tout n. Soit

X un réel et n %if’_1(x)o Or : 8n)=n si n =0, Si n #0 alors
o o/ Vo 0 0

‘n_ si T(no) est un réel

i

e(no) = e(no_-1)+1) =
° 10(n0—1) sinon .

On a donc ‘é(no) =n et donc on peut trouver un n tel que E(n) = x.
Comme les réels sont définis par une formule normale, on vient de démontrer, d'aprés
1t'interprétation constructive des assertions :

(%) Vx3n (B@) =x).

Le théoréme précédent donne :
Ix  (0gxg1 & Vo (x %E(ﬁ))
car IE est une suite de réels. On a donc a fortiori
IxVn (x %(E(n))
(car A&BD> voir §2.3.(7) et par le principe (ii) de §2.4.).
Désignons par P ce réel. D'apres le principe (ii) de §2.4. 1'assertion
Vo (2 #E(n))
est vraie. Et d'aprés (¥) et §2.3.14 on a :
3n (P = (E(n)
Or ¥n (P flE(n)) e ‘l_:] n (P = E(n))
car on a (vx18(x) = 7] x $(x)) (cf. 32.3.(5))0

Donc /4 ne peut étre construit. O.

2.2. Au sujet des suites de nombres réels, on sait qu'en analyse classique, un des

critéres de convergence le plus utilisé est le théoréme de la borne supérieure pour des
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suites croissantes bornées.
Ce théoréme n'est pas vrai constructivement :
Théoreme 3 (E. ‘Specker). On peut construire un algorithme {3 du type (H » p) tgl
que
(i) + V¥Vn (p(n) < gj(n+1)
(ii) Vo (0gp@) < 1)
(iii) P n'admet aucun régulateur de convergence.
Preuve. Supposons qu'on dispose d'un algorithme  de type (HH »H) tel que :

[Vii (Osaliod)¢1) |
(i et j variables d'entiers naturels,

(%)
lVi:i @(ioj) ¢« x(iaj + 1)

On définit n 1
pn) =5 &(ion).2™"
190

il est alors clair que P vérifie (i) et (ii).

Pour algorithme X, mnous allons partir de 1'algorithme H qonstruit au théoréme 2
du point 6 de 1. Soit B 1l'algorithme de .de’veloppement canonique de [H. On sait que
B vérifie :

Pour tout mot H dans No et tout entier naturel n on a : ! B(Hon) et si
B(Hon) = A pour tout myn B(Hon) = AN, et H est applicable au mot H si et
seulement si 3n (B(Hon) = A). Soit IN un algorithme énumérant sans répétition tous
les mots dans {0,1} IN--1 ltalgorithme inverse et soit M l.'algorithme de scheme :

{g—» - 0 (£ € alph. B) ol alph. B désigne 1'alphabet de B.

— ¢ 1

On prendra alors (théorémes de réunion et de composition des algorithmes ) :



x(inj) - MBMW(i)oj)).
Supposons maintenant que (P admette un régulateur de convergence. Soit £ ce

régulateur. On peut supposer que
Yon(€(n) > n).
Soit e‘-7—'1f(n+1), n étant fixé et considérons m»1. On a donc .
—n~1
0 p(b4m) - p(P) < 2

P .
0g Y (& (iobm) —a(ink)).2™
i=0 )

b ~ie1_ oned
+ Z% &(iol+m).2 <2 .
1=0+1

Comme B),n+1 on a :

Vim (Ogi¢nox(iol+m) = a&(ial))
et en particulier, en faisant i =n
VYm (X (naf(ntl) +m) = s(naf(aH)).
On‘ peut construire un algorithme »’ tel que :‘
y(n) ~ a(nof(n+l))
et il est clair que »’ est du type (H - H).
En outre, il est clair d'aprés (*) que l'on a :
(%) | )‘(n) f1 = 3 m(X (nom) = 1).
Considérons alors K algorithme sur {0,1} défini par :
K(H) o ©( 3{ (iN“1 (H))) (H mot dans {0,1}).
o [P est l'algorithme de scheéme :

Ol — -

0—}"0-

89.
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Alors il est facile de voir que : ! K(H) pour tout mot H et

K(H) = A ] (m“ (")) =1

=1,

il
—t
S

It

Im(B(Hoz) = A)

il

! H(H).

in

*

Or H a été construit de telle sorte que la réalisation de K soit impossible.
I1 en résulte que p e peut admettre de régulateur de convergence.Cl.
Cependant, on a le résultat suivant :

Théordme 4. Soit ¢ une suite de rationnels telle que 1l'on ait :
Yn (@n < @nﬂ)
JaVn (Cﬁn < a)

Alors on a : X
V9138 V¥no G(umylo|E -3 |<27).

Preuve. Sans restreindre la généralité de la situation, on peut supposer @o >0.
Soit k un entier naturel.

Supposons que 1l'on ait :
—k)

(%) 9If Vom (n,m>,93l<§>

-3 | <2
n m

En vertu de §2.3.(3) on a :
YE9Ynm (n,m>,LD|§n-§’m]<2—k)
or : (n,myf > [@n —C-Ei"'ml < 2—k) est de la forme (A 271B) ol A% (nmyt) ét
> 2—k).
Donc en vertu de § 2.3.(7) la formule (*) est équivalente &-
—k)

VeaVom (n,my?l> @n -@m‘ <2

qui, de nouveau en vertu de §-2.3(3) est équivalente &
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: -~k
(*%) ¥91Inm (o,m >,9&I<i>n —@ml >2 ).
Or, n, m et [ sont des entiers, @n et cﬁm» des rationnels.
Donc si A% (n,m3» 0 &l@n - @m‘ >/2—k) peut se mettre sous la forme (<HM(nam) = A)
avec Vnm! <H) (nom). Donc ona Vnm (Av 7A). Donc en vertu du principe de Markov,
(**) est équivalente & :
. -k
(%%%) | Vegnm (n,m)E&l@n—@mizz ).
Xk
quons D& p.j (a2 .J).
Soit 90 =0, On peut donc construire n et m tels que no,m0>,0 et
~k
& -® [»27.
) )

>P. et

Soit 91 =ma.x(no+1 ’ mo+1)o On peut construire n, et m, +tels que n, ,m 1

1 1 1

B -& |>27", ete...
1 1

idé i e = +
Considérons enfin D mam(:n.D_‘1 1, mD_1+1) (on remarquera que D»1). On peut

construire n, et my > PD et tels que

~k
l@ "'@ ' >/ 2 °
"p
Dans la suite no,mo,n1 Mys evey Dy, My oD peut toujours supposer que ni\<' m, (i =

0, «ve, D).
On a alors :

> - 4 "@ @ "‘q'é @ -
Bo> @n "B < E

L - _"" +';
+ +<§?m @n +q’{>n &+

@
nD—T 1 1 1 o} o}

Or, par les conditions sur les e., ym, , 1=0, «.., D-1 et par la croissance
i i

n,
1+1

D _
Donc ¢ y>) @ -¢ )> (0+1).27" 5 a.
i M M4
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Cevci contredit 1'hypotheése T aVn @ng a)e
Donc la négation de (*) est vraie. 3.
Ainsi 1'algorithme construit au théoréme 3 vérifie deux propriétés :

AVk Il VYo n (m,n>,931®n -@ml <-2—k)

et -k
Yk11I¢ Yoo (mny0olE - | < 27)

qui sont contradictoires du point de vue de la logique classique.

On peut se demander sous quelles hypothéses supplémentaires on peut conclure &
l'existence d'une limite dans ce cas, ou dans le cas d'un ensemble borné.

I1 s'agit de la notion d'ensemble totalement borné, que 1l'on peut définir ainsi : si
_ on appelle intervalle centré en x +tout intervalle de la forme x — avyx +a ol a est
un rationnel positif (a>0), un ensemble J15 de réels est dit totalement borné si, pour
tout a >0, on peut construire un cortége de réels apPartena.nt & o (cette derniére
hyi)othése n'est pa,é nécessaire) tel que pour tout réel x appartenant & JIG, on peut
indiquer un élément du cortdge tel que x appartiennent & l'intervalle y - avy + a.
On peut alors démontrer (cf. [1]) qu'un tel ensemble admet une borne supérieure et une
borne inférieure, de méme que toute fonctic;n uniformément continue sur un tel ensemble.

Nous n'aborderons pas davantage cette question dams le cadre de cet exposé.

3. Compacité constructive et non-compacité, au sens de Heine-Borel, des segments de la

droite réelle constructive.

3.1. On dira qu'un ensemble de réels JI est compact si :

(i) toute suite de Cauchy dans 6 admet une limite dans JIG
(ii) I est totalement borné.
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On a alors :

s

Théoréme 1. Tout segment non dégénéré aAp définit un ensemble de réels m@ll(uzsp)
qui est compact.
Preuve. La propriété de complétude découle du fait suivant : si & est une suite
de réels convergeant vers x et si :
‘Vn (a\<<ﬁ>n\< p)
alors XL fPe.
éela résulte des lemmes techniques 2 et 3 du point 2 de § 3.

La propriété (ii) de la définition résulte du théordme 1 du point 1.3 de ce paragra-

phe, en choisissant, a>0 étant donné des partitions du.genre « * o + Eig ¥eoe

N-1 . -
oo¥ O +—N-(p-a) * p oh N';|Ln(‘5—2% <n).

3.2. Cependant, l'ensemble de réels associé & un segment n'est pas compact au sens
de la définition classique & 1l'aide de la propriété de recouvremént fini par des ouverts.

Nous allons suivre ici la démonstration donnée par I. D. Zaslavsky dans U?].

Nous allons en premier lieu établir la

Proposition 1 (I. D. Zaslavsky). On péut construire des algorithmes &, N, & et

G+ tels que :

(i) ¢ est applicable & tout entier naturel =n qu'il transforme en un systeme de
segments rationnels

(ii) W est applicable & tout réel qu'il transforme en un entier naturel

(iii) 6 et ¢ sont applicables & tout réel et ils transforment chaque réel en
un rationnel

(iv) @ = 0A0|

(v) Vn @n+1c<§)

n
- +

(vi) Vx (6 (x) < x <6 (x))

(vii) pour tout x, 1l'intervalle G_(x)VG+(x) est disjoint du systeéme @N(x),

c.h d. est disjoint de chaque segment de ce systeme.
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On dit qﬁe Il'intervalle a1VP1 est disjoint du segment azAI’sz sion a 012),;51 ou
oy Pye
Preuve de la proposition 1,

1ére étape. Définition des J-cortéges.

A tout cortége P de zéros et de uns (on notera 15 Ol) on associe un segment,
un segment ax A Po- initial étant donné. On peut construire un algorithme @ applicable
& tout mot de la forme aapalP ol a et p sont des réels tels que « <.p et P un

cortdge de zéros et de uns (on dira dorénavant un cortdge), tel que l'on ait :

- il
o’(aame) =alda+ g
o(enpal) =a+2.E—;—O£Ap
si aPApP‘:, o (aopaP)
alors olaopoP x 0) =a_A o+ i
PP 3

Il
=4
[\S]
.

- p
ol(aopoP x 1) = 0 5— A pye

En outre, on désigne par Q@ et Comp les algorithmes de schémes respectifs :

5% — |6 [ opf —Enoo ( €N4)
& —3 o |E°'——"‘
9 T o5 —gon
£ — 8"61\4 Comp
—ols | cox— |a
\ 0 0o—EO
Ooox | — 000« (Q€N4U{*})

\0 O0% —— o
I1 est alors clair que pour tout cortége P, @(P) donne le nombre de zéros et de uns de
P, qu'on appellera longueur de P, et que Comp est applicable & tout mot naP ou

n est un entier naturel et P un cortdge avec : Comp(noP) est la ntome composante
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du cortége si 1g n\<(§)(]§’)o On peut I;emarquer que Comp a cette propriété pour des
corteges de mots dans N4 définis par la lettre x .

On consideére alors J un algorithme du type (H — H) tel que :

(i) pour chaque n, si ! Jn), alors JI(n) =0 ou I(n) ?1

(ii) i1 est impossible de construire un algorithme K du type (H — H) vérifiant

la propriété :

Vn (n>0 & ! J(n)>K(n) = I(n)).
Au cours de la démonstration du lemme fondamental de § 3 on a indiqué un moyen de cons-
truire un tel algorithme.
Nous désignerons alors par B 1l'algorithme de développement canonique de J.
On appellera alors J-cortege, tout cortége P vérifiant la propriété :
(¥*) ¥n (1< ngQ(P) & B(na@(P)) = A > Comp(naP) = JI(n)).

Remarquons que la condition B(A o@(P)) = A implique J(n).

2¢me étape. Propriétés des J-cortéges.

Les propriétés des J-cortiges (voir E]?]) sont les suivants :

(a) on peut construire un algorithme R applicable & tous les cortéges P et tel
que pour chaque P, R(P) = A si et seulement si P est un J-cortdge ;

(b) pour tout entier n positif; on peut construire un Jd~cortege de longueur n

(c) soient P et Q deux cortdges tels que 0 soi’o un début de P (comme mots
dans NB) et P soit un J-cortége, alors Q est un J—corfége ;

(d) il est impossible de construire un algorithme A du type (H — H) +tel que

pour chaque n - le mot A(1)% ... % A(n) soit un J-cortdge de longueur n.
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(e) pour chaque n positif, un J-cortdge de longueur n P est quasi-réalisable
ne pas |

(c. & d. on ne peut pasfConstruire P) +tel.qu'on puisse construire un nombre aussi grand
qu'on veut de J-corteges dont P est un début.

La propriété (a) résulte de ce que (*) est algoritﬁmiquement vérifiable (on utilise
le théoréme de ramification des algorithmes pour tester 1¢n< {(P), B@o (@) = A
ou non et ce qu'on doit faire dans chaque cas).

La propriété (c) résulte des définitions et des propriétés de B : on a par hypothése
€(0) < QP). Alors :
(%x) Vn (1< ng QQ) > Comp(nnQ) = Comp(n oP))
De plus, si B(n a €(Q)) = A alors &(P)sy €(Q) fait qué B(na £(P)) = N et comme

Comp(noP) = I(n) par (**) on a Comp(noQ) = IHn). Dol la propriété.

Considérons l'algorithme A ainsi défini :

A(nom) = I(n) si B(nam) = A
A(nam) =0 si B(nam) £ A.
Soit alors P5sA(ion) xA(2on) % ... xA(non).

Alors si 1 kgn et IB(kcm) = A ona d’onc Comp(k o P) —T-[A(kt:nn) et alors
A(kon) = I(k). Donc ‘P est un I-cortége de longueur n et comme /A peut &tre construit
(ramification des algorithmes), la propriété (b) a lieu.

Supposons que l'on puisse construire un algorithme A du type (H — H) tel que
pour chaque n le mot AA(1) %e..%x A(n) soit un J—cortége de longueur n. Soit k tel
que !J(k). Alors il existe un entier naturel m tel que B(kom) = A . Considérons

alors A(1) *....*LA(mO) ou m = max(k,m) c'est un J-cortdge et donc 1< kgm
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entraine Comp(kaP) = I(k) c. & d. Ak) = I(k). Or un tel algorithme est impossible
par construction de J. D'ol la propriété (d).

Montrons (e) : considérons dans ce point particulier la lettre b comme lettire géné-
rique des cortéges. Comme pour chaque entier naturel m il y a au plus 2m+1 Jd-cortéges
de longueur mt+l, en vertu de la propriété (c)? 1'assertion "“on peut construire un aussi
grand nombre qu'on veut de Jl—cértéges dont P est un début" équivaut & "pour chaque
entier naturel m, on peut construire un Jd-cortége Q dg longueur m+1, dont P est

un début". Ainsi (e) peut s'éerire :

Yo 13 b, ((CR(b1) = A)&(ﬁy(b1) n+1) & ¥Ym I b2((lR(b1 * b2) = A) & (Q‘(bz) ?m+1))).

Notons I(b1) S Vm3I b2((lR(b1 * bz) = A)X (@(bz) =m+l). Alors on veut établir

Yni13 b1(([R(b1) N A) & (s&(b1) = n+1) & I(b1)).
Supposons que 1'on ait s
%3 T 01T b (®() = A& (E(b,) = n+1) & I(b)
on a donc par (2.3.3) et (2.3.7)
(%) Vb (((R(b,) = A) & (@(b,) = 1#1)) > T 1(b,)
b, étant fixé, supposons que :
(o) 1T m Vb, ([E(by) = m#1) D T@®(D, x b)) = A)).

Alors par (2.3.3) puis (2.3.7) on a successivement

Vm’]Vbz (s&(bZ) =m+l D wa(b1 x b2) = A))

°

ijVb? 7 ((ﬂ(bz) Tm+1) & (lR(h1 * b2) = A

Donc : Vm 7173 b, (@(bz) Tm+1)&ﬁ%(b1 * b2) A).
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On pose A(b1,b2,m) % ((f{(bz) = m+1) & \R(b1 * b2) = A)
il est clair, puisque A(b1,b2,m) est défini parvl'intersection de deux algorithmes; que
A(B1,b2,m) est algorithmiquement vérifiable et qu'on a :

vb1 (A(b1,b2,m) v 7l A(b1,b2,m)).

Donc, par le principe de Markov :

VmI b, A(b1 ,bz,m) co é‘ do Vm3 b, ((((bz) fM+1)& (cR(b1 % b2) = A))e

Donc : I(b1) découle de (D).
R
Donc (Q) contredit (xx) et on a donc :

(oa) Vb1(((&l(b1)—:jl\)8( (,(Q(b1)fn+1)) 5> 11dm Vbz((Q(bz) = m+1) D 't(rR(b1 * b2) = A)))-

Posons c(lo1 ,b2,m) 5 ((Q(b2) = m+1)D 71 (tR(lo1 * b2) = A))
la formule (O0Q) est de la forme @
Vb, ((fR(b1) - R) & (_Q(b1) = n+1)) D 173 m ¥b, € (b, ,bz,m).,
Or on a :
(0) Vm (V'bz C (b1,b2,m) v 'IVb2 C (51,b2,m))

en effet : :
VD, (@) = mr1) & ®(by x b,) = A))

‘1Vb2 c (b1,b2,m)

Par (2.307) donce par (20303) H

173 b, ((Qz(bz) = m+1)&([R(b1 * b2) = M)

et donc, par ce qu'on a vu plus haut (Vb1(A(b1 ,bz,m) v 14A(b ,bz,m))) on a donc

1
TV b, C (b ,byym) =3 b (({(by) fm+1)& ®(b, * b,) = A)).
Donc (0) équivaut & :

(00) Vm (Vbzcg{(bz) =m1D TR, « b,) = M))vI bz((g(bz) = m+1) & ®(b, x b,) = A)))e
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Or ceci est algorithmiquement vérifiable en étudiant un & un tous les b2 pour lesquels
‘Q(bz) = m+l, pour chaque m.

Donc, par une nouvelle application du principe de Markov, on déduit de (DD) la formule :
(55 Vb1(((fR(b1) fA)& (&(b1) =n+1))> I mez((g(bz) = m+1) D (rR(b1 * b2) = A)))e.

En revenant & l'interprétation constructive des assertions, et en considérant tous les

b1 pour lesquels .Q(b1) = n+l et le maximum des m associés par la formule (DQD), on
trouve qu'd partir d'un certain rang, il n'y a plus de J-cortege (en utilisant & nouvean

(c)) ce qui contredit (b).

Donc on a ¢
1T 273 b, (lR(b1) =A) & (fg(b1) =n+l) & I(b1))
d'olt la propriété (e).

- +
. 3éme étape. Construction de &, de N, de & et de G .

On construit ¢ de la fagon suivante :

@o =0 A1 et pour tout entier naturel n>0, (K’n désigne la réunion des segments
de la forme O(0D10OP) ol P est un JI~cortége de longueur n. Par définition de la
réunion de segments rationnels, @n est un systéme de segments rationnels. La construe-
tion de P est possible puisqu'on dispose d'un algorithme IR reconnaissant les J-corte-
ges et puisqu'il y a un nombre fini de corf‘eges de longueur mn. En utilisant 1'ordre
lexicographique pour les mots dans {0,1} (on a une bijection constructive évidente entre
cortéges et mots non vides de {0,1}), on construit (voir 2.501 démonstration de la
proposition 2) un algorithme réalisant une bijection B entre corteges et entiers naturels.
Les cortdges de longueur n seront donc numérotés entre m(n) et m{n+1) - 1. A partir

de R on construit un algorithme @ tel que :
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Q(k) = o(0a1ab(k)) si R(b(k)) = A
Q) = A si-  R@bk)) £ A .
Avec le théoréme de réunion des algoritibmes, si T est un algorithme "régularisant" les

occurences de la lettre x (c. & d. on ne rencontrera pas %% A %% cee¥ B ¥ .. o0U A
et B sont’'des mots dans N4) on peut représenter $ par :
P@)~» m@Mmn)) *Qmn) +1) % ove * Qm(n+1) - 1).

On construit alors p un algorithme applicable aux mots de la forme xaomoP ol x

est rédel, m entier naturel et P cortege et tel que :
p(xaomoP) ;f A si et seulement si
B(P) = A &@ (xan) € g(0oTOR)V D (xam) € ¢ (0a1oP)).

Cela est possible puisque @ (0010 P) ¢tant un segment rationnel la condition que 1'on
vient d'éerire est algorithmiquement vérifiable (on sait que O (xom) et [D+(xnm) sont
des rationnels).

On pose alors :

N(x) 1+ un ( Yy pl(xa2noP) A)

€(P)=n

ol V p(xo2noP) & p(xo2noP, )p(xo2naP,.) ... p(xo2noP )
: 1 2 n
Q(P):n 2

N,

. . . n
on P, ..., P désignent, dans l'ordre lexicographique les 2 corteges de longueur n.
n .

’
1 2

- + L . -
On construit & et & a2 1'aide de I

G (x) aD (xo2¥(x))

i

G+(x) [D+(XU N(x)).

e

4eme étape. Propriétés de IN et fin de la démonstration.

Le point essentiel est de montrer que :

Vx ! N(x).



Supposons qu'il existe un x tel que N ne soit pas applicable & x. Clest-i-dire
T x 7! N(x).
Cela signifie que pour chague n on peut trouver un cortége P de longueur n tel
: n

a

que p(xo2n0P) # A (en effet si ! IN(x) on ne peut avoir I n 1 ...(p(xo2ng m) :JA)

o 1 désigne les cortéges de longueur n, donc ona VYn7VYw (p(xo2no m) = A) et
comme T parcourt un ensemble fini on a Vn3 7 (p(xo2nao w) ;oé/\)(*)) Donc Pn est
un dJ-cortége de longueur n et on a |

D (x02n) €0(01 DPn)V(D+(xc12n) E@‘(OD1DPD).
or D'(xo2n) - O (xa2n) <.4'n'.
Or : D (xp2(n+l)) € 0‘(001DPn+1)v [D+(xD2(n+1)) .e (D‘(Ou1nPn+1).
La distance entre b;(XDZ(n+1)) et [D:(x02n) est inférieure & 2.4 < 4%, op si

o(oa1 OPn+1) o (oot DPn), par construction des @, O(001 ,DPn+1)C o(0o1 El(Pn+1 )n}

ol (Pn+1 )n est le début de longueur n de Pn+1 et donc (Pn+1 )n # Pn
. . , | P
o(eo1aP ) ¢ ¢(001aR ) est le début de longueur n de P . et done (B .) #P

et donc la distance entre deux rationnels quelconques de ces segments rationnels est au
moins égale & 370 > 40,
On déduit donc de ceci que (U‘(OD'IDPn_H) c o(0o1 UPn) et donc :
Vn ((Pn+1 )n = Pn)'
Soit © 1'algorithme défini par €(0) =0 et
¥Yn 6(n) = Comp(no Pn).
Pn est obtenu algorithmiquement donc © est du type (H ~» H) et de plus il est clair,
par construction que

Yn e(1) x +.o % 8(n)

est un J-corteége. Or ceci est impossible.

(*) p est applicable & tous les mots de la forme xn2naP et donc

Mp(xo2nan) = A) Em(xﬁZH o W) £A.
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Donc : 73 x 1 N(x) d'olr (8§ 2.3.(3) et principe de Markov)
¥x ! N(x).
Supposons & (x) V Q}+(x) N qu(x) non vide. Cela signifie donc (on a des continus
rationnels, on peut dénc raisonner sur les ensembles de rationnels associés) que pour un

J-cortége P de longueur MN(x) ona & (x)V G+(x) N o(0a1oP) vide et donc (défini~

tionde & et 6) si adbs ©(0010P) ona

G (x)<b et G+(x) > a.
Or 6% (x) - 6 (x) < 48X ¢ 3N
Done (‘r+(x) > a fait € (x)> G+(x) - B—N(x).

Si G+(x) >b onadonc G (x)>a d'ol G (x) Eaab si & (x)<a on voit de mdme que
G+(x) € aab.

Donc en fait on a :

& (x) € 0(001aP)VE (x) € o(0D10P)

clest-a-dire p(xo2N(x)aP) ;oé A. D'ol, par définition de N on a MN(x)>N(x) ce qui
est absurde.

Done & (x) V G+(x) est disjoint de '@‘N(x),

I1 reste & établir @nﬂ C @n pour chagque n, mais cela découle de la propriété
(c) des dJ-cortéges et de la construction de @O . O.

Théoréme 2. On peut construire un algorithme $ transformant tout entier naturel n
en un systéme de segments rationnels @n tel que :

(i) & =041

(ii) n (@n-ﬂ c @n)

A(ii) 113 x¥n (x €(§n)'
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Preuve. Avec (vi) et (vii) de la proposition 1 on a évidemment (iii).

Théoréme 3. On peut construire un algorithme MH, transformant tout entier naturel
en un systeme d'intervalles tels que :

pour tout réel x € OA1, on peut construire un n tel que x EiHn et tel que pour A
tout entier naturel m, aucun x de OA1 ne se trouve dans au moins un des systémes
IHO, veey l}Inr

Preuve. On peut construire un algorithme (H +tel que : si © est un systéme de
segments rationnels dans 0 A 1, alors H(Q) est un systime d'intervalles rationnels

tels que 3 xElH(Q)-:-xG-1V3

3 E&X%Q'

On prend en quelque sorte le complémentaire dans mp (- 15 v %) de NGP(Q) qui peut se

3

traduire en un systéme rationnel MH(Q). La propriété x@H(Q) D x € - ]2— v -é&x £0
résulte du théoreme 1 de 1.3 de ce pa.ragraphe : H(Q) définit une partition de - 15 v %
‘et le théoréme cité permet de dire & quel intervalle de H(Q) =x appartient (sous
lthypothese x € H(Q)). x € -12- v g &x £ 9ox € H(Q) résulte de la définition.

On pose : H(n) -le(fg’n).
I1 est clair que :

(i) ¥x (x€0a1Dx €cHN(K))) (c'est le point ( ii) de la proposition 1)

(ii) H(0) c H(1)c o..leI(n) pour chaque n

(iii) Vn (Ext1(~§‘n+1) E0ATX Eb<t1(’\§rn+1) fH(n)) car $ . < & . 0.

3. On va donner deux corollaires intéressants de la proposition 1. Pour ce faire,

il nous faut modifier légerement la construction de @ . Au lieu de la fonder sur .
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1talgorithme ¢ nous la fonderons sur l'algorithme ! ainsi défini : pour tout mot
g ] b &

xopaP ol < p et P est un cortége ©' est applicable & un tel mot

3

< p Q"'(QDPDO)ZCLJr(;;lA:L-r2.‘-;—-5:—{
o'(aopot) = «'+ 382 pa + 4k
. 5 e

1 L .
et si a, b, $0'(anpoP), alors :

Po % Py p
O"(aDpDP*Q)?aP-i- 5 Aap+2. g
' ' P p P P
t = . A RS
o' (aopoP x 1) ap+3 5 aP-i-{» 5

Le reste de la démonstration de la proposition 1 se conserve littéralement. On a :

Théoreme 1 (cf. [’17]). On peut construire un algorithme A du type (H — p) tel

que 1'on ait
(i) Yo (An) < A(n+1))
(ii) Yn (0< A(n)g1)
(iii) Vx (Vo(A(@)g¢x) oVn A() ¢ & (x)).
Preuve. On prenc'l‘ A(n) = [Ebrb#@'(n)) (ce & de construit & partir de @'). Alors
(i) est évident (on ne 1'avait paé nécessairement avec @) ainsi que (ii).
Pour (iii) on remarque que & (x) V G+(x) ne rencontre pas ' i\I(x). Comme
I’l+1 - @I'l, a fortiori & (x) V G+(x) ne rencontre pas (ﬁ]‘l pour ny N(x). Comme
Aln) ¢ x, on ne peut avoir A(n) 3 (E'+(x) et donc nécessairement A(n) ¢ & (x) ..pour
n ) N(x), donc, les A(n) étant croissants (par rai)port & n) on a donc
Vo (A(n) ¢ & (x)). O,

Ce théoréme constitue en quelque sorte une amélioration du théoréme de Specker.

Nous concluerons sur le corollaire important suivant :
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Théoréme 2 (I, D. Zaslavsky [_17_]). On peut construire une fonction constructive sur
0 A1 continue et non bornée.
Preuve.Considérons ' défini précédemment.

Soit [ la fonttion ainsi définie, a<b étant fixés :

_ ‘5|x—a.| - ]5x—4a—b[ - l‘ix—a—4b] + 5’x—b[ .
F(anobox) = 5 (=)
On a (voir fig. 1) : . Flaoboa) = Flaobab) =0
1 4
F(aab na+~§(b—a,)) = l}?‘(aoboa-i-g(b—a)) =1
et [P est lindaire sur chacun des segments
1 1 4
ada-+ -,):(b—a), a+§(b—a) A g(b—a),
4
— a+t=(b-a) A b, et nulle hors de a A b.
0 a b 5
fig. 1

Si Q est un systéme de segments rationnels

non dégénérés, on pose :

(o)
F(Qox) =) [F(Ext1 (Comp(ka Q)) amzxtz(aomp(k 0Q))ax).
k=1

(voir fig. 2) :
I1 est clair que F(Qox) est une fonction

/ \ / \ / \b constructive de Xo
2 by 8y by 83 3

fig. 2
On pose alors
IN(x)

e(x) = 3 ®(F] ax).
k=0

Comme IN est simplement un algorithme,  n'est pas nécessairement une fonction.

I1 faut montrer
(x =y o f(x) =£(y)).

(I1 est clair que £ est un algorithme applicable & tout réel).
Seit x =y

Alors si lN(x) = N(y) f(x) = £(y).
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Si WN(x) # N(y) on peut toujours supposer WN(x) < WN(y).

Alors N(x) N(y)
e(y) =) F(@loy) +> ®(%) oy)
k=0 k=N (x)+1

N(y) )
= f(x) + Z‘/ ﬁ?(@l'ioy).
k=lN(x)+1

Or : x f@é pour k> lN(x) et comme x =y on a de méme y f <§>1; et donc
!F(@}'iuy) =0 pour k =MN(x)+1, esey N(y). Donc £(y) = £(x).
+ N(x)
Pour la méme raison on voit que €& (x)<y<G (x)> #(y) = Z(F(@ILD}O c'est—&-dire
k=0

est une somme finie (ne dépendant pas de y) de fonctions continues(*)). Donc f(y)

est continue dans € (x) V G+(x) et donc en chaque point x. Posons a % (Ext1(@n)

N(a_)
—-— 1
ff'(an) = EO lF(CEkDan).
Il est clair que si kdn a £ @l'{ (1a construction de @' intervient pour

n
1 —_ 1
ce point) et donc ff‘(an) = 1:4—:;1 [E‘(Cﬁ)kaan).

. . B _ . .
Or : ‘(F(<K>nuan) =0 car a = [E‘xt1(@n) (voir 1la fig. 2).
Si kgn-1 on a cependant [F(@l'cman) =1 car si Pn est le cortége de longueur n
1 ' (P : = 1
tel que a €0 ,(Pn) ona a 't (( n)n—1) et si c =MExt, O ((Pn)n-1) on a donc

1
a =¢ + —
n n n

5

Donc on a (f(an) =n. 0o

(voir fig. 1) F(@l'inan) = 1.

(*) On dit qu'une fonction f du type (A — 4 ) est continue si :

' Vx (¢ E(x)D> Yk I (Jy=x|< Cy1e(y) o |B(x) - £(y)] < 278 ).
I1 est facile de voir qﬁ'une somme finie de fonctions continues l'est aussi et que.les
fonctions g, (x) = ‘xl et (gz(x) = |x—a,| o a est un rationnel donné, sont des fonetion:

continues.
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Appendice 1

Sur les notions constructives de nombre réel

Dans cet exposé, nous avons défini les nombres réels par la donnde de deux algorith-
mes, < P> et <>, 1'un, par exemple < B, de type (H — p), 1l'autre de type
(H — H) vérifiant la propriété :
Yimn (m,n ),<Q>,(k) o) kP}(m) —<P>(n)! % Z_k)o
(%)

On peut introduire également d'autres notions :

1. On appelle nombre réel faible (en abrégé réel faible) tout rationnel et tout mot

dans N3 de la forme PO ol P est le code dans {0,1 } d'un algorithme du type
(H - P) vérifiant la condition :

(1) V Vk I Vmn (myn ,e:pl<P>(m) -< P>(n)’ <2;k).

D'qprés 1'interprétation constructive des énoncés, la formule

Von (mynd £> |<P>(m) —<B (n)] < Z—k) étant normale, (1) se reformule en

(1) 3f VYimn (mmn3 £(k) D kP)(m) -< P>(n)l < Z_k).

2. On appelle nombre guasi-réel (en abrégé quasi réel) tout rationnel et tout

mot dans N3 de la forme Pg¢ ou P est le code dans {0,1} dtun algorithme

du type (H - p) vérifiant la condition :

(2) TIVk 32 Y (m,n 3 £ 2 [<B>(m) - <@>(n)] < >~
(21) T13f Viam (m,n 3 £(k) D |<@>(n) = <@>(n)| < 275).

(x) Dans [1], N.A. Chanine appelle FR-nombre ou duplexe réel, ce que nous appelons
nombre réel et F-nombre ce que nous appelons réel faible. Pour les pseudo-réels nous
suivons la terminologie de N.A, Chanine, Ia notion de quasi-réel est définie dans
[16]. On remarquera queé la notion de nombre quasi-réel est formellement proche de la
notion intuitionniste de suite de nombres réels non oscillante (cf. [6]).



3, On appelle pseudo nombre pseudo-réel (en a

et tout mot dans I de la forme PO est

(z -

algorithme du T3

Rer=)
&
J I

ja

(3)

4

On dééignera respectiVément par B, 3B' et
représenter les réels faibles, les quasi-réels et

Les relations entre ces nombres peuvent €tre

a, Tout réel faible est un quasi-réel,
b, Tout guasi-réel est un pseudo-réel,
C, Pour tout réel, sa base est un réel faib
d., . On peut construire un pseudo-réel gui n!
réel,
e, On peut construire un pseucdo-réel qui n'
£, On peut construire un pseudo—régl gui n!?
= Pour tout réel faible, on peut consiruir

est identique,

h, On ne peut construire un réel 2if

quel réel,

i, Il n'existe pas d'algorithrme ¢

de convergence de ce nombre,

jeo Il n'existe pas de quasi-réel quil ne soi

k. Il n'est pas vrai que tout cuasi réel es
- p s -

Vk 7132 ¥m (m,n » £2 [<@>(z)-<&>(n)] <27

108,

brégé pseudo—réel)'tout rationnel

le code dans {0,1} d'un

),

3" les lettres génériques pour

les pseudo-réels,

ainsi formulées

le,

est identique & la base d'aucun

est pas un réel faible,
est pas un quasi-réel,

e un réel dont la base lui

o8

e la base de n'timporte

tout réel faible en un régulateur

t pas un réel faible,

t un réel faible,



109,

Ces assertions peuvent se formuler ainsi :
(a') VB (B ¢ B')j ou 3 € {3') siznifie gue B est un quasi
(br) ¥2r (3" ¢ (3"))
(ct) Vﬂ,QQ ¢ (B)) o B é£Zznt de la forme PoQ , A représente

(a') 33" va(a# B")

(el) EBH(B" K (B)) (e;) IB" VB (B" zéB)

on a aussi

(£1) 3B (" ¢ (81)) - (£2) 33" VB (3" £ BY)
(g') VB In(a = B)
(n') 3B va (4 # B)

B)

* il

(i') T 3eve(e(s) € (B)§2(z)
(3*) 3B (3 £ (8))
(k') ve' (B! € ()
Les assertions (d‘) (b') (c ) sont immédisztes.
Pour les autres assertions, nous utiliserons 1'expression
f reg, conv, c pour : "l'algorithze représenté par f (ou <f>) est un

régulateur de convergence de 1'algorithme représenté par

Notons que ¢ ¢ € (B) signifie Hf(f rez-2oTT )

c (B ) signifie 773f(f rE-2InY )
Done  3IB'(B' £ (B)) sienifie : Je (MI2{Z zez—conv ¢) & 13£(f Teg-cony c)
ce qui est impossible (ef, §2.3 (9). Et donc (5!') est démontrée;

Les formules (d'), (e?'), (e;), (£1) et (f;) découlent directement du théordme de

Specker,



Remarguons enfin que (h') déconle de (g‘) et-(i') de (k’) : 11 est clair que

(E ;é B) concernant une identité graphique est une formule normale, Donc (’q')

fquivent 2 (5) T33VATUGA3) o (=) T3z ¥R TR ).

Donc (h3) 73}'3 ']34-1‘ (ﬂ—f B) 7par §2.3 (3).

Donec : (h4) YB 17 3a (.p,? B) vpar §2.3 (%) qui est une conséquence de

VB 34 (& = B),

Supposons maintenant que 1'on ait (x) 3@ VB (@(B) ¢ (4)& o(B) = B).

Cela signifie : 3@ Ve (If(f reg—gonv c) O (&(c) reg—conv &(c)&a(c) = ¢))

obr ¢ est une variable de mots dans N
(on suppose ¢ de la forme PoQ).

Donc 3@ Ye 113£(f reg.conv, ¢) o 1&(c) reg.conv a(c) & a(c) = e)).

Or la formule (@(05 reg, conv, @(c) &@(c) = c) est normale, Donc on a 3

Jo Ve(M3£(f reg conv ¢) o (3(c) reg. conv, a(c) &a(c) = c))

qui est une reformulation de :
(»x)  Jover(e(B') ¢ (B)§2(8') = B').
Done (*) implique (**)q
Oor de (xx) il découle aussitdt que :
VB! ( J3£(f reg—conv B'))
c.3.d. VBt (Bt € (B)).
Donc : (k') implique (i') par contrabosi’cion.

I1 nous reste donc & prouver (g!') et (kt).

110,

5 2 car ¢ € (f) signifie ¢ reg,Conv ¢
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Démonstration de (g').

Cette formule st'écrit aussi :

(0) Ve (3f(f reg.conv, c) > 37 ((T rez,conv., T)&T = c)) .

~

o ¢ et T est une variable de mots dans N3 , ¢ de la forme P ou Peo
et T d‘e la forme P ou P¢Q .,
Ia formule entre parenthéses dens (0) se reformule constructivement (ef. [ ] §4)v
en 3 Jo Ve (g reg,conv, ¢ o (o(g) reg.conv, gigj_&gﬂgj_f c))
car la formule considérée s'interpréte : de la construction d'un f tel que
f reg,conv, ¢ on déduit la construction dtun T tel que T reg,conv, Tc?E =C,
donc on dispose d'un algorithme passant de la construction d'un tel f & celle
de T, Donc (O) devient ;
Ve Jo Vg (g reg.conv, ¢ 3 (o(g) reg.conv. o(g) .olg) = ¢))
Qui est de la forme Ve Jo A ou A est une formule normale, En vertu de
§2.4 (iii) 1a reférmulation constructive de (b) est donc

(00) 3@ Veg (g reg.conv. ¢ o ( @(cS>Zg5 reg.conv, <2(c)>(z) &<3(c)>g = ¢)).

Or on construit aisément un algorithme B tel que :

<B(c)>(g)

¢ si ¢ est rationnel

ol

<B<c)>(g) cQegsy si1 ¢ nlest pas rationnel,

ol

Alors si on remplace © par B dans B ((OO) est de la forme 3§>B), on

obtient une formule vraie.g. -
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Démonstration de (k') (cf. 6.5. Tseftine [16] pp. 370~373),
Soit A un algofithme du type' (H - ¥) décrivant une suite de segrents
retionnels exvoltés, c,&,.d, tels zue
Vn(An C:An+1)'
et ¢ deux algorithmes, p du type (H - p)- énumérant saus
¢, du type (p-» H) tel que

Soient p

Va’ (Ip(ﬁ(a)) ’f a)u
par exemple en passant

-

répétition tous les rationnels, l'autre
et @ @

construire p
irréductible et en classant les rationnels

On peut donner divers moyens de
par 1l'intermédiaire de la forme

selon la valeur de lp|-+q et procéder comme
algorithmes énumérant les mots dans un alphabet

irréductibles de la forme p/q

-
.

on 1'a fait pour construire des
donné,
Oh définit des algorithmes a , B et y de la fagon suivante
v(m) 5 pnlp(n) ca )

a(n) = p(y(n)) .

si R zadb et 2= pi(3 > b-a) (j entier)
g(n) = ui(j > max (a~+4i)).
0K L. 2" 2
resctectivenent du type (H a-p), T -3

zlzorithmes sont

On vérifie alors gque ces
et (E - H) et qu'ils ont les propriétés :

Vn y(n) ¢ y(n+1)
)

(1)
Vo y(n+1) = y(n) o aln+1) = aln)

(i1)
(1i1) Vkmn (y(m) 3 p(x)&y(n) 3 g(x) > |a(n) - a(n)| < 2
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Les propriétés (1) et (ii) sont immédiates,.

supposons g(n) » (k), alors pour tout m g z.Zk on a ¢la +-%) < yln)

-

w

£h >

L. e oy , . . hod
et donc, par definition de g , p(m(a%———;{)) £ lﬁ.n Colaels, a+-——.;z . N
! 5 n ol

2
désigne la 1opgueur de A::) . On en déduit 7\n < Z“k . Donc, par définition
de 9, "et par la propriété de A , on a y(m) y B(k) et V(n) > B(k)' impliguent
que IQ(m)—@(n)] £ Z_k car S)m‘ € An (on peut supposer m } n), ce qui est (iii).
Nous allons montrer que le mot « = e@®3¢ est un quasi-réel,

Supposons que « n'admet pas de régulateur de convergence :
Alors : 13nVn(m 3 n> 9(m) = aln)).
Sinon l’algoritﬁme transformant tout mot dans {0,1} en n serait un tel régu-
lateur de convergence, Donc, en vertu de (ii) on a

Tdn Vo (n 3 n o y(m) = y(n)).
é‘omme v(m) = q(n) est une formule normale, ceci équivaut a

TIn 73 (o 3 n@v(m). £ v'(n».
C.2.d. par §2.3 (3)

Vo 113 (n 3 ngqyln) # ¢y(@)).
or : Ym (a viA) oh A désigne. (m )n&y(m) #V(n)) car A est exprizeble
algorithmiquement, Donc, par le principe de lerkov,

Vo 3m (o> ndy(n) # ¢(n))
et en vertu de (1)

Vn 3m (m-; ngy(m) > ¢(n)).

*) si a AP =R , alors par définition A_=Db_-a ; on a toujours r_ 3 C
n n n n n n
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Donc ltalgorithme & ainsi défini

d(n) = pm(y(m) > n)
est applicable & tout entier nzturel n
Alors, par la condition (iii); ltalgorithme doB est un régulateur de convergence
de « . +Donc, a est un quasi~-réel. De plus, si x est un réel comrengant par
le mot ea®3 ¢, alors du falt que :

Vin(m  n o «(n) E.An)
ona x € m.n et cela pour chaque n -. On exprime ce fait en disant que le

quasi réel x appartient conditionnellement a An . On a donc établi :

(x) Pour chadque suite de segments rationnels emboiltés, on peut construire

un guasi réel appartenant conditionnellement & chaque segment de la suite considérée
Considérons maintenant 1l'algorithme X% construit dans la démonstration du

emme fondamental (cf, §’9;.2) et solt B son algorithme de développement canonigue,

On définit pour tous H et n wun algorithme ¢! applicable au mo’t; Hon par @

0A3 si B(Hon) ZéA
ct(H =n) =
(1 +x(m)o]) & (2+x(H)o]) =i B(EoR) = A

Lorsque B(Hmn) = A on a donc C'(Han) =2 A3 si 2;(H) = A et
¢'(Hgn) 20 a1 si  %H) =-— , Pour H fixé¢, 1'algorithme gui & chaque n

associe (¢'(Han) est une suite de segments rationnels emboités, Si on note

~

(e, [ 1) e cet algorithme, on note D 1'algorithme :

D(E) = ¢ ~I'{3
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Si on suppose que pour toute suite de sezrments rationnels emboftés (une telle suite

est définie par une formule normale) on veu’t construire un réel appartenant & tous

on peut construire uvn algorithme B , aprliczble au code de tout alzorithre
définissant une suite de segments rationrnels embeftés et le transforment en un
réel appartenant & tous les segments de la suite,

On a donc : Vn B(p(x)) ¢ ¢*(Hon).
si 9(H) = A pour un certain n ¢*(Ban) =2 A3 et done (o)) y2 .
De méme, si  2%(H) = - alors E(p(r)) £ 1. Soit alors
(@) = 7(e®d@))o1a2)) (cf. §4.1.3 corollaire du lemme technique 1) o ¥
est défini par I(OI) = A et X(Oll)% A . Alors €& est applicable & tout
mot H . De plus si 2(HE) = o alors E(D(E)) 2, donc IEMDE)) <2 et
donc on ne peut avoir C(E(D(H)c:1::2) = O[!. Donc G(H) =A. De méme, si
AUH) = -, glors' ¢(H) f A .

Or on salt, par construction de 2, aqu'un tel algorithme & ne peut

exister. On a donc établi

nts retionnels emboltiés

[

(**) 1 n'est pas vrel gue cour toute zuite de sesm

wite,

}._l
I
10

on puisse construire un xéel srverienart & chscus ssomen

*
Supposons maintenant : (xx) VW3'(3' ¢ (2)).

'

Soit A wune suite de segzents rationnels s-zciiéds, Par (%*) on peut lui associsr
un quasi-réel « appartenant conditionrellezent & chague segment de la suite.

*
Par (xx) o est un réel faible et done, par (g') (on considére un régulateur de

convergence de .q) on peut trouver met @ tel que le.mot o« soit un réel,
Et donc par (¥) ce réel appartient & chaque segment de la suite R . Ceci contredit
(%), Donc on a IVBY(B' € (3)).a.
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Appendice 2

Sur les formes du princive de Farkov

Dans le §2 nous avons dit que le principe de Narkov

(1) (Vx (av1a) o (T3x 2 > Iz 1)
est équivalent & 1'énoncé :

"si le processus d'application de ltalgorithme A au mot donné P n‘est
pas indéfiniment prolongéable, 1talgorithme B esf applicable au mot P",
Ce dernier énoncé peut se.résumer par la formule :

(2) MraeE) >t alp)

Nous allons établir cette équivalence,

a. (1) impligque (2).

Bn effet, si on considére B 1'algorithme de développement canonique de & ,
alors
1 &(P) = In (B(Pan) = A)
Or il est clair que :

Vo (B(Pan)

il

A B(Pan) # 4)
puisque pour tout mot Pmn , B est applicable & Paon ,
Donc (2) résulte bien de (1).

b, (2) implique (1).

Nous allons montrer que : chaque fois que Vx(Av’LA) est vrale, on peut

déduire de 11dx A 1tassertion 3Ix A .
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En effet : Vx(Av7A) signifie, d'aprés le principe §2.4(i) qu'on peut
construire un algorithme A applicable a tous les mots que représente la variable
b4 (on suppose ici qu'il ne s'agit nas a'une varisrls restreinte)

valeurs OI ou OH et tel que 1'on ait

I

h(x) O] DA

A(x)

ol

ol|> &

I1 suffit de voir qu'on peut, & partir de & , construire un algorithme B
tel que Ix (a(x) = Ol) = ! IB(P)
pour un mot P dans 1l'alphabet de B .

Congidérons alors N wun algorithme énumérant sans répétition tous les mots
dans l'alphabet de la variable X ., Soit A un alphabet quelcongue, On pose,
pour tout mot P dans A ¢

B(P) = m(a((n)) = of)
I1 est alors évident que :
Ix (a(x) =0]) = In (a(w(n)) =0]) =1 IB(P).
Donc de -T]aX(A(X) = Ol) on tire. ii (a(x) = Ol) puisque de 17! B(P) on

tire ! B(P).
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