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1. Introduction

Le but de ce cours est d’étudier de fagon détaillée le probleme de Cauchy et le
comportement asymptotique en temps des solutions globales d’une classe d’équations
de Schrodinger non linéaires (SNL ; voir ci-dessous). On exposera sur cet exemple
des méthodes générales qui s’appliquent & une vaste classe d’équations dispersives semi-
linéaires dont on donne ci-dessous quelques exemples.

(1) Présentation des équations

On note (z,t) un point générique de I’espace temps R"*1, §; = §/0t et 8; = 9/0z; les
dérivées par rapport a t et z, A le Laplacien dans R”, et O = 9? — A le D’Alembertien
dans R™*!. La fonction inconnue u est définie dans R™*! et & valeurs dans C en général,
parfois dans R.

Equation de Schrddinger non linéaire (SNL)
L’équation est
i = —3 Au+ f(u) (1.1)
avec f : C — C. Le cas f = 0 est I’équation de Schrodinger libre (voir n’importe quel

traité de Mécanique Quantique) pour une particule de masse m = 1 et avec A= 1. Un

exemple typique de non linéarité f qui sera traité dans ce cours est
Fw) = A fuP~u (1.2

avec p > 1 et \ une constante réelle qui n’importe que par son signe, car |A| peut étre
éliminé par un changement d’échelle.

L’équation (1.1) apparait en optique non linéaire pour décrire la propagation d'un
faisceau lumineux intense dans un milieu dont I'indice de réfraction v dépend de 'intensité
du faisceau. L’équation (1.1) s’obtient & partir des équations de Maxwell dans une
approximation d’enveloppe ou u représente 1’amp1'1tudé lentement variable d’'un champ
rapidement oscillant. Si v dépend de u selon v = vy + v |u|?, on obtient I’équation
(1.1)(1.2) avec p = 3.

L’équation (1.1) apparait aussi en théorie des plasmas pour décrire la propagation
d’ondes électromagnétiques et sonores, comme cas limite du systeme de Zakharov

1 O0gu = ———l-Au+nu
2 (1.3)
(7282 —A)n = A |u?
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ol u s’interpréte comme précédemment et n est la déviation de la densité ionique par
rapport & sa moyenne. Le systéme (1.3) se réduit formellement & ’équation (1.1)(1.2)
avec p = 3 lorsque la vitesse du son ionique ¢ tend vers l'infini.

L’équation (1.1) apparait aussi en Physique Nucléaire dans la description des collisions
d’ions lourds.

Equation de Hartree

L’équation est
1 Oqu = ——;—Au-}—(V* |u|?) u (1.4)

ou V : R™ — R est un potentiel d’interaction, par exemple V(z) = |z]|™7, avec v > 0. Le
cas ¥ = 1 est le potentiel Coulombien (pour n = 3). L’équation (1.4) a des propriétés
voisines de celles de (1.1)(1.2), avec une correspondance p — 1 ~ 2v/n, mais elle est plus
réguliere.

L’équation (1.4) apparait en Physique Atomique et en Physique Nucléaire, sous le
nom de théorie du champ moyen. Pour décrire un systéme de NV particules, on considere
alors plutot un systéme de IV équations pour N fonctions u;, 1 <i < N,

. 1
iOpui = —g Aui+ (V *p)ui, p=>_|ui’ (1.5)

et chaque particule interagit par intermédiaire du potentiel V' avec la densité totale p.
Dans le cas d'un atome,A les N particules sont les électrons, on prend V = €% |z|71, et on
rajoute dans chaque équation I'interaction linéaire —ZV (z) u; avec le noyau de charge Ze
fixé & l'origine. En fait, on doit tenir compte en outre du principe de Pauli, c’est-a-dire
du fait que les électrons obéissent a la statistique de Fermi, et on considére une équation
plus compliquée, 1’équation de Hartree-Fock, ou l'interaction non linéaire comporte un
terme d’échange.

Equations des ondes non lindaire (ONL) et de Klein Gordon non linéaire
(KGNL)
Ces équations sont
Ou +miu = f(u) (1.6)

avec m = 0 (resp. m > 0) pour I’équation ONL (resp. KGNL). Ces équations sont les
prototypes des équations hyperboliques non linéaires. Ce sont les équations classiques
correspondant aux Théories Quantiques des Champs (TQC) les plus simples, celles

de champs scalaires neutres (si u est & valeurs réelles) ou chargés (si u est a valeurs
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complexes), avec masse (si m > 0) ou sans masse (si m = 0). Elles apparaissent comme
limites classiques des équations de champs quantiques et ont été utilisées pour fournir

des fonctions d’essai dans une TQC axiomatique proposée par Segal vers 1960, mais qui
a fait long feu.

Equations de Maxwell couplées & la matiere et équations de Yang-Mills

Les équations de Maxwell sont linéaires, mais fournissent un systéme non linéaire
intéressant des qu’on les couple, typiquement de fagon dite minimale, & un champ
de matiére, par exemple un champ scalaire satisfaisant une équation ONL ou KGNL.
Les équations de Yang-Mills sont une généralisation non commutative des équations de
Maxwell et sont déja non linéaires, méme en ’absence de champ de matiére. On peut
aussi les coupler & un champ de matiére, par exemple scalaire, obtenant ainsi un systéme
a fortior: non linéaire. (Equations de Yang-Mills-Higgs (YMH)). Les théories actuelles
des interactions fondamentales, en particulier le Modele Standard, sont des TQC de type
YMH couplés a des champs de Dirac. On ne doit cependant pas se bercer d’illusions.
Les physiciens n’utilisent pas la version classique hyperbolique des équations décrites ici,
et sont intéressés par la TQC correspondante, ou les problémes sont tres différents (et
beaucoup plus difficiles).

Equations de Korteweg de Vries et de Benjamin-Ono généralisées
(KdVG et BOQG)

On prend ici n = 1 et u & valeurs réelles. Les équations sont
Opu + Ou = 9, f(u) ‘ (1.7)

O — Oy |05 |2 u = 8, F(u). (1.8)

L’équation KdV est (1.7) avec f(u) = u?, Péquation KdV “modifiée” est (1.7) avec
f(u) = u?, Déquation (1.7) est le cas particulier 4 = 1 de (1.8), et ’équation BO
est (1.8) avec p = 1/2 et f(u) = u?. Dans (1.8), |0y| est la multiplication par |¢|
en transformée de Fourier. L’équation BO est souvent écrite en utilisant 1'opérateur
sgn(—10;) = F*¢/|E| F, qui est la transformation de Hilbert. Les équations (1.7)(1.8)
sont utilisées pour décrire la propagation d’ondes de surface dans un fluide de faible

profondeur, dans des situations unidimensionnelles.

Il existe un grand nombre d’autres équations de type analogue, utilisées pour décrire
les phénomenes physiques les plus variés.



(2) Propriétés communes a ces équations

Les équations précédentes présentent un certain nombre de caractéres communs, ce
qui permet de leur appliquer un certain nombre de méthodes avec des adaptations
relativement mineures en fonction de ’équation considérée.

Ces équations sont semi-linéaires, parfois au sens strict ou les termes contenant les
dérivées d’ordre maximal sont linéaires (voir par exemple (1.6)) mais en tout cas en un
sens généralisé ou elles sont obtenues en ajoutant un terme non linéaire & une équation
linéaire de base contenant les termes en dérivées d’ordre maximal. Aprés un éventuel
changement de fonctions inconnues et avec un u éventuellement vectoriel, elles se mettent
sous la forme

Oiu = Lu+ f(u) (1.9)

avec une équation linéaire de base (appelée par la suite équation libre)

et une perturbation non linéaire f(u). L est un opérateur différentiel (pseudodifférentiel
pour ’équation BOG (1.8)) indépendant de u, , ¢ (& coeflicients constants) et f dépend
de u et éventuellement de dérivées de u d’ordre inférieur a celui de L.

Ces équations sont dispersives. L’évolution libre (1.10)A a des solutions qui
s’étalent dans I’espace (et dont la régularité en = éventuellement s’améliore) au cours du

temps et en particulier quand ¢t — 0o. Cette propriété sera utilisée systématiquement.

Ces équations sont variationnelles et conservatives. L’équation libre (1.10), et,
sous des hypotheses algébriques convenables sur f, ’équation totale (1.9), est '’équation
d’Euler-Lagrange d'un probléme variationnel associé & une densité de Lagrangien L.
Souvent £ est une fonction locale de u et de ses dérivées premieres (une adaptation est
nécessaire pour les équations de Hartree, KAVG et BOG). Pour tout ouvert borné a

frontiére réguliere A C R™*!) on définit 'action
Ap(u,0u) = / dz dt L(u,0u) (1.11)
A

et on écrit que cette action est stationnaire par rapport & des variations de u, Ju nulles
au bord de A, ce qui donne ’équation d’Euler-Lagrange

8L(u,8u) _ BL oL R
Y T R0 R (112

o 0 < p < n, 8 = 0 et la sommation sur 'indice muet p est sous entendue.
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Dans le cas de I’équation SNL (1.1)(1.2), par exemple, on prend

1 22
(H@tu - u@t E) - 'é' |Vu|2 - ]—)——f——l

1

L(u,0u) = 5

[u[Ptt. (1.13)

On pose u = uy + 1 ug avec uy et uy réelles, et on prend comme fonctions indépendantes

en principe u; et ug, en pratique u et w. On obtient alors

ys 1
—_ =1 - _ p—1 —
= =10u + 2Au AMulPThu=0 (1.14)

qui est bien 1’équation (1.1)(1.2).

Sous les mémes conditions, ’équation totale (1.9) et ’équation libre (1.10) sont
hamiltoniennes. Il existe une fonction E(u,0u) et un opérateur J antiautoadjoint (dans
un espace de Hilbert raisonnable) tels que 1’équation se mette sous la forme

Owu =JOE/du. (1.15)

Par exemple, dans le cas de ’équation SNL considéré plus haut, on peut prendre
E(u) = %/[WP dz + p—zf—l- / lulPt! dz ’ (1.16)

et dans les variables (u,%), J = ((3 —0z>, si bien que I’équation prend la forme
u) (0 —i SE/bu -
% (a) = <z 0 ) (5E/5ﬂ> (1.17)

3tu=—-i5E/<SE=—i(—%Au—l—/\]uP"l u) (1.18)

ou encore

et sa complexe conjuguée.

La structure variationnelle des équations, combinée a leurs propriétés d’invariances,
donne par le théoréme de Noether des quantités conservées par 1’évolution, en particulier
I’énergie. Celles de ces quantités conservées qui ont de bonnes propriétés de positivité
fournissent des estimations a priori des solutions qui seront largement utilisées par la
suite.

(3) Problémes considérés
On étudiera pour ’équation SNL (1.1) les problémes suivants.
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(3a) Probléeme de Cauchy

On considére de facon générale ’équation (1.9). On se donne une condition initiale

u(z,t = 0) = uo(z) dans un espace convenable X et on cherche les solutions du probléme

{ Owu = Lu+ f(u) (1.19)
u(t =0) = uo

dans un espace convenable X'(I) de fonctions u : I + X ol I est un intervalle I = [0, T]
ou I = [~T,T] avec T' > 0. L’espace X(I) pourra étre par exemple l'espace C(I, X) des
fonctions continues de I & valeurs dans X. On considérera en particulier les questions
suivantes.

Existence locale en temps. On essaie de montrer qu’il existe T > 0 et une solution
dans X(I) avec I = [0,T] ou I =[-T,T].

Unicité des solutions. On essaie de montrer que pour tout intervalle I contenant 0, il
existe au plus une solution dans X' (I).

Continuité par rapport aux données initiales. On essaie de montrer que
I’application ug — u est continue, de préférence dans le sens naturel, c’est-a-dire avec la
topologie de X pour ug et celle de A'(I) pour wu.

Si les trois propriétés ci-dessus sont satisfaites, on dit que le probléme de Cauchy
(1.19) est localement bien posé (pour des données initiales dans X, et & valeurs dans
().

Noter que I'unicité est le degré zéro de la continuité par rapport aux données initiales :

si la donnée initiale change peu, la solution change peu, et en particulier pour la méme
donnée initiale, on a la méme solution.

Existence globale en temps. On essaie de montrer qu’il existe une solution dans
X (R). ‘

Si les quatre propriétés ci-dessus sont satisfaites, on dit que le probleme de Cauchy
(1.19) est globalement bien posé.

Régularité des solutions. Soit ugp € X et u € X(I) une solution de (1.19) pour
un X(I) convenable, par exemple C(I,X). On suppose savoir en outre que ug est plus
réguliére, par exemple que up € Y pour un espace Y & X. On essaie alors de montrer que
la régularité est propagée, par exemple que u € Y(I) pour un espace Y(I) naturellement
associé a Y, par exemple C(I,Y). Le fait d’avoir déja une solution dans X(I) peut
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permettre d’aborder ce probléme sans reprendre ab initio le probléme de Cauchy dans

Y, ().

Explosion en temps fini. C’est la situation opposée & celle de l'existence globale.
On essaie de montrer qu’il existe T* < oo tel que la solution de (1.19) explose quand
t T T*, par exemple dans le sens que ||u(?)||x — oo.

Pour chacune des questions considérées ci-dessus, on pourra par ailleurs s’intéresser
au cas de données initiales petites, ce qui peut réduire I'influence du terme non linéaire.
On visera alors des propositions du type : il existe ¢ > 0 tel que pour ||uo|]x < ¢, I'une

ou 'autre des propriétés ci-dessus soit vraie.

(3b) Comportement asymptotique en temps. Théorie de la diffusion

Lorsque le probléme de Cauchy (1.19) est globalement bien posé, on peut s’intéresser
au comportement asymptotique des solutions quand ¢ — foco. Une des méthodes d’étude
de ce probléme est d’essayer de classer les comportements asymptotiques possibles en
termes des comportements asymptotiques obtenus dans un probléme plus simple. Le
candidat le plus évident est fourni par I’équation libre (1.10). On essaie donc de comparer
les comportements asymptotiques des solutions de (1.9) et (1.10), ce qui conduit aux deux
quéstions suivantes.

(Q1) Etant donnée une solution vy de (1.10), caractérisée par sa donnée initiale v (0) =
U4, existe-t-il une solution u de (1.9), de donnée initiale u(0) = ug, asymptote & v,
quand t — 400, par exemple au sens que

[lu(t) —v+(t)||x =0, t— 4oo. (1.20)

Avec pour domaine 'ensemble des uy pour lesquels cette propriété est vraie, on définit
alors I'opérateur d’onde 4 comme l'application Q4. : uy — ug. On définit de la
meéme fagon un opérateur d’onde Q_ : u_ — ug en considérant les comportements
asymptotiques quand ¢ - —oo.

Inversement :

(Q2) Etant donnée u solution de (1.9), existe-t-il deux solutions v de (1.10) asymptotes
a u respectivement pour ¢ — foo. La propriété que ceci ait lieu pour tout ug (dans un
espace X) s’appelle la complétude asymptotique (dans X). C’est une propriété tres
forte qui n’a lieu que dans des cas assez particuliers. Sous cette forme, elle nécessite
par exemple l'absence d’ondes solitaires localisées. Si elle est vraie, elle fournit une

classification complete des comportements asymptotiques des solutions de (1.9) par ceux
des solutions de (1.10).



(4) Méthodes d’étude

On utilisera les méthodes suivantes.

(4a) Méthode de contraction

On est dans la situation ol Popérateur L qui figure dans (1.9) est antiautoadjoint
(L = —L*) dans un espace de Hilbert H (par exemple L?) et définit par le théoréme
de Stone un groupe unitaire & un parametre U(t) = exp(tL), appelé groupe libre. On
remplace alors le probléme de Cauchy (1.19) par I’équation intégrale

u@y=Umuo+A:an—fyﬂwr» (1.21)

ou, en notations évidentes,
u=u® 4 Fu) = A(u),

et on cherche un point fixe de A par contraction dans un espace de Banach convenable.
Cette méthode donne de facon naturelle

— l’existence locale en temps,
— l'unicité des solutions,
— la continuité par rapport aux données initiales.

Elle utilise

—~ des estimations sur le groupe libre, faisant intervenir de fagon essentielle ses
propriétés dispersives ou de lissage (gain de dérivées),
— des estimations de f.

Le lemme de point fixe est élémentaire, la difficulté est de trouver les bons espaces et de
démontrer les estimations.

Pour les comportements a l'infini, la méthode est utilisée pour résoudre le probléme
de Cauchy localement & Uinfini, prélude a la démonstration d’existence des opérateurs
d’ondes. Elle donne comme sous produit l'existence (et 1'unicité) de solutions globales
petites.

(4b) Exploitation des invariants, estimations d’énergie généralisées

Quand l’équation est variationnelle (Lagrangienne, hamiltonienne) ou du moins pos-
sede quelques propriétés algébriques qui la rapprochent de telles équations, on peut

utiliser les lois de conservation exactes ou approchées pour obtenir des estimations
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a priori des solutions a partir des quantités conservées, en particulier I’énergie. Cette
méthode est utile

— pour prolonger en solutions globales les solutions locales en temps obtenues par la
méthode de contraction,

— pour démontrer des comportements asymptotiques convenables de solutions globales,
prélude & la démonstration de la complétude asymptotique,

— pour fournir la matiére premiére des méthodes de compacité.

(4c) Méthode de compacité

On remplace I’équation considérée, ici (1.9), par une équation approchée plus réguliere,
qu'on sait résoudre par des méthodes plus ou moins élémentaires. On utilise les
majorations précédentes pour montrer que les solutions de I’équation régularisée restent
dans un ensemble compact fixe, et on élimine la régularisation par un passage a la limite.
Cette méthode donne en général des solutions globales en temps, mais sans unicité.

Dans la suite du cours, on traitera dans le cadre précédent I’équation SNL (1.1). On
conclut cette introduction par une bréve liste de questions que le titre aurait pu laisser
espérer et qui ne sont pas abordées ici. On ne traitera pas

— le probleme des solutions stationnaires (existence, stabilité, etc.),
— les propriétés de lissage (gain de dérivées pour le groupe libre),

— les équations SNL avec non linéarités contenant des dérivées, qui ont suscité de
nombreux travaux récents utilisant les méthodes d’énergie, les propriétés de lissage
mentionnées ci-dessus, et/ou des méthodes de calcul pseudodifférentiel,

— le probléme de Cauchy pour ’équation SNL périodique en variables d’espace et les
travaux de Bourgain sur ce sujet.

Note bibliographique.

La littérature concernant ’équation SNL est extrémement vaste et il est hors de propos
de donner dans le cadre de ce cours une bibliographie ayant la moindre prétention &
la complétude. On se restreindra & la littérature qui concerne directement la matiére
de ce cours. On donnera & la fin de chaque section, & partir de la Section 3, une
note bibliographique indiquant sommairement ’origine des résultats exposés et leurs
prolongements éventuels.

Le texte qui recouvre le mieux le contenu de ce cours est [C1], qui traite en outre le
probleme des solutions stationnaires et traite en paralléle I’équation SNL et 1’équation
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de Hartree. On y trouvera une bibliographie assez détaillée allant jusqu’en 1993. On
trouvera dans [C2] des compléments plus spécialisés et dans [CHa] un traitement moins
détaillé de ’équation SNL et d’autres équations d’évolution. Un autre exposé sur
I'équation SNL est [K2], qui est essentiellement basé sur [K1]. Il existe par ailleurs

des textes didactiques consacrés en priorité, voire exclusivement aux équations ONL ou

KGNL, [H62], [Re], [So], [Stal], [Sta2], [Stad].
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2. Préliminaires d’Analyse

On donne dans cette section un certain nombre de résultats d’analyse qui seront utilisés
systématiquement par la suite en étant cités de facon plus ou moins explicite. Ces
résultats portent sur les espaces fonctionnels, espaces de Banach en général et espaces de
Sobolev en particulier, sur 'intégrale de Bochner, et sur les résultats de points fixes. Les
références les plus utiles sont [Yo] pour les espaces de Banach et l'intégrale de Bochner,
[A] et [F] pour les espaces de Sobolev et les inégalités associées. Des compléments
d’information seront donnés au fur et & mesure des besoins, en particulier dans la Section 7
a l'occasion des méthodes de compacité.

(1) Espaces fonctionnels

(1a) Espaces de Banach [Yo]

Un espace de Banach est un espace normé complet. Si X est un espace de Banach,
I'espace des formes linéaires continues sur X est lui méme un espace de Banach, appelé
dual de X, et qu’on note X*. Si on s’intéresse & un espace de Banach qui est déja le dual
d’un espace de Banach, on note X, son prédual, i.e. X = (X,)*.

On note ¥ — X le fait que Y s’injecte contintiment dans X (par exemple £P — (4
pour p < q). SiY < X et si Y est dense dans X, alors X* < Y* (mais X* n’est pas
forcément dense dans Y* : parexemple Y = ! 5 X =2 = X* =2 3 YV* == /
est dense dans 2, qui n’est pas dense dans £*°).

La topologie *-faible sur le dual X* d’un espace de Banach X est la topologie sur X*
engendrée par les semi normes N (z*) = |[(z*,z)| ou (-, ) est appariement de X* et X.
Elle possede la propriété suivante, qui est essentielle dans les méthodes de compacité.

Théoreme 2.1 (Alaoglu). Les boules fermées de X* sont -faiblement compactes.

Si X1, X sont deux espaces de Banach et Z un EVT séparé tels que X; — Z, Xy — Z,
alors X; N X3 et X; + X, sont des espaces de Banach quand on les munit des normes

respectives
|lz; X1 N Xo| = Max(|z; X1, [|2; X2|])

llo; X1 + Xo|| = _Inf (|leg; Xal| + [z2; X))
r=r1+22

ou le Inf est pris sur les décompositions de z en somme d’un élément z; € X; et d’un
élément z2 € X,. Si en outre X; N X, est dense dans X; et dense dans X, alors
(XinX)*=X7+ X5,
(X1 +X2)* =X NnX;.

11



On a des résultats analogues pour une famille finie d’espaces de Banach.

(1b) Espaces de Sobolev [A]

On note L™ = L"(R™) lespace des fonctions de puissance r intégrable définies dans
R™ Pour 1 < r < oo, on note 7 ’exposant conjugué, défini par 1/r+1/7 = 1. On a alors
(L™)* = L™ pour 1 < r < co. (Le dual de L*™ est un espace gigantesque et compliqué).
Pour m entier > 0 et 1 < r < 0o, on définit I’espace de Sobolev

> le%ull, < oo} (2.1)

0<|al<m

r

W = {u us W =

ol a = (a1,...,a,) est un multi-indice, et 3% = 97 ...0%~. Sir = 2, on utilisera la
notation Wy* = H® = H™. Il existe une autre version des espaces de Sobolev, définie

au moyen de la transformée de Fourier. On définit celle ci par

Fo© == @)™ [do expl-iz-u(z).
Pour p € R, 1 <7 < o0, on définit alors
A2 = {u: ||F(1+ )7 Fulle = |u; HE|| < o0} (2.2)
On a alors le résultat suivant.
Proposition 2.1. Soit p=m entier >0 et 1 <r < co. Alors W™ = H™.
Ceci justifie la notation Wj* = HJ* annoncée plus haut. Les cas r = 1l et r = 0

sont exclus car la démonstration utilise le théoréme de Mikhlin ([H61], Théoréme 7.9.5
p. 243).

Les espaces de Sobolev satisfont diverses injections qui résultent d’inégalités entre
les normes correspondantes. On donne deux exemples particulierement utiles de telles
inégalités, adaptés aux deux versions citées ci-dessus.

Proposition 2.2 (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg). Soit 1 < p,q,r < o00,0< 53 <m, j et

m entiers,
1 ] 1 1
Lio( ) haal,
p n r o on q

c<lsil/r=(m—j)/netr>1 Alors

S 1o ull, < 0{

lal=j

% <o<1, (2.3)
3 Ha"uHr} ulli= (2.4)

|a]=m
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Commentaire. Voir [F], Théoréme 9.3, p. 24. Dans (2.3), la premiére condition sur o
est ’homogénéité en . La seconde condition exprime qu’s homogénéité fixée, j ne peut
pas dépasser la valeur d’interpolation avec o, i.e. j < om. Le cas limite interdit est
p = oo lorsqu’il a la méme homogénéité que ||0™u||,, sauf si r = 1 auquel cas le résultat
est trivial (en intégrant m — j fois).

La deuxieme inégalité utile est la suivante.

Proposition 2.3 (Hardy-Littlewood-Sobolev). Soit 0 < p < n, 1 < r < ¢ < o0,
1/g=1/r — p/n. Alors
2= xeully < C lull- - (2.5)

Commentaire. Voir [H61], Théoréme 4.5.3, p. 117. La convolution par |z|~(*=#) est
Popérateur C' |A|~?/2 (voir [Ste] p. 117). On déduit donc de (2.5) I'inégalité

llully < C AP, (2.6)
avec les conditions précédentes sur p,q,r. Cette inégalité est ’analogue en dérivées non

nécessairement entieres et dans le cadre des espaces H? du cas j =0, 0 = 1 de (2.4).

On utilisera fréquemment la Proposition 2.3 avec n = 1, la variable étant le temps.
En ce qui concerne la variable d’espace, on pourra se limiter dans le cadre de ce cours
aux espaces de Sobolev d’ordre m entier et on utilisera surtout la Proposition 2.2.

En ce qui concerne les fonctions de I’espace temps, on aura besoin d’espaces de Banach
de fonctions d’un intervalle I C R & valeurs dans un espace de Banach X. Outre les
espaces C(I, X), Cy(I,X) et Cary(I,X) de fonctions fortement, faiblement et *-faiblement
continues (ce dernier cas si X est un dual), on aura besoin d’espaces L4(I,X). Pour
définir ces espaces et pour donner un sens & l’équé,tion intégrale (1.21), on a besoin de
quelques résultats d’intégration vectorielle.

(2) Intégrale de Bochner ([Yo], p. 130-136)

Soit (S, i) un espace muni d’une mesure et X un espace de Banach (en pratique $ = R
ou I intervalle C R et y mesure de Lebesgue).

Définitions. Une fonction z : s — z(s) de S dans X est dite

(1) simple (ou & image finie) si elle prend un nombre fini de valeurs non nulles, chacune
sur un ensemble mesurable de mesure finie :

z(s) = Zaj x(Bj), aj€X, p(Bj) <oo, (2.7)

i=1
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(2) aimage presque séparable il existe By mesurable avec p(Bg) = 0 tel que I’ensemble
{z(s) : s € S\ By} soit séparable,

(3) faiblement mesurable si {f,z(-)) est mesurable pour tout f € X*,

(4) fortement mesurable si elle est limite forte dans X presque partout de fonctions
simples, 1.e. s’il existe By mesurable avec u(Bg) = 0, et une suite {z,} de fonctions
simples telles que

Vse S\ By, li_)m llzn(s) — z(s)]|x =0.

Théoréme 2.2 (Pettis). z(s) est fortement mesurable ssi elle est faiblement mesurable
et a image presque séparable.

Seulement si est évident : R(z) C UR(z), fermeture d’un ensemble dénombrable.
Si : voir [Yo] p. 131. |

En particulier si X est séparable, faiblement mesurable < fortement mesurable.

Intégrale de Bochner. L’intégrale d'une fonction simple (2.7) est définie évidemment
par

[e@due)= 3 aiumy). (2.8)

1<j<N

Définition. Une fonction z(s) : S — X est dite Bochner intégrable si elle est limite
simple presque partout d’une suite de fonctions simples {z,} et si

lim / l[2n(s) — 2(s)|| dus(s) = 0. (2.9)

n—rco

On définit alors

/x(s) du(s) = nlglgo/xn(s)‘ dp(s) . (2.10)

Remarque. II résulte de (2.9) que (2.10) est une suite de Cauchy dans X et ne dépend
pas du choix de la suite {z,}.

Théoréme 2.3. Une fonction z(s) fortement mesurable est Bochner intégrable ssi
||z(s)|| est intégrable. De plus

“/x(s) d”(S)H S/||~"v(8)||du($)- (2.11)
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Corollaire. Siz(s): S — X est Bochner intégrable et si T : X — Y est un opérateur
borné (X et Y espaces de Banach), alors T z(s) est Bochner intégrable et

T/:z:(s) du(s) = fT:z:(s) du(s) . (2.12)

Théoréme 2.4 (convergence dominée). Si z(s) : S — X est limite presque partout
d’une suite {z,} de fonctions intégrables et si 3 f : S — R™*, f € L'(S,du) telle que
llzn(s)]] < f(s) Vn et p.p. en s, alors x est Bochner intégrable et

/:z:(s) du(s) = nli_r)réo Tn(s) du(s) .

Remarque. Si X est réflexif, on peut aussi définir [ z(s) du(s) comme intégrale faible,
si on a un minimum de contréle sur l'intégrand. Si X n’est pas réflexif, cette intégrale
est & valeurs dans le bidual X**.

On peut maintenant définir les espaces L(I, X).

Définition. Soit I C R un intervalle, X un espace de Banach, et 1 < g < co. On définit
L4(I,X) comme Despace des fonctions fortement mesurablest — f(t) de I dans X telles

que ||f; X1} € LY(I).

L’espace L?(I,X) est un espace de Banach avec la norme naturelle

f; L2 X = TG XA LD

Pour ¢ < o0, D(I, X) est un sous espace dense de LI, X).

L’espace LI(I,X) est séparable pour ¢ < co et X séparable (ce résultat sera utilisé
dans les méthodes de compacité, avec X = H*).

L’espace dual de LY(I,X) est, dans les bons cas, ce qu’on attend.
Théoréme. 2.5. Soit 1 <G < oo et X réflexif ou X* séparable. Alors

LI, X)* = LY(I,X*).

On utilisera beaucoup les espaces LI(I, L"). On a en particulier
LYI,LT)* = LY(I,L")
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pour 1 £ g < oo et 1 <F < 0o, qui couvre tous les cas intéressants sauf le cas r = oo

(L* n’est ni séparable ni réflexif). Ce résultat suffira pour les applications faites dans
ce cours.

L’intégrale de Bochner permet de donner un sens & ’équation intégrale (1.21). Le
terme intégral

Flu) = /0 it Ut — ) f(u(t'))

sera considéré comme intégrale de Bochner dans un espace X assez grand pour que
les hypotheses soient faciles & vérifier, par exemple X = H™N avec N assez grand.
Fréquemment, I'intégrand sera mesurable parce qu’il sera continu.

(3) Résultats de point fixe
On utilisera le résultat élémentaire suivant.
Proposition 2.4. Soit X un espace de Banach, SC X et A: S — X.

Soit A contractant dans S, i.e. tel que
36 < 1, V’ul,U2 € S, HA(u1) — A(’LLQ)HX < ) ||U1 — ’LLQHX .

Alors 'équation Au = u a au plus une solution dans S.

On suppose de plus S fermé dans X et A(S) C S. Alors I’équation Au = w a une
(seule) solution dans S.

Preuve. Unicité : u; = A(u1) et ug = A(ug) =
lur — wollx = ||A(u1) — A(uz)||x <& flur —uzllx = |[ur —usflx =0.

Existence : S fermé dans X est complet et les itérées A™(ug) pour ug € S forment une
suite de Cauchy dans S.

La continuité par rapport aux données initiales sera obtenue en utilisant le résultat
suivant.

Proposition 2.5. On suppose de plus que A(u) = u(® + F(u) et que les hypothéses
sont satisfaites uniformément pour u(® € Sy C X, i.e. So+ F(S) C S et

38< 1, Yuj,up €5, ||F(u1)— Fug)llx <0 |lur —ueallx -
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Alors I'application u(®) — v est Lipschitz continue en norme X de So dans S.
Preuve. Soit u; = ugo) + F(u;), 1 = 1,2. Alors

Huy — ug||x < [l = wlPx + [|[F(u1) — Fu2)||x
< 1ul® = ul||x + 8 [Jur — uallx

- [¢] 0
llus — ugllx < (1= 8) Y ul® —ui?|x .

On obtiendra des propriétés de continuité supplémentaires au moyen du résultat
suivant.

Proposition 2.6. On suppose en outre qu’il existe une famille emboitée
Xo(0£6<1), Xo=X, X1 =Y, Xog— Xg =i 6>6 et

[lw; Xol| < C fJu; XI=° flus YI°

et on suppose que S est borné dans Y. Alors I’application u(® — u est (1 — §)-Holder
continue de Sy (en norme X ) dans S (en norme Xy) pour 0 < 6 < 1.

Preuve. ©) ©)
lur —ugllx < (1—=8)" luy” —uy'|lx

llur — ually <2 Sup |jully
u€S

= Jug — ua]|x, < C [l — w5

En pratique Sog C Y. Par exemple, F(0) = 0 = So C 5, et on aimerait savoir
que u® — u est continue de Y — Y. Ceci ne résulte pas des arguments généraux
qui préceédent et demande une estimation supplémentaire sur I’équation, qui raffine la
stabilité de S C Y et utilise les propriétés de continuité précédentes (voir par exemple la
Proposition 4.3 ci-dessous).

Dans les applications de la Proposition 2.4, S sera souvent une boule fermée d’un
espace Y «» X, et on devra s’assurer que S est fermé dans X en norme Le résultat

suivant couvrira les besoins.
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Proposition 2.7. Soit X, —+ Y, dense, si bien que Y — X, et S boule fermée dans Y.
Alors S est fermée en norme dans X.

Preuve. S est Y,-faiblement compacte par le Théoréme 2.1, donc X,-faiblement
compacte car la topologie X,-faible est plus faible que la topologie Y,-faible, donc S
est X,-faiblement fermée dans X (compact = fermé), donc fermée en norme dans X,
car la topologie de la norme est plus forte que la topologie X,-faible.

On appliquera ce résultat par exemple avec X, = L}(L?),Y, = L}(H™!'), X = L*®(L?)
et Y = L>®(H?).

(4) Satisfaction de I’équation

On devra décider en quel sens l’équation différentielle

Ou = Lu+ f(u) (1.9)
et ’équation intégrale
w(t) = U(t) uo + / dt' Ut —t') F(u() (1.21)
o]

sont satisfaites, et montrer qu’elles sont équivalentes. Le probléme de 1’équivalence sera
en principe traité dans chaque cas particulier et en pratique évacué. On se borne ici aux
remarques suivantes.

(1) On s’intéresse au probléeme d’équivalence des deux équations seulement dans les
situations ou on sait faire quelque chose avec I’une ou 'autre, ce qui veut dire en pratique

avec beaucoup plus de régularité sur u que ce qui est nécessaire pour le traiter.

(2) Vérifier (1.9) est vérifier une égalité, et il suffit de le faire en le sens le plus faible
possible, 7.e. dans D'(R™*!). On aura en général des informations bien meilleures sur
chacun des termes séparément.

(3) Pour léquivalence de (1.9) et (1.21), il suffit de vérifier que l'intégrale dans (1.21),
soit F'(u), satisfait

(0 — L)F(u)=0.
En général F(u) € C*(I,H~") pour un N assez grand, et le sens de cette relation est
sans probleme.
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3. L’équation de Schrodinger libre

On donne dans cette section les estimations fondamentales du groupe de Schrédinger
libre qui seront utilisées dans les sections suivantes. La démonstration de ces estimations
est en partie basée sur des arguments de dualité abstraits qu’on expose & cette occasion.
Ces arguments de dualité sont applicables a toutes les équations considérées dans
I'Introduction.

L’équation de Schrodinger libre
_ 1
z@tu = —5 Au (31)

est résolue par le groupe unitaire & un parametre (unitaire dans H? pour tout p € R)

U(t) = exp (i % A). (3.2)
Ce groupe peut étre représenté par

U(t) = F ! exp (— % 52) F = (2rit) /2 ea:p(i ;—i) *gp (3.3)
ou *; dénote la convolution en z.

I résulte de la derniére forme que U(t) est borné de L* dans L™ avec

U Q) flleo < (2 1) (1 £1]1 (3.4)

pour tout ¢t # 0. En interpolant entre (3.4) et 'unitarité dans L*

U (&) Fllz = [I£]l2

par le théoréme de Riesz-Thorin, on voit que pour 2 < r < co, U(t) est borné de L™ dans
L™ avec

U@) fllr < @ [t) ™ || £llF (3.5)
ou0<é(r)=n/2—n/r<n/2

Soit I C R un intervalle. On introduit les opérateurs

(U % F)(t) = / &' Ut — ') F() (3.6)
Ceafi® = [ deve-) ), (3.7)

In{t <t}
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ou la lettre R signifie retardement et représente la restriction ¢/ < ¢. On obtient alors
une premieére famille de majorations.

Lemme 3.1. Soit 0 < §(r) < 1,1 < g1,q2 < oo et /g1 + 1/ga = (r), ou r = 2,
¢1 = ¢2 = oo. Alors pour tout intervalle I,

U * f; L8(L, LN < CIf; L=(L, I, (3.8)
|U *r f; L9(L, L) < CIIf; L8(L, LT

avec une constante C' indépendante de I.

Preuve. Pour §(r) > 0, le lemme résulte de (3.5), des définitions, et de I'inégalité de
HLS (Proposition 2.3) en temps. Le cas r = 2, g1 = ga = co est trivial.

Remarque. Les valeurs r et ¥ dans les MD et MG de (3.8) et (3.9) sont conjuguées,

mais il n’y a pas de couplage séparé entre r et ¢; ou gs.

Pour aller plus loin, on a besoin d’un résultat abstrait de dualité. Ce résultat est
élémentaire et dit simplement, dans un contexte approprié, qu’il est équivalent qu’un
opérateur A soit borné, que son adjoint A* soit borné, ou que A*A soit borné. Le

contexte utile est le suivant.

Soit D un espace vectoriel. On note D} son dual algébrique, £,(D, X) Uespace des
applications linéaires de D dans un espace vectoriel X, et (p, f)p l'appariement entre
D* et D (avec f € D et ¢ € D}), qu'on prend linéaire en f et linéaire conjugué en ¢.

Lemme 3.2. Soit H un espace de Hilbert, X un espace de Banach, X* le dual de X, et
D un sous espace vectoriel dense de X. Soit A € L,(D,H) et A* son adjoint, défini par

(A*’U,f>'D=('U,Af>, vaD) VUGHa
ot {-,-) est le produit scalaire dans H. Alors les conditions suivantes sont équivalentes.
(1) 1l existe a, 0 < a < oo tel que pour tout f € D,

HAfIl < alif; X1 (3.10)

(2) R(A*) C X* et il existe a, 0 < a < co tel que pour tout v € H,
|A%0; X*|| < aflo]]. (3.11)
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(3) R(A*A) C X* et il existe a, 0 < a < oo tel que pour tout f € D,
|A*Af; X < @ |15 X1 (3.12)

ot || - || est la norme dans H. La constante a est la méme dans les trois conditions.
Si I'une de (toutes) ces conditions est (sont) satisfaite(s), les opérateurs A et A*A
se prolongent par continuité en des opérateurs bornés de X dans H et de X dans
X* respectivement.

Soit en outre X un sous espace fermé de X*. On renforce les conditions (2) et (3)
comme suit

(2) R(A*) C X et (2) est satisfaite.
(3) R(A*A) C X et (3) est satistaite.
Alors (2)& (3)=(1).

Preuve. Du fait que D est dense dans X résulte que X* est un sous espace de Dj.

(1) = (2). Soit v € H. Alors pour tout f € D,
(A%, fyp] = (v, AO] < PIHTAFI] < eloll 11f; XTI
(2) = (1). Soit f € D. Alors pour tout v € %,
(v, Af)l = (A%, fio| < ||A%v; XA X < alloll1f; XH]

Il est clair que (1) et (2) = (3), donc (1) ou (2) = (3).
(3) = (1). Soit f € D. Alors

(Af,Af) = (A*Af, fYp < |ATAS XA XN < @ LI X2

Variante avec (2)(3). Il est évident que (2) = (2), (3) = (3) et R(A*A) C R(A*),
done (2) = (3) = ().

D’autre part R(A)t C N(A*) par définition, donc par décomposition orthogonale
H =R(A) ® R(A)*, on a R(A*) = A* R(A). Mais sous les conditions (1)(2)(3), A* est

borné, donc par continuité :

A*R(A) c A*R(A) = R(A*A) c X



si R(A*A) C X et si X est fermé. Donc sous (1)(2)(3), on a (3) = (2). Donc
(3) & (2).

La variante (2)(3) est adaptée au cas oit X a un dual gigantesque mais ol on sait que
A*AX c X ot (X, X ) est un couple en dualité. Ce cas se produira pour ’équation SNL
avecn = 1, X = L*3(I,L'), X = L*(I,L®). L* n’est ni réflexif ni séparable et les
théorémes connus de dualité ne s’appliquent pas (voir Théoreme 2.5).

Le corollaire suivant sera trés utile.

Corollaire 3.1. Soit H,D et deux triplets (X;, Ai,a;) (i = 1,2) satisfaisant les
conditions (1)(2)(3) du Lemme 3.2. Alors pour tous les choix 1,7 = 1,2, on a
R(AF A;) C X7, et pour tout f € D

A A f; XPN < as a5 || £5 X5 (3.13)

En particulier AT A; s’étend par continuité en opérateur borné de X; — X et (3.13) est
valable pour tout f € X;.

L’exemple fondamental de la situation précédente est le suivant. Soit H un espace de
Hilbert, U un groupe unitaire & un parametre dans H et I C R un intervalle (borné ou
non). On définit 'opérateur borné de L*(I,H) dans H

Af = /U(——t) f(¢) dt, (3.14)
I
dont 'adjoint est 'opérateur borné de H dans L*(I,H)
(A*0)t)=U(t) v, (3.15)

la dualité étant définie par les produits scalaires dans H et L*(I,H). Alors toutes les

conditions du Lemme 3.2 sont satisfaites avec
X=L'(I,H), a=1, X*=L%U,H),X =(CNL°)(I,H),
et D n’importe quel sous espace dense de X. L’opérateur A*A est
A*A f(t) = /Idt’ U=t fit')= (U = f)t) (3.16)
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et on notera par analogie (voir (3.6)(3.7))
(A"A)r f(t) = (U *r f)(t) . (3.17)
Cet exemple est adapté 3 la résolution du probléeme de Cauchy pour une équation
Siu=Lu+f, u(0)=ug (1.19)

qu’on résout formellement, avec U(¢) = exp(tL), par

¢
u(t) = U(t) uo +/ dt' Ut —t") f(¢') (1.21)
0
i.e. avec les opérateurs précédents
u = A* uo + (A*A)R X+f (318)

oll x4 est la fonction caractéristique de RT. En particulier la situation du Lemme 3.2
invite & résoudre I’équation dans X* ou dans X pour des données initiales dans H, en
s’assurant que f € X. Le Lemme 3.2 est cependant insuffisant car il ne tient pas compte
de x4+ et du retardement dans (3.18), i.e. des restrictions 0 < ¢/ <t de I'intégration en
temps.

La restriction #' > 0 peut étre considérée comme une condition de support sur f.
On l'évacue en se restreignant a des espaces du type suivant.

Définition. Un espace de Banach X de distributions dans l'espace temps est dit
stable par restriction en temps.si la multiplication par une fonction caractéristique
d’intervalle x1 en temps, I C R, est un opérateur borné dans X avec une norme bornée
uniformément par rapport a I.

Ce sera le cas des espaces ou la variable temps est controlée sous forme L, sans
dérivées, et on s’efforcera d’utiliser de tels espaces (voir cependant la Section 6 ol on
utilise des espaces avec des dérivées entieéres par rapport au temps, ce qui modifie
I’équation par des termes de bord. Les dérivées non entieres par rapport au temps
posent des problémes plus sérieux).

Le retardement, i.e. la restriction #' < ¢ est un probléme plus sérieux, et dans
les conditions du Lemme 3.2 et du Corollaire 3.1, on doit montrer en outre qu’il préserve

les majorations. On a déja trouvé un cas ot le retardement est inoffensif, & savoir le cas
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diagonal du Lemme 3.1, i.e. X; = X = LY(I,L") avec 0 < 2/q = §(r) < 1. On donne

un second cas inoffensif.

Lemme 3.3. Soit A, A* donnés par (3.14)(3.15) satisfaisant les conditions du Lemme 3.2
pour X stable par restriction en temps. Alors (A*A)g est borné de L*(I,H) — X* et
de X — L*°(I,H).

Preuve. Il suffit de montrer que (A*A)g est borné de X — L°(I,H). Soit f € D.

(A" A)r F); A = UE) Al (E = ) HI < allxa (=) BEOIS X

par P'unitarité de U, la partie (1) du Lemme 3.2 et la stabilité de X. En prenant le Sup
par rapport & t, on obtient

NA*A)r f5 L=(L,H)|| < a Stlel? |

X+t =) BOWIS X
L’autre partie s’en déduit par dualité.

On applique maintenant les résultats précédents a ’équation de Schrodinger.

Définition. Un couple (q,r) est admissible si 0 < 2/q = é(r) < 1.

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant.
Proposition 3.1.
(1) Pour tout couple admissible (g,r)

U () ws LY(R, L7)| < Cr |fulfz - (3.19)

(2) Pour tous couples admissibles (q1,71) et (g2,72) et tout intervalle I C R

U  £; LI, L™)|| £ Cr, O, lIf5 LTI, L72)]] (3.20)

U *r f; L9 (I, L™)|| £ Cry O, |If; LT(1, L72)]] (3:21)
Les constantes C, sont indépendantes de I.

Preuve. L’estimation (3.8) avec ¢; = g2 = ¢ montre que l’opérateur A précédent satisfait

la condition (3) du Lemme 3.2 pour tout couple admissible (¢,r) avec X = L¥(I,LT) pour
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tout I C R, avec X* = LY(I,L") saufsin =1, ¢ =4, r = co ot X = L*(,L*®). La
partie (1) de la Proposition 3.1 est la partie (2) du Lemme 3.2, et I'estimation (3.20)
résulte du Corollaire 3.1.

Le résultat retardé (3.21) est valable de L}(L?) dans L(L") et de LI(L™) dans L°°(L?)
pour tout (g,r) admissible par le Lemme 3.3 et de L(L7) dans L¢(L") pour tout (g,r)
admissible par le Lemme 3.1, donc dans les cas annoncés par interpolation.

Remarque (trés importante pour les applications). Les couples (q1,71) et (gz2,72) dans
(3.20) et (3.21) sont complétement découplés.

Note bibliographique.

Les inégalités de la Proposition 3.1 sont souvent appelées inégalités de Strichartz. Elles
ont été démontrées dans [Sti] dans le cas particulier ¢ = r = 2(n+2)/n pour ’équation de
Schrodinger et sous des hypotheéses du méme type pour ’équation des ondes et ’équation
de Klein-Gordon, par une méthode d’interpolation complexe. L’argument de dualité du
Lemme 3.2 est utilisé dans [Sti] avec pour opérateur A la restriction de la transformée de
Fourier & une surface. Le cas général de (3.19) et de (3.20)(3.21) se trouve dans [GV2] et
dans [Ya] respectivement. Il existe 'analogue de la Proposition 3.1 pour de nombreuses
équations dispersives, et en particulier pour ’équation des ondes. On trouvera un exposé
didactique de ce dernier cas avec une bibliographie détaillée dans [GV5].

On peut obtenir des inégalités plus générales par interpolation entre celles du
Lemme 3.1 et de la Proposition 3.1. Voir a ce sujet [K3]. Ces inégalités permettent
de raffiner les résultats sur le probléme de Cauchy (voir ci-dessous).
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4. Le probléme de Cauchy local dans 1 et dans #!

Dans cette section, on étudie le probléme de Cauchy (1.19) pour I’équation SNL (1.1)
et on montre que ce probleme est localement bien posé au sens de la Section 1.3 pour des
données initiales up dans L? ou dans H!, & valeurs dans des espaces fonctionnels X'(+)
convenables. Toute cette section est basée sur la méthode de contraction appliquée 3
I'équation intégrale associée & ’équation SNL (1.1) (cf. (1.21)), qu’on réécrit dans le cas
présent pour référence ultérieure

u(t) =U(t) uo — 1 /0 dt' Ut —t') f(u(t)) (4.1)

u=u® + F(u) = A(u) (4.2)

ou U(:) est le groupe libre (3.2). Les opérateurs (non linéaires) F et A sont définis par
(4.1)(4.2) et seront utilisés systématiquement dans la suite sans autre rappel.

(1) Choix des espaces de résolution

Il y a une assez grande liberté dans le choix des espaces fonctionnels. On peut soit
laisser flotter plusieurs parameétres, soit faire des choix arbitraires. On commence avec
des espaces assez généraux et on fera éventuellement des choix particuliers par la suite.

Sur la base des résultats obtenus dans la Proposition 3.1 pour le groupe libre, on
définit pour p > 0 et I un intervalle, 'espace

x?(1) = {u:u € (€N L)1, H?) et ue LI(I,HE) pour 0 < 2- =4 <1}. (43)

La Proposition 3.1 entraine que up € H? = U(-)uo € X?(R) avec des estimations de
toutes les normes utilisées.

(I) en remplagant L™ et L? par L et L]

Si I n’est pas compact, on définit X/ e

loc
dans (4.3). Dans le cas p = 0, on omettra p.

Les espaces X*?(I) ne sont pas naturellement des espaces de Banach car 'intervalle de
variation de r est semi-ouvert (pour n > 2). Pour avoir des espaces de Banach, on coupe
cet intervalle en se limitant 4 0 < §(r) < §g < 1, et on définit, avec 2/go = é(rg) = do,
les espaces

XD ={u:ue(@nL®)I,H?) et ue LI, HY) pour 0 < 3 = 8(r) < bo )
=(CNL>®)I,H?)NL%*(I,H) (4.4)
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qui sont des espaces de Banach avec les normes naturelles. On effectue la méme
modification pour les espaces locaux en temps.

(2) Hypothéses sur f(u)

Dans toute cette section et dans la plupart des suivantes, on suppose que f satisfait
I’hypothese

(H1) f e CYC,C), f(0) =0 et il existe p, 1 < p < oo tel que pour tout z € C

7 =max (| 2] | L)) <o+ pn.

On imposera par la suite des bornes supérieures sur p en fonction des besoins.

L’hypothese suivante ne sera pas utilisée techniquement dans cette section, mais on
Pintroduit dés maintenant pour orienter les développements ultérieurs.

(H2) (Invariance de jauge). Pour tout z € C, f(z) = f(Z). Pour tout z € C et tout
w € Cavec |w|=1,0na f(wz) =wf(z).

Si f est continue, ce qui sera toujours supposé dans les applications, cette hypothese
peut étre réécrite de la fagon suivante

(H2) 3V € C(C,R) tel que V(0) = 0, V(z) = V(|2|) pour tout z € C et f(z) = V/0z.

Dans toutes les applications olt I’hypothése (H2) sera faite, on utilisera sans autre rappel
la fonction V figurant dans cette deuxiéme version.

L’hypothése (H2) est encore équivalente A :
Jg:RT = R telle que f(2) = z g(|z]%).
Si on définit G(|z|?) = V(|z|), on a alors g = G'.
L’hypothese (H2) assure que 1’équation SNL est Lagrangienne avec
i, 1 2
L= E(u Ou —u o) — 5 |Vul® = V(u)

et hamiltonienne avec !
E(u) = = [|Vull3 +/dx V(u). (4.5)

(Voir Section 1.2). La fonction E(u) est appelée 'énergie et sera utilisée dans toute la
suite sans autre rappel.
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(3) Considérations d’invariance et d’homogénéité
On rappelle que la norme dans H? est conservée par ’équation libre, i.e. que le groupe
libre U(-) est unitaire dans H? pour tout p € R.

Sous 'hypothése (H2), certaines quantités contenant des normes H? pour certaines
valeurs de p sont conservées, suggérant que ces valeurs de p sont plus intéressantes que
les autres. Ceci apparaitra dans le traitement du probléme de Cauchy global dans la
Section 5. Les lois de conservation les plus intéressantes sont :

- la conservation de la norme L%, correspondant & p = 0. On déduit formellement de
I’équation (1.1) en formant 2 Im(u,Eq (1.1)) que

3 |[ull§ = — Im(u, Au) + 2 Im{u, f(u)) = 0.

~ La conservation de ’énergie, qui est reliée 4 la norme H'. En formant 2 Re(d;u, Eq (1, 1)),
on obtient

0 = — Re(Byu, Au) + 2Re(0su, f(u))
= (9t{% ||Vullz + /d;c V(u)} = 0; E(u),

donc l'énergie est également conservée.

Les autres lois de conservation seront étudiées de fagon générale dans la Section 8.

L’homogénéité en (z,t) est liée & l'invariance par dilatation. Considérons ’équation

SNL avec une non linéarité en puissance

1 0pu = —% AutlulPlu.
Cette équation est invariante par la transformation

u = up(z,t) = A% u(Az, At)

pour la valeur &« = 2/(p — 1). Supposons qu’on veuille résoudre cette équation pour
une donnée initiale ug € H? dans l'espace associé X?. Les normes qui caractérisent la
régularité locale de uo et des solutions u sont celles qui portent les dérivées d’ordre
maximal en z, & savoir || |V{Puollz et |} |V|?u;L4(-,L7)||. Ces normes ont le degré
d’homogénéité en = (compte tenu du fait que t ~ z?)

n 2 n

n 2
— —_——p0 = — — -{———(S = — —
r+q P 5 p p () 5 P
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indépendamment du choix de (g,r). Elles sont invariantes par la transformation de
dilatation ci-dessus si @ = n/2 — p. La situation ou les deux valeurs de « considérées

sont égales est assez importante pour appeler une définition.

Définition 4.1. La puissance p est critique (resp. sous critique, resp. sur eritique) au
niveau de H? (pour abréger : au niveau p) si (p—1)(n/2—p) = 2 (resp. < 2, resp. > 2).

On n’utilisera cette notion dans ce cours que pour 0 < p < n/2. Les valeurs les plus
intéressantes de p sont :

p=0,donnant p—1=4/noup+1=2(n+2)/n =rg (valeur L? critique). La valeur
de rs ainsi définie est la valeur pour laquelle ¢ = r = rgs dans la condition d’admissibilité
2/q=46(r). On a alors 2/rg = d(rg) = n/(n +2).

p = 1. La valeur H?! critiqueest p— 1 =4/(n—2)oup+1=2n/(n—2)=2*% qui
est la valeur critique de Sobolev, c’est-a-dire la valeur limite pour laquelle H* C L?*!
(n > 3). Clest la valeur limite pour laquelle le terme potentiel est controlé par le terme

cinétique dans ’énergie pour une interaction en puissance

2
= p-1 = p+l
flw) = ulul ™ = V(W) = —2 "

Il est commode de représenter la relation de criticité entre p et p dans les variables
p,(p + 1) ou elle prend la forme

n p—1 n

e+l =5 T T aTans,)

En particulier (voir la Figure 4.1)
p=0—=dp+1)=n/(n+2)=15rs)
p=1-=6p+1)=1
p=n/2=56{p+1)=n/2

La notion de criticité joue un role essentiel dans la résolution du probleme de Cauchy
par une méthode de contraction pour la raison suivante.

Supposons qu’on cherche une estimation de X? dans X* de 'opérateur intégral F'(u),
qui figure dans (1.21), pour un f homogéne de degré p en u, du type

| IV1P F(w); LI, L)} < M (|| [V]Pw; L9 (I, L7)]])
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Fig. 4.1 Criticité de p au niveau p dans les variables (p,é6(p+1)).

Le cas représenté est n = 6.

ou (g,r) et (¢',r") sont des couples admissibles. Cette estimation est obligatoirement du
type

1 1V[° F(u); LI, L) < CII[V]Pu; L9 (1, L7)| P |1]°
par homogénéité en u, ou |I| est la longueur de I, et le dernier facteur peut résulter de

l'inégalité de Holder en temps, ce qui impose § > 0. L’homogénéité en z donne alors

41~ 6)

n n
Z_ =p(2—p)+20—p—1= .
pr2=p(5-p) +2p-1="p

2

Plus généralement, on pourra chercher une estimation dans un espace Y homogene, sur
les bornés de X? NY, et linéaire dans la norme de Y

IF(u) YN < Cllws Y|V IPu; L7 (L, L) |17
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ce qui donne la méme relation entre p et p.

On voit alors que la condition # > 0, nécessaire pour ’existence d’une telle majoration,
est précisément la condition de sous criticité de p au niveau p.

Ce résultat est trés général et s’applique sous une forme appropriée a toutes les
équations considérées dans I'introduction.

(4) Résultats d’unicité

On passe maintenant & 1’étude du probléme de Cauchy local pour 1’équation SNL, et
on commence par donner quelques résultats d’unicité. On donne successivement, dans
la. proposition suivante, un résultat adapté & L?, un résultat adapté & H? pour p > 0
général, et un résultat minimal adapté & H'. Ce dernier est le résultat de [K1].

Proposition 4.1. Soit f satisfaisant (H1) et I un intervalle contenant 0. Alors

I'équation SNL (1.1) avec u(0) = uo a au plus une solution dans les cas suivants :

(1) pour p@l +4/n et ug € L?, dans Xpt1,10c(1).

(2) Pourp > 14+ 4/n, p~1 = 4/(n —2p) avec 0 < p < n/2 et up € H?, dans
Xrotoc(I) N LE _(I,L*), pour

loc

n —24(s)
" —
X

(3) Pour0<p—1<4/(n—2) et ug € H, dans C(I,L?) N L2 (L? N LPT1),

loc

p<5(3)<Min<g,p+1>,OS%S(?(S)—pet <GS <.

Commentaire. Les hypothéses ne sont pas optimales, mais le gaspillage est modéré
dans (1) et (2), voir la preuve, (3) est un cas particulier de (1)(2) adapté & la théorie
H!.

Preuve. On démontre la proposition par ’absurde.

Le probleme est local en temps. Soit u; et uy deux solutions avec la méme donnée
initiale u(0). Soit
to=Inf{t:t>0 et ui(t) # ua(t)}
alors u1(to) = u2(to) et il suffit de montrer que I’équation avec donnée initiale u(tg) en
to ne peut pas avoir deux solutions différentes dans [to, tg + T'] pour T positif petit. On

se ramene a tg = 0 par translation. Il suffit donc de prouver le résultat pour I = [0, T,
T petit.
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On procede par contraction partielle de la norme dans Xro,loc sur les bornés de
'espace indiqué. (Proposition 2.4 avec X = X, (I) et S une boule convenable de I’espace
indiqué). On estime pour I = [0, 7]

1F(u1) = F(ua); X(DI| < C || F(wr) = flug); LT (1, L7)]]

par la Proposition 3.1. On sépare f = fi + f» avec |fi| < C et |f4] < C |u|P~1. On peut
prendre (¢',7') différents pour estimer f1 et f2, avec 0 < 2/¢' = 6(r') = ¢’ < 1.

Pour f;, on prend v’ = 2, ¢’ = 0o, d’ol1 une contribution

< CTus — uq; L=(1, L2)|| .
Pour f5, on continue en omettant I’indice 2 et on estime

Flu) = Flun) =/0 N ' Ovur + (1= ) ug)(ur — up),

|| < C uy — ug| Max |u;[P~".
)

On estime par I'inégalité de Holder en espace puis en temps

£ (w1) = f(uz); LT (I, LT )|] <C ||uy — ug; LI, L7)]|
Max ||us; L*(1, L°)|[P~' T° (4.6)

avec 0 <2/qg=104(r) < <1,5§=4(r), 8 >0, et

(P-DT=5-=, (p-1)(5~8) =6+7,
2 2 2 = 2
(p—l);c-=;1.—,—5—20- (p-1) 7 =201-6-(+¢).

En particulier,
2
(p-1(5-0)+7)=20-6 <2
ce qui exprime que p est sous critique au niveau p’ = é(s) — 2/k auquel appartient la

norme L¥(L?*). On retrouve le fait qu’on a besoin d’une norme & un niveau ot p est sous
critique. On considére alors deux cas correspondant aux parties (1) et (2).

Preuve de (1). p—1 < 4/n. On a déja des normes de niveau 0 ol p est sous critique.
On évite d’introduire des normes de niveau < 0 et on prend L¥(L?®) de niveau 0, i.e.
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~[ym o =0
S 4‘;:'\-\'-’%"—\ 1u> l)z_z = ©

2/k = 4(s). 1l vient alors (p — 1)n/2 = 2(1 — §) qui détermine 4, 0 < 6 < 1, et il reste &
satisfaire

0<6< <1 0<é§ <1
(p—1)(§—5(s)) =5+

De plus, X, C L¥(L®) si 6 > 6(s). On a intérét & prendre § = §(s) < & et pour
simplifier, on prend arbitrairement ' = § = §(s) = o qui donne alors § = §(p + 1) car
(p—1)n/(p+1) = 26(p+1). Toutes les conditions sont satisfaites, et on a une contraction
pour T assez petit (voir (4.8) ci-dessous).

Preuve de (2). (p—1)(n/2—-p)=2,p—-124/n,0<p<n/2,0<35< 8 <1,
0 < ¢ < 1. On doit satisfaire

(p-1)(5-5) =6+7
2

(p-1)(5-8s)+ %) =21-9).

(4.7)

On prend encore arbitrairement pour simplifier, § = §’. La premiere égalité de (4.7)
donne, comparée & (p — 1)(n/2 — p) = 2 et § < do,

n — 24(s)
< ——e
p < 6(s) —

_g et 50

v

La deuxiéme donne alors 5
0< z <d(s)—p.

On a presque toutes les conditions de 1’énoncé. On a rajouté §(s) < Min(n/2,p+ 1) qui

assure que le terme libre est dans L _(L?®) pour ug € H?, car

Lq

loc

(R, H?) C Lo (R, L?)

pour 0 < 2/k <2/q=46(s) —p=(r) <1 par les inégalités de Sobolev, Proposition 2.2.
La contraction en résulte comme précédemment.

Preuve de (3). Pour p < 1+ 4/n, (3) est un affaiblissement de (1) obtenu en prenant
Lo°(LPt1) au lieu de LI(LP*!) pour 2/q = &(p + 1).

Pour p > 1+ 4/n, (3) est le cas particulier de (2) obtenu en prenant §(s) =6 = 4§’ =
do =8(p+1) et 2/k = 0. Ce choix n’est valable que si §(p+1) > p, t.e. pour p+1 < 2*
On a alors p < 1 donc ug € H! = ug € H?.
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Remarques. La continuité ne sert que pour 'argument de localisation. On peut la
remplacer par une continuité faible. Si on ne met pas de continuité, on obtient seulement
P'unicité presque partout. Pour p — 1 < 4/n, on contracte et reproduit X,4; t.e. on
a résolu aussi le probléme de l'existence de solutions dans X,4; pour ug € L% On va

reprendre ce point dans la sous section suivante.

(5) Le probléeme de Cauchy local dans ?

On peut maintenant montrer que le probléme de Cauchy est localement bien posé
dans L2.

Proposition 4.2. Soit f satisfaisant (H1) avec p — 1 < 4/n. Alors pour tout ug € L?,
374 et T_ > 0 tels que ’équation SNL (1.1) avec u(0) = up a une solution unique dans
Xp+1loc((—T-,T4)) et la solution est en fait dans Xioc((—T-,T%)).

Si Ty < oo, alors ||u(t)||2 — oo quand t T T4.
Si T_ < o0, alors [|u(t)||2 — oo quand t | —T_.
Pour —~T.. < Ty <0< Ty < Ty, la solution est continue de ug € L? & valeurs dans

X([T1,Ts)).

Preuve. La partie technique spécifique de la preuve a été faite dans celle de la
Proposition 4.1, partie (1). Il ne manque que des arguments généraux valables pour

toute preuve d’existence par contraction, et qu’on va donner sur ce cas particulier. On a

montré que pour I = [-T,T]
|1 (u1) = Fuz)s X(DI| < C{T lu = ug; L=(L, 22)]
+T° |[uy = wp; (T, L7)|| Max |fuss LI, L) P} (48)

avec 0 < 2/g =4(r) =d(p+1) et (p—1)n/2 = 2(1-86), § > 0. On montre que 'opérateur
A(u) = U ug + F(u) reproduit et contracte la boule B(2R) de centre 0 et de rayon 2R
dans X,4+1([~T,T]) pour R convenable. Par la Proposition 3.1

U () uo; Xp+1(R)[| < C [luolla = R.
On prend pour R le MD de cette inégalité et on prend T' assez petit pour que

C(T+T°QRRY )< -. (4.9)

N —
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Alors ||F(u); Xp+1(I)|] £ R pour u € B(2R) et

1
1F(u1) = Fluz); Xpra (DI < 3 [fur = wz; Xpsar (DI -

Par la Proposition 2.4, ’équation a une solution unique dans B(2R). De plus cette
solution dépend contintiment de ug (L? — X, (I)). D’ou lexistence d’une unique
solution locale en temps. Noter que le temps de résolution locale dépend de la taille
des données initiales par T > C(1 + [Juol||2)~®~1/°.

Suite de la preuve. En itérant la résolution locale vers T' croissant ou décroissant, on
prolonge la solution en préservant 'unicité. On définit

T4 = Sup {T : il existe une solution dans X(,+1([0, 7))}

et T de fagon analogue. On montre, par I’absurde, que si T} < oo, alors ||u(t)||a — oo
quant ¢t — T : en effet, si

lllt'l:rlj}ff Hu(t)|lz2 =N < o0,

alors il existe une suite croissante {¢;} T T4 telle que |ju(t;)|]z < N + 1. A partir de ¢j,
on peut résoudre localement dans [¢,¢; +T] pour T > C(14+ N+ 1)~(»=1)/¢ indépendant
de j, et pour j assez grand, on a t; + T > T en contradiction avec la définition de TY.

Continuité par rapport aux données initiales. On couvre l'intervalle par un nombre
fini d’intervalles de résolution locale successives et on utilise la continuité de chaque
résolution. Les détails sont laissés en exercice.

Remarques sur le cas critique. Sip—1 = 4/n, on a 8 = 0, donc on ne peut pas
assurer la contraction en prenant seulement T petit, et on doit aussi prendre R petit,
selon

C(T + (2R)*™) < -;- (4.10)

ie. T < Ty fixe et R < Ry fixe, par exemple CTp = 1/4 = C’(2R0)4/". On rappelle
en effet qu’on dispose de l’estimation (avec ¢ = r = p+ 1 = rg = 2 + 4/n, valeur L?
critique), p — 1 = 4/n,

1F (1) = F(ua); Xog (D] < C{T s — was L(1,27)]

Hlfur = s L7 (1, L79) || Masx |[u 7% (1, L79) ||/ | (4.11)
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avec ||v; Xrg || = Max {|Jv; L=(L?)[], |[v; L™ (L)]|}.
On doit ex outre reproduire un ensemble S, pour lequel on prend
§ = {ue Xpo(1) ¢ |l L=, 7)) < 2 Max(|[uoll2, B) et

lju; 7 (1,17) || < 2R}
pour un R < Ry. On impose en outre que
I[U() s L7 (1, L7#)]| < R, (4.12)

ce qui pour R fixé, est une restriction imposant que T est petit, dépendant de ug. Dans
ce cas, U(-) ug € (1/2) S, et il suffit de montrer que F(u) € (1/2) S pour u € S, et pour
cela que
|1F(u); Xrs ()| S R
Mais
|F(u); Xrs (D)]] £ € T2 Max({juoll2, R) + C(2R) .

11 suffit donc d’imposer pour la reproduction de S

2C'T Max(|[vol|s, R) géR, (4.13)
C(2R)!t4/» < —;-R, (4.14)
tandis que pour la contraction il fallait
1
CT<-
4 (4.15)

CR)Y™ < 41‘1'

Les restrictions et choix sont donc les suivants : satisfaire (4.15) en prenant R < Ry et
T <Tp (Ro et Tp sont fixes). Ceci assure (4.14) et la moitié de (4.13). En particulier on

effectue la résolution locale, par exemple, avec R = Ry indépendant de ug.

Choisir, outre T' < Ty, T assez petit pour satisfaire 'autre moitié de (4.13), i.e.
1
20T |luollz < 5 R

et (4.12). Noter en particulier qu’a cause de (4.12), T ne dépend pas de ug seulement
par Uintermédiaire de ||upls.
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La contraction marche sans probléeme, mais on ne peut plus démontrer que

lu(t)||2 = oo quans ¢ T T4, et cette propriété est remplacée par le fait que

45 X1 (10, T))l| = +o.

(6) Le probleme de Cauchy local dans H!
On montre maintenant que le probléme de Cauchy est localement bien posé dans H*.

Proposition 4.3. Soit f satisfaisant (H1) avec p— 1 < 4/(n —2) si n > 2. Alors pour
tout ug € H*, 3Ty > 0 tels que I"équation SNL (1.1) avec u(0) = ug a une solution
unique dans X}, ,.((=T-,T4)) et la solution est en fait dans Xi, ((—T-,T4)).

Si Ty < 0o, alors ||u(t); H!|| = oo quand t T T4.

Si T_ < oo, alors ||u(t); H'|| — oo quand t | T-.

Pour —T_ < Ty <0< Ty < T4, la solution est continue de ug € H'! 3 valeurs dans
XY[Ty, T)).

Preuve. On rappelle que

X;_i_moc([) = {u cu et Vu € Xp+1,loc(I)} =(CNLE), HY)n L]

loc

(Ia H;-}-l)

avec 2/q = 6(p + 1).
Par Sobolev (Proposition 2.2), L®(H!') ¢ L=°(L") pour 2 <r < 2* (< cosin = 2) et en

xR

particulier L%

(H') C Xjoc. La preuve est par contraction de la norme de X, sur les
bornés de X ; +1- La preuve de la contraction a déja été donnée dans l'unicité, et il suffit
de montrer que X;-H est reproduit par I’équation. Dans ce but il suffit d’estimer VF(u)
dans X,4+1. Mais ce calcul aussi est pratiquement déja fait. On a (cf. (4.8) ci-dessus)

IVF(u); X(DI| < CIIV F(u); I¥ (1, L7)|| < C || (w) Vu; L7 (1, L7)|
avec 0 <2/¢ =6(r") =46 < 1.
On sépare f = f1 + f» comme précédemment. On estime :

contribution devfl < CT||Vu; L=(L)||
contribution defo < C ||V LI(I, L7)|| |u; LI, L*)| P71 T?

avec le méme choix de parameétres que précédemment, par exemple dans ce cas § = ¢’ =
§(p+1)=14(s), k =00 quidonne § =1-4(p+1) > 0.
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Ceci assure le résultat par les Propositions 2.4 et 2.5 et les mémes arguments que
dans la preuve de la Proposition 4.2, & une exception pres, la continuité en norme X! :
on a seulement & ce stade la continuité en norme X donc par interpolation la Holder
continuité d’exposant 1 — 6 en norme X% pour 0 < § < 1 (voir la Proposition 2.6).

Continuité en norme X!, Il suffit comme plus haut de la montrer localement dans
un petit intervalle de résolution par contraction. Soit u solution fixe associée a ug et v
variable associée & vg, ou on fera tendre vg vers ug dans H 1. On estime comme plus haut

IV — Vo X(D|| < U() (Vo = Voo); XD + C IV £(u) = Vf(v); LTI, L7 |

ol on fait déja le choix facile r = r' = p+ 1, et ol on considére seulement le terme en
f2. On estime ensuite

IV f(w) = V£(0); LI LD < NI(f(w) = f'(0)) Ve LU LT
HIf (0)(Vu = Vo), LI LT}

Par les estimations de contraction, le dernier terme est majoré par
(1/2)||Vu — Vu; LY(I, L7)|| et passe au premier membre au prix d’un facteur 2. Dans le
premier terme, on applique le théoréme de la convergence dominée & 'intégrale en temps
qui figure dans la norme L?. L’intégrand est majoré par || f/(uv) Vul|l7+|| f'(v) Vu||F qui est
majoré par une fonction de L(I) pour u et v dans un borné de X ; 41 bar les estimations
précédentes. Pour ¢ fixé, on estime

1(f'(w) = f(v)) Vullz < [[Vull- [1f () = f/(0)lm

avecr = p+1et m = (p+1)/(p—1). On sait par ailleurs que v tend vers u dans X %(7+1)
et en particulier dans L>(LP*1), donc v tend vers u dans LP** en chaque ¢. Il en résulte
que f'(v) — f'(u) tend vers zéro dans L™ par le lemme suivant, dont on laisse la preuve
au lecteur.

Lemme 4.1. Soit g continue, [g(z)| < C|z|F (0 < k < o0) et 0 < r < oco. Alors
lapplication u — g(u) est fortement continue de L™ — LTk,

On applique le lemme avec g = f' et k = (p — 1)[29/{/)), r=p+1.

Remarque. Comme dans le cas L%, le temps de résolution locale est estimé en terme

de la norme H! des données initiales par une condition du type
1
C(T +T?(2R)P"1) < 5 avec R =C ||uo; H||
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et 6 =1—6(p+ 1) > 0 avec le choix simple § = §(s) = dé(p+ 1), k = .

Note bibliographique.

Le probléme de Cauchy local dans H! est traité dans [GV1], [GV3], [K1], [CW1] et
le probléme local dans L? dans [Ts2]. Les exposés dans [C1], [K2] et dans ce cours sont
basés sur [K1]. Le traitement de [GV1] utilise seulement le Lemme 3.1, mais non la
Proposition 3.1, et nécessite de ce fait une théorie plus compliquée. Le traitement de
[CW1], [CHa] suppose seulement que f est Lipschitz (au lieu de C!) et est également plus
compliqué pour cette raison.

En utilisant les inégalités combinées du Lemme 3.1 et de la Proposition 3.1 [K3], on
- peut raffiner les résultats, en particulier 'unicité. Voir & ce sujet [K4], [P].

Dans le cas critique au sens de la Définition 4.1, on peut montrer que le probleme de
Cauchy est localement bien posé pour tout (p, p), avec quelques restrictions en dimension
élevée dues aux problémes de régularité [CW2]. Le traitement de dérivées non entieéres
requiert 1'usage d’espaces de Besov [Tri] et d’estimations non linéaires dans ces espaces,

dont une preuve simplifiée se trouve dans [NkO].
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5. Le probléeme de Cauchy global dans 12 et dans #!

On montre dans cette section que les solutions locales en temps dans L? et dans
H! construites dans les Propositions 4.2 et 4.3 peuvent étre globalisées, c’est-a-dire
prolongées en solutions définies pour tout ¢t € R, sous des hypothéses convenables sur
I'interaction f.

On est pour p = 0,1 dans la situation suivante : pour p—1 < 4/(n —2p) et ug € H?,
on sait résoudre ’équation SNL localement dans le: 1 Dbar contraction et le temps de
résolution locale est estimé en termes de la norme des données initiales sous la forme

T > C(1+||uo; H?|)™N. (5.1)

On veut savoir si les solutions se prolongent & R entier, t.e. siles T4 des Propositions 4.2
et 4.3 sont infinis. Ce sera le cas si on connait des estimations a priori des solutions dans
X?(I). De fagon générale, une estimation a priori dans un espace Y (I) pour donnée
initiale dans un ensemble S est une estimation du type suivant :

Yuo € S, VI intervalle, 0 € I, 3 M (uo, I) tel que Vu € Y(I) solution avec u(0) = ug, on
a

[lu; Y(DI < M(uo, I) . (5.2)

“a priori” réfere au fait que 3 M précede Vu (sinon I’énoncé est Vide). En particuliér
M(ug,I) peut dépendre et en pratique dépend effectivement de ug, peut dépendre de
I, par exemple croitre exponentiellement avec |I]|, mais ne dépend pas de la solution
particuliere considérée.

Une estimation de ce type, avec dans le cas présent S = H?, et Y(I) = X?(I) ou
X?£ (I) pour un ro assez grand (en fait ro > p + 1 suffit) entraine la globalisation par
un argument trés général dont on a donné une premiere version dans la preuve de la
Proposition 4.2 et dont on donne maintenant une version plus constructive. On suppose
qu’on sait résoudre le probléme de Cauchy localement en temps. On itére alors cette
résolution locale dans des intervalles successifs [¢t;_1,t; = tj—1 + Tj] avec donnée initiale
u(tj—1). Sion a (5.1) et (5.2) (avec Y = X£ ), on peut prendre

T 2 O+ lluCt—r) BN
> C(1+ Jus X2 ([0, - DI) ™
> C(1 + M(uo, [Oatj—l]))_N

et si M est localement borné, T; ne peut pas tendre vers zéro dans un intervalle borné,
donc la série 3 T; diverge.
j
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Pour la globalisation dans L? et H!, on a besoin d’estimations a priori dans L? et
H'  qu’on va déduire de la conservation de la norme L? et de I’énergie. Dans toute cette
section, on suppose que f satisfait (H1) et (H2). On a alors conservation formelle comme
on l’a vu dans la Section 4.3, mais le calcul formel n’a pas de sens avec la régularité
disponible. Pour donner une vraie démonstration, on utilise une régularisation. Soit
01 €C8°, 0120, [1dz =1et pj(z) = j" ¢1(jz) une approximation de la distribution
§. Si u satisfait '’équation SNL (1.1) et si u € C(L?) alors ¢, * u € C*(H*) pour tout
k>0et

0oy ) = ~3 Alpj =) + 5% (1) (53)

(1) Conservation de la norme 1? et solutions globales dans L?
On démontre d’abord la conservation de la norme L? pour les solutions dans L2.

Proposition 5.1. Soit f satisfaisant (H1) avec p — 1 < 4/n et (H2), I intervalle
contenant 0, ug € L% et u solution de I’équation SNL avec u(0) = uo dans Xp41 10c(I)
(=C,LY)NLL (I,LP*), 2/g=6(p +1)). Alors ||u(t)||z = ||uol|z pour tout t € I.

loc

Preuve. On omet 'indice j. On obtient & partir de (5.3)

Os Hgo*u”% =2Im(p*u,t0(p*u)) = —Im(p *u,o * Au) + 2 Im(p * u, @ * f(u))
= 2 Im(p * u, ¢ * f(u) — fp *u))

d’ou par intégration

t_
llwu(tm%—nwuou%=21m/0 Q' (o xu, 0% F(u) — Flg #w)) (£).

Quand ¢ — 1, le MG tend vers ||u(?)||3 — ||uo||3 car ¢ — 1 comme opérateur dans L”
pour 1 < r < oo. Le MD tend vers zéro par le théoréme de la convergence dominée. En
effet pour |f(u)| < Clul?, |(-;)| < ||ullp+1 2C |[u|P,; et ceci appartient & L! pourvu que
u € LP+i(] Lpt+l),

Mais u € LI(LP*1) avec 2/q = §(p + 1). Il suffit donc que (p+1)d(p+ 1) <2, ce qui
est équivalent & p — 1 < 4/n.

D’autre part quand ¢ — 1, ¢ * u — u dans LP¥!, @ * f(u) — f(u) dans LPFT et
flp *u) = f(u) dans LPT! par le Lemme 4.1, donc l'intégrand tend vers zéro pour
chaque t.
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On peut maintenant démontrer 'existence de solutions globales dans L?.

Proposition 5.2. Soit f satisfaisant (H1) avec p ~ 1 < 4/n et (H2) et soit ug € L2
Alors ’équation SNL a une solution unique dans Xp41,10c(R). La solution est en fait
dans L*®°(L?) N Xjoc(R) et satisfait [|[u(t)||2 = ||uol|2 pour tout ¢t € R.

La proposition 5.2 résulte de la Proposition 4.2 et des arguments généraux précédents.
Attention au piége : bien que la norme L? soit conservée aussi dans le cas limite
p—1=4/n, la globalisation n’en résulte pas, car le temps de résolution locale n’est pas
minoré en termes de la norme L? seule.

(2) Conservation de la norme L? et de l’énergie pour les
solutions dans H!

On montre d’abord la conservation de la norme L? pour les solutions dans H®.

Proposition 5.3. Soit f satisfaisant (HI) avec p~1 < 4/(n —2) (< co si n = 2) et
(H2), I intervalle contenant 0, up € H* et u solution de I’équation SNL avec u(0) = uo
dans C(I, H*). Alors ||u(?)||2 = ||uol|z V¢ € I.

On peut utiliser la méme preuve que pour la Proposition 5.1, mais maintenant
v € L (I,LP*Y) pour p— 1 < 4/(n — 2). De plus, la régularisation est ici inutile
(voir la Section 7 ci-dessous pour un résultat un peu plus fort).

On démontre maintenant la conservation de ’énergie pour les solutions dans H'. On
pourrait attendre (voir Section 6 ci-dessous) d’avoir la régularité H 2 des solutions pour en
donner une preuve directe sans utiliser de régularisation (cf. [K1]), mais cette deuxieme
méthode est moins naturelle car elle mélange deux problémes différents. Par exemple,
dans le cas analogue de 1’équation des ondes non linéaire, la conservation de I’énergie
pour les solutions de niveau H! se démontre sans probléme par régularisation alors que
la régularité H? n’est pas démontrée en dimension n élevée pour p voisin de la valeur
critique.

Proposition 5.4. Soit f satisfaisant (H1) avec p — 1 < 4/(n — 2) et (H2), I intervalle
contenant 0, ug € H' et u solution de I’équation SNL avec u(0) = up dans X;_*_I’IOC(I)
(=C(I,H')nLY(I,H,,), 2/q=6(p+1)). Alors E(u(t)) = E(uo) pour tout t € I, ou
E(u) est définie par (4.5). '
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Preuve. On utilise la méme méthode que pour la Proposition 5.1. On obtient & partir
de (5.3)

0 =2 Re(O(p *xu),1 0¢(p *xu)) = —Re(Oilp * v A(p ¥ u)) + 2 Re(p * Ou, ¢ * f(u)),
% O ”(’0 * Vu”% = -2 Re(cp * Ogu, o * f(u)> ’
8t/V(go*U) = 2 Re(yp * Osu, f(p * u)),

at{% lp * Vull3 +/V(<P*u)} =2 Re(p * Quu, f(p x u) — ¢ * f(u))

= —Im{p * Vu, f'(¢ * u)(p * Vu) — ¢ * f'(u) Vu)

— 2 Im(ep * f(u), f(p *xu) — @ * f(u)) .
On intégrede 0 & ¢ :

B+ ult)) = Blp+ o) = ~Tm [t {{io+ Vu, /(g + u)(p x Vi) = g £(w) V)
+ 20 % f(u), (o xu) — 9 fw)) ) (¢).

Le MG tend vers E(u(t)) — E(uo) quand ¢ — 1 ; on applique le théoréme de la
convergence dominée au MD, ou lintégrand tend vers zéro et est estimé de fagon
intégrable uniformément en ¢ grace aux estimations suivantes (ol on suppose |f'(u)| <

C lulP~)
1f/(u) [Vul?s ZHIMN < C|[Vu; L2ALPTH|P |fu; Z(LPH|P

qui est controlé car Vu € LY(LP*Y) avec 2/q = §(p+1) < 1, et u € L=(H!) C L>°(LP71).
D’autre part
1f(w); LA(L*)]] < C [lu; L2 (L*P)]IP .
La derniére norme est contrdlée par L®(H') si 2p < 2*, i.e. sip < n/(n—2). Si2p > 2%,
on estime
|lu; L*2(L?P)]| < C Jlw; L*P(H)|
avec 6(r) = 6(2p) — 1 et on doit s’assurer que §(2p) — 1 < Min(é(p +1),1/p). Mais
n

pdé(2p) = (p—1) 5

=(p+1)ép+1).
Donc 4
p(6(2p)—1):(p—1)(—g——1)—1<l si p—1<m
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‘tandis que
S(p+1
5(2p) < 5(p+1)+—(?i-;’—) <S(p+1)+1

car
dp+1)<l<p.

(3) Controdle de la norme H! par ’énergie

On contréle déja séparément la norme L?, et il suffit de controler ||Vul|; par 'énergie
a ||ull2 fixé. Le résultat est évident si V > 0, mais si V < 0, il faut empécher que
V(u) = —oo et ||Vulls = 400 & E(u) fixé. Pour cela, il faut estimer V(u) sous
linéairement en {|Vul|3, ce qui est possible pour p — 1 < 4/n grace & l'inégalité de
Sobolev (voir la Proposition 2.2)

llul 5t 4 < e llully/™ [|Vull} - (5.4)

On pose Vi = Max(£V,0) et on ajoute ’hypothése
(H3) R~(+4/") V_(R) = 0 quand R — 0.
On peut alors estimer ||Vul|2 par le lemme suivant.

Lemme 5.1. Soit f satisfaisant (H2) et (H3) et u € H'. Alors il existe une fonction
localement bornée M : Rt — R telle que

IVullz < 4 E(u) + M([lull2) - (5.5)

Preuve. D’apres 'hypotheése (H3), pour tout £ > 0, 3 R, tel que
V_(R) <e R*™*™ pour R> R.

et par suite
V_(R) < e R**/™ 1 b, R
avec

be= Sup (R2V_(R)—eR*") < 0.
R<R.
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On estime alors

—_

2+4/n
E(u) 2 5 |[Vellz - e llully s — be llull3
1
‘2'”vu”2—C5||VU”2||u||4/n'“beHu”g-

D’ou .
IVullf < (1 = 2eeJully"™) ™ (2B(w) + 2be [Jull3)
<4 E(u) +4b, ||ull
en choisissant € = (4¢)™! [|u||—4/".

(4) Solutions globales dans H!
On peut maintenant montrer 1’existence de solutions globales dans H'.

Proposition 5.5. Soit f satisfaisant (H1) avec p — 1 < 4/(n — 2), (H2) et (H3).
Soit up € H'. Alors I'équation SNL avec u(0) = up a une solution unique dans

X} 11 10c(R). La solution est en fait dans L®(H*) N X, (R) et satisfait [Ju(¢)]|2 = [|uoll2
et E(u(t)) = E(ug) pour tout t € R.

Preuve. La proposition résulte des Propositions 4.3 et 5.4, du Lemme 5.1 et des
considérations générales du début de la section.

Remarques. On peut construire des situations de globalisation H'! sans ’hypothese
p g
(H2) dans des cas ol une conservation approchée de 1’énergie permet un controdle a priors

de la norme H!. Voir un exemple dans [K1].

La condition (H3) est indispensable. Pour V(u) = —|u|P*! avec p — 1> 4/n on peut
montrer I’explosion H! en temps fini pour des données initiales convenables. Ce résultat
sera donné apres 1’étude des propriétés d’invariance de ’équation (Proposition 9.3 ci-
dessous).

Si I’hypothése (H3) n’est pas satisfaite, on peut néanmoins obtenir I'existence de
solutions globales pour des données petites.

Proposition 5.6. Soit f satisfaisant (H1) avec p—1 < 4/(n—2) et (H2) et soit ug € H".

On suppose en outre que, ou bien

(1) V_(R) < a R***/" + b R?,
[luol|2 < (2ac)™/*,
ot c est la constante qui figure dans (5.4), ou bien
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(2) ||uo; H!|| est assez petit.

Alors on a les mémes conclusions que dans la Proposition 5.5.

Preuve. Dans le cas (1), on estime
1 n
B(u) 2 IVulfy(5 - acllulls™) - b lull}

qui joint & la conservation de la norme L2, assure le contrdle de ||u; H'|| par 1'énergie.

Dans le cas (2), pour p — 1 > 4/n, on estime par (H1) et par les inégalités de Sobolev
(Proposition 2.2)

1 ) .
E(u) 2 5 |[Vull} = Cllull} - C llull}i;

> 2 176l = C llullg = C 19wl lulf

avec f=p+1—(p—1)n/2eta=(p—1)n/d
On obtient alors pour y(t) = ||Vu(#)]|3 'inégalité

y(t) < 2 E(w) + C lJuoll3 + C [luollf y(2)*

qui est de la forme
y<a+by” (5.6)

avec a = (p—1)n/4 > 1. Si les deux courbes z = y et z = a + by* se coupent et si y(0)
est dans la composante connexe de Uorigine de la région (5.6), y(t) qui est continue en
t, reste dans cette composante connexe pour tout ¢. La condition d’intersection est que
Yo > a + byg ol yo est abscisse du point de contact de la tangente issue de l'origine a
la courbe z = a + by®, donnée par abyd = a + by§ ou encore by§ = a/(a —1). Cette
condition devient

a < (a—1)a /(a1 p=1/(a=1)

qui pour ||ug|ls donné est une condition de petitesse de E(u). Elle assure que pour tout
t

y(t) La+byy = ax/(a—1).

(Voir Figure 5.1).
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Py

a+byg

a

Fig. 5.1 Estimation de y satisfaisant y < a + by®, o > 1.

Note bibliographique.

L’argument de globalisation est trés classique et son application & I’équation SNL
est sans probléme [GV1], [K1], [C1l]. La seule difficulté est de démontrer les lois
de conservation au niveau de régularité minimal. Le traitement donné ici est assez
représentatif. Voir [GV1] pour une autre méthode (plus compliquée). Le probleme est
contourné dans [K1] en établissant d’abord la régularité au niveau H2. On trouvera par
ailleurs dans [K1] des exemples ot le controle de la norme H! est assuré sans conservation
de la norme L2.

Le probléme global connait actuellement un regain d’intérét, d'une part dans le cas

critique H!, d’autre part dans des situations intermédiaires, au niveau H” avec 0 < p < 1
[Bo].
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6. Régularité des solutions

Dans cette section, on étudie la régularité des solutions de 1’équation SNL. On se
trouve dans la situation générale suivante. On a une équation d’évolution du type (1.9)
et un minimum d’information sur le probléeme de Cauchy pour des données initiales dans
un espace Ko, a valeurs dans un espace Yp(I) C L2 (I, Ko). Optimalement, le probleme
de Cauchy sera localement ou globalement bien posé dans ces espaces. On dispose en
outre d’un espace K; <« Kj et éventuellement d’un espace Y;(I) qu’on peut espérer étre
adapté aux solutions & données dans K3, avec au moins Yi(I) C L2 (I, K1). Soit alors
up € K3, donc ug € Ko, donnant lieu a une solution u € Yp(J) pour un certain I. On se
pose la question de savoir si u € Y;(I) pour le méme I, i.e. sile supplément de régularité
est propagé par I’évolution Ko — Yo(I).

Exemple pour SNL

On s’intéressera en particulier au cas ou Ko = H', K; = H? pour p > 1,
Yo(I) = XL .(I) ou X,}O,IOC(I), Yi(I) =X/ .(I) ou Xfo,loc(l).

On pourra recourir a 'une ou 'autre des deux méthodes suivantes.

(1) On résout I’équation localement dans ¥; pour des données initiales ug € K;
et on essaie de globaliser les solutions en estimant a prior: les normes de ces solutions
dans Y7(I), en supposant connue une estimation dans Yo(I). On pourra par exemple se
procurer une famille emboitée d’espaces Yy, 0 < 8 <1, Yy — Yy pour 8 > ¢ et une suite
0 <61 <...<8; =1 et estimer successivement les normes dans Yp; en supposant déja
estimées les normes dans Yy, pour j ! < 7. Comme dans ce cas on sait déja que la norme
3 estimer est finie, il suffit d’obtenir pour cette norme une estimation sous linéaire en
terme d’elle méme et dépendant n’'importe comment des précédentes (voir le Lemme 6.4
ci-dessous).

(2) On n’essaie pas de résoudre localement dans Y7, et on essaie d’estimer les normes
successives et en méme temps de montrer qu’elles sont finies. Dans ce cas, on doit
estimer la norme dans Yj; en fonction des normes dans Yg,, pour j' < j, mais pas d’elle
meme.

Exemple pour SNL

Avec Ko = H!, K; = HP, on pourra prendre Ky = Ht0(0—1) o Yy(I) =
Xltte(p_l)(l ). Si p est entier, p = k + 1, on sera tenté d’utiliser seulement des dérivées

entiéres et de prendre 8; = (5 — 1)/(k — 1).
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Si la suite {0;} est quantifiée (par exemple dans le cas de dérivées entiéres), les
estimations de la premieére méthode sont strictement moins fortes que celles de la seconde,
et on a donc intérét a résoudre d’abord localement au niveau 6 = 1.

Si # peut varier continiiment, on prend §; = j ¢ pour ¢ petit, et les deux méthodes
d’estimations sont essentiellement équivalentes entre elles, et équivalentes au fait de
pouvoir résoudre localement au niveau § avec un peu de marge pour progresser de &
en 6 & chaque pas. Dans ce cas, on pourra monter du niveau Ky au niveau K; si on sait
résoudre localement au niveau Ky pour tout 8 € [0,1] avec un peu de marge.

Pour ’équation SNL la situation finale est la suivante (et une situation analogue
prévaut pour ’équation ONL).

(1) On peut résoudre 1’équation localement pour p assez grand, typiquement pour
p > mn/2, ce qui assure H? C L*°, et monter & partir de 13 jusqu’a n’'importe quel p’ > p
par I'une ou 'autre méthode.

(ii) On peut résoudre 1’équation localement, ou remonter les normes par l'une ou

lautre méthode, pour p pas trop grand et en tout cas au moins pour p = 2.

(iii) Pour n pas trop grand, on peut atteindre la premiére région a partir de la seconde,

au moins par la premiére méthode avec des dérivées entiéres.

(iv) Pour n grand, on ne sait pas passer de la région p petit a la région p grand. La
dimension critique est n = 12 (pour ’équation ONL, la dimension critique est n = 10).

Par ailleurs, pour 1'équation SNL et contrairement au cas de I’équation ONL, une
dérivée en temps équivaut a deux dérivées d’espace, et on gagne davantage en régularité

en utilisant les dérivées en temps plutét que les dérivées d’espace.
Dans cette section, on traite pour l’équation SNL les points suivants.
(i) On établit de facon détaillée la régularité au niveau H?2.
(ii) On établit la régularité au niveau H¥ pour k entier, £ > n/2.

(iii) On donne un bref apercu de la résolution locale au niveau H*, qui montre que

la dimension n = 12 est un cas limite, et on énonce le meilleur résultat disponible pour
n < 11.

Dans cette section, on n’utilise jamais les lois de conservation, et pour éliminer
quelques facteurs 2, on prend ’équation SNL sous la forme

i 0w = —Au+ f(u). (6.1)
On rappelle que les opérateurs F' et A sont définis par (4.1)(4.2).
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(1) Régularité au niveau H2

L’estimation directe de la norme H? en termes de la norme H! n’est pas possible en
dimension élevée. On utilise donc la premiere méthode, i.e. on commence par résoudre
Iéquation localement au niveau H?, en exploitant I’équivalence entre 8; et A. On rappelle
la notation

(U+*rg)t) = /Ot dt' U@t —t)g(t). (6.2)

Lemme 6.1.
(U *rg) =U(t) 9(0) + U xr By, (6.3)
AU *gg) =ig(t)—iU(t) g(0) —i U g 8: 9. (6.4)

Preuve. Pour montrer (6.3), on calcule la dérivée par rapport au temps a partir de

(U *rg)(t) = / at' U () glt — 1.

Pour montrer (6.4), on écrit
0

et on intégre par parties :

—i(U *g 8g) +ig(t) —i U(t) g(0).

En utilisant le Lemme 6.1, on voit que l’équation SNL sous forme intégrale est
formellement équivalente au systéme suivant, dont elle est la premiére composante.

u(t) = Au) =U{#)uo —1 U *r f(u)
Vu(t) = VA(u) = U(t) Vug — i U #p VFf
8t u(t) = Ot A(u) =1 U(t)(Auo - f(’LLo)) — U *R 3t f
Au(t) = AA(u) = U(t)(Auo — f(uo)) — U +r O f + f .

51



Noter en particulier que les MD ne contiennent que des dérivées premieres de u et de f.
On essaie de résoudre ’équation SNL dans l’espace

X(2P+1)(I) = {u cu,Vu,Au et Gu € X(p_H)(I)} , (6.6)

ot le tilda indique qu’on a ajouté d;u par rapport aux espaces X2(-) précédents. On
rappelle qu’on dispose de la majoration (voir Section 4)

U *r f'(u) v; Xprr (DI < C (T +T° |lus LI, LPH)P7) fo; Xpia (DI (6.7)

oul=[-T,Tlet§=1-68(p+1)>0.

On aura besoin en outre d’estimer f(u) dans Xp,4;.

Lemme 6.2. Soit f satisfaisant (H1) avec p—1 < 4/(n — 2). Alors
Hf()llz < C(llell2 + lullp3T JAullF) (6.8)

£ (u); LI(L, L7)|| < C{HU;L"(I,LT)H + [Ju; LI, L™)|1P77 || Au; LPA(T, Lr?)””} (6.9)
avec 0 < 2/qg = §(r) < 1, §(r1) = é(p + 1) + 6(r)/p, 6(ra) = é(r)/p et ¢ =
d(p+1)/(2—6(p+1)). En particulier

1£(); Xper (DIl < Ol Xpall +13 Xpa [P 11805 Xpaa |7 (6.10)

Preuve. (6.8) est le cas particulier r = 2, ¢ = oo de (6.9). Pour démontrer (6.9), on
utilise "hypothése (H1) et 'inégalité de Sobolev (Proposition 2.2) pour estimer

[fus LPA(LPT)|P < Cffu; LPYL™)|PP™ || Aw; LP(L™2)]|° -

On pose &(r) = 4, §(r;) = & pour ¢ = 1,2. On impose § = 2/(pg) = d/p
pour reconstituer une norme de X?2. Il reste deux parameétres r; et o contraints par

Phomogénéité en & (’homogénéité en t est triviale) qui prend la forme

p(n/2=6&) — (n/2 - 9)
2+ 6/p— 6 '

n n n n
r 1 i T2

On fixe arbitrairement §; = §(p + 1) + &/p, ce qui donne

_pn/lp+l)—n/2 _ Sp+1)
T 2-4(p+ 1) 2-8(p+1)°
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(6.10) résulte des cas particuliers de (6.9) r =2, ¢ = 00, i.e. (6.8) et 7 =p+ 1.
Noter que ro < p+1 et

llu; ZP(L™)|] < OV PP #HD w; P17

On peut alors résoudre I’équation SNL localement dans X?2.

Proposition 6.1. Soit f satisfaisant (H1) avec p — 1 < 4/(n — 2). Alors pour tout
wo € H?, on peut résoudre I’équation SNL avec u(0) = ug localement dans X, (i.e. on a
le méme énoncé que dans les Propositions 4.2 et 4.3 avec X et X! remplacés par X3).

Preuve. On montre en utilisant (6.5) que 'opérateur A est une contraction de la norme
Xp+1 sur les ensembles bornés de X;‘,’_,_l. La contraction a déja été démontrée sous une
condition de petitesse de 7. On pose

R = Max {||U(-) v; Xpp1(R)|] : v = o, Vo, Aug — f(uo)} .
11 suffit alors de montrer la stabilité par A de I'ensemble S C )Z'g 1(f) défini par

§={u:ueB2R) et |Auw; Xpua(D] < Ry}

ou
B3(2R) = {u 2 |v; Xp+1 (DIl £ 2R pour v = u, Vu, 8tu} .

Il résulte de (6.7) que pour u, Vu € B(2R), boule de rayon 2R dans Xp41(I) et en
particulier pour u € S

U *r f'(4) v; Xpar (DI < C(T + T°(2RP™) |l Xpra (D] -
On prend comme précédemment T assez petit selon
1
C(T +TCRP™) < 5,

ce qui assure que pour u € S, on a A(u), VA(u) et 9;A(u) € B(2R) et assure en outre
la contraction de ||u; Xp+1(I)||- On a enfin par (6.10)

IAA(); Xpar (DI S 2R + 1 (u); Xpar (DI < 2R + C{2R + (2RPP™" R} }
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qu’on rend < R; en prenant par exemple R; assez grand selon

Ry >4(1+C)R
RI™% > 2C(2R)*~°.

(11 est essentiel ici que o < 1 dans (6.10)). Ceci achéve de montrer que AS C S.

La contraction étant ainsi assurée, le reste de la preuve est identique a celle de la
Proposition 4.3.

On peut maintenant établir le résultat de régularité au niveau HZ.

Proposition 6.2. Soit f satisfaisant (H1) avec p — 1 < 4/(n — 2), soit ug € H? et soit
u solution de I'équation SNL avec u(0) = uo dans X, ,(I). Alors u € X2(I) (avec le

méme J). Le méme résultat s’applique avec X} 1, et X,

Preuve. Il suffit d’estimer a prior: les nouvelles normes ||0;u, Au; Xp41(I)|| pour des
solutions locales dans X’g +1(I), en termes d’estimations données de u dans X, ;(I). On
contréle d’abord dyu. Soit I = [0,Tp]. On choisit T selon (6.7) pour assurer

OT + T (1, I[P < o

et on découpe I = N I; avec I; = [(j = 1)T,j T], kT = Tp. On estime J;u dans
j

I en utilisant I’équation intégrale pour dsu, qui est linéaire en d;u, avec donnée initiale
Giu(tj—1) en t;—1. On obtient

1
[10s; Xp 1 (I < WU () Beu(t i) Xpar (L] + 5 10u; Xpaa (L] -

Mais
HU() Beu(tj—1); Xp+r ()l < C|0su(ti—1)ll2 < C{|0u; Xps1(Lj—1)l|
d’on1
10ew; Xp1(Ii)] < 2C |10eu; Xp1 (L-1)]
< (2C) ||Auo — f(uo)llz ,

d’ot1 on déduit une estimation de ||0;u; Xp+1(I)|| en sommant sur j. L’estimation dépend
de ||Auo — f(uo)||2 donc de ||uo; H?|| (par (6.8)) et de k = Tp/T qui dépend donc de Tp
(i.e. de I) et de T. T ne dépend que de |ju; L°°(I, LP*1)|| qui est une norme controlée
par le niveau X!,
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On controle enfin Au. Omettant les indices p+ 1 et I, on a

||Aw; X < 10pu; X|| + |1 £ X
< 0wus; X[ + lus XHIP7 1 Aw; X ||

par le Lemme 6.2, qui entraine le contréle de ||Au; X|| puisque o < 1.

(2) Régularité au niveau H*, k> n/2

On étudie maintenant la régularité de solutions 3 données initiales uo € H* pour
élevé, en Voccurence k > n/2. On utilise les dérivées d’espace et non de temps pour
contrdler la régularité, ce qui est techniquement plus simple, mais demande deux fois
plus de régularité de f. On procede par la premiere méthode car la résolution locale au
niveau H* est trés facile. On aura besoin des deux lemmes ci-dessous, qui sont d’intérét
général et servent dans de nombreux autres problémes.

Lemme 6.3. Soit k > n/2, f € C¥(C,C) avec f(0) = 0. Alors I'application v — f(u)
est bornée de H* dans H*,

Preuve. Pour f fonction d’une variable réelle et o multi-indice, on a

fwy= 3 CunyfOw J] o%u
a=o1+...4ae 1<5<¢e
ou la somme porte sur toutes les décompositions a = a1 + ... + a, de a. Cette formule
se démontre et les coefficients C,,) peuvent étre calculés par récurrence sur |a|. Pour f
fonction d’une variable complexe, on a une formule analogue en prenant comme variables
indépendantes u et .

Pour u € H* (C L*) et 0 < |a| < k, on estime par 'inégalité de Holder

0% f(u)ll2 < C Z £ ()l oo H 0% ul|r; (6.11)
{e;} 1<5<¢8
avec 1 1
2. 7%
1<5<

Pour ©u € H*, on estime la derniére norme dans (6.11) par ’inégalité de Sobolev
(Proposition 2.2), ce qui est possible pour

.]‘_>l>{l_ﬁ;|9‘ll}
2 7 r; T L2 n +
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ou [Al4 = Ax siA#0, [A]l+ = > 0si A =0 (cas limite interdit). Une condition
suffisante d’existence des r; est que pour chaque 4, 1 < £ < |

2-;-:2 ;]—>Supz [——— BJ—I]+.

j {a;}

N

Si |oy| est le plus grand des |aj|, le dernier membre augmente quand on augmente
|a1| et diminue chacun des autres a somme fixée, et puisque 1/2 — k/n < 0, le terme
correspondant disparait si laj] = 0. On obtient donc le Sup en concentrant tous les o
sur le méme terme, t.e. @3 =, az = ... = ay = 0. La condition devient alors

byl [1__’2+l_a_!] ,
272712 n nly
manifestement satisfaite pour 1 < £ < |a| < k. Le cas £ = 0 est trivial.

Corollaire 6.1. HF est une algébre pour k > n/2.

Preuve. Le seul point non trivial est que u,v € H* = uv € H* et résulte du Lemme 6.3

appliqué & f(u) = |u|? par polarisation.

Le résultat suivant est tres classique.

Lemme 6.4 (Gronwall). Soit g,y € L2([0,T)), h € Li

satisfaisant

(10,7)), g,h et y > 0

loc

t

y(t) <g(t)+ | d'h(t)y(t)  Vie[0,T).

Alors
y(t) < g(t) +/O dt' g(t') h(t') exp {/t' dt” h(t”)} Vtel[0,T).

= [t ney ot
z(t) =hy<hg+hz,
Oy (z exp (— /Ot h(t") dt’)) < exp (— /0 h(t') dt') hg

A(t) < /O L d () g(t)) exp [ /0 Ch(e") di — /0 * e dt”],
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d’ou le résultat.

On résout maintenant le probléme de Cauchy local pour des données dans H*, & valeurs
dans C(-, H*). On rappelle que pour I compact, C(I, H*) est un espace de Banach avec
la norme de L*(I, H¥), en fait un sous espace fermé de L>°(I, H*) pour cette norme.

Proposition 6.3. Soit k > n/2, f € C¥(C,C) avec f(0) = 0. Alors pour uy € HF,
on peut résoudre I’équation SNL avec u(0) = up localement dans C(I,H*) (i.e. on a

le méme énoncé que dans les Propositions 4.2 et 4.3 avec X(-) et X'(-) remplacé par
C(-, H¥)).

Preuve. On montre que Vopérateur A (cf. (4.2)) est une contraction dans la norme de
C(-,H7) pour un j < k, par exemple j = 0, sur les ensembles bornés de C(-, H¥). On
montre d’abord la stabilité d’une boule convenable de C(I, H¥) pour I = [T, T}, T assez
petit. En utilisant I’unitarité de U(-) dans H*, on obtient

A(w); LI, H*)|| < |lwo; HF| + [ 1| f(w); (I, HF)|| -
Par le Lemme 6.3, pour chaque ¢
1F(w); H*|| < M(|Ju; H*|])

donc pour
|lw; LI, H®)|| < 2R =2 ||uo; H¥||
on obtient

||A(u); L(I, H®)|| < R+ |I| M(2R) < 2R

pour |I| assez petit. Donc la boule de rayon 2R dans C(I, HF) est stable par A. La
contraction en norme L*®(I, H7), j < k se démontre de fagon analogue, et on conclut

par les mémes arguments généraux que dans la Proposition 4.2.
’ . ’ ., 7 . !
On démontre ensuite la régularité au niveau H k k' > k.

Proposition 6.4. Soit k' > k > n/2, f € C¥ avec f(0) = 0, ug € H¥ et u solution
dans C(I, H*) pour I un intervalle contenant 0. Alors

(1) weC(I,H") pour le méme I.
(2) ueCHI,H* %) pour 0 < ¢ < [k'/2] pour le méme 1.
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Preuve.

(1) La preuve procéde par récurrence sur k’. Il suffit de montrer le résultat pour &' = k+1
et pour cela d’estimer a priori Vu dans L>°(H*) pour une solution locale dans C(H*+1).
On estime pour chaque t & partir de (4.1)

¢
[Vu(t); H*|| < ||Vuo; H¥|| +/ at' || f'(u); H*|| [V u(t); H|
0
et on conclut par le Lemme 6.3, le Corollaire 6.1 et le Lemme 6.4 qu’on applique avec
y(t) = [|[Vu(t); H¥||, g(t) = ||Vuo; H¥|| et h(t) = || (u(?)); H*||.

(2) La preuve procéde par récurrence sur £ a k' = k fixé. Soit 0 < £ < [k/2] — 1. Alors

u € Xp = .QKCj(I,Hk‘zj) = f(u) € X, par le méme calcul que dans la preuve de
i<

la Proposition 6.3 (une dérivée de temps compte pour une dérivée seconde d’espace).

Ensuite on utilise I’équation différentielle

du =1 Au— f(u),

ou f(u) est meilleur que nécessaire, et Au € _Qe C’(I,H*=%1%) ce qui complete la preuve
i<
du fait que u € Xypy41.

Remarques. Le fait que H¥ C L* rend inutile des hypothéses sur le comportement de
f & linfini, et en particulier ’hypothese (H1).

La Proposition 6.3 et la partie (1) de la Proposition 6.4 ne sont pas particulieres
Péquation SNL. Il suffit que U(t) = exp(t L) soit un groupe borné dans H*. Par exemple
si L = —L*, U(t) est unitaire dans H*. De méme, le fait que u € X¢ = f(u) € X, n'est
pas particulier a I’équation SNL et repose seulement sur le Lemme 6.3.

(3) Régularité aux niveaux intermédiaires

Le passage de la régularité H? 4 la régularité H¥, k > n/2, s’effectue bien en dimension
basse, mais pas en dimension élevée. On va voir pourquoi et trouver la dimension limite.
En essayant d’appliquer les méthodes décrites au début de cette section, on se trouve

dans la situation suivante.

(i) Pour atteindre la régularité k > n/2, il est techniquement nécessaire de résoudre
Péquation localement au niveau de X” pour 2 < p < k, avec un peu de marge pour

progresser.
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(i) En utilisant le fait que 9, ~ 82, on doit pour cela appliquer & ’équation des
dérivées d’ordre k > p/2 et pour cela, il faut que f € C* avec k > p/2.

(iii) Par Vestimation (6.11) avec |a| = p/2 = k et tous les |a;| = 1, f simule une
puissance k, parce que sur f¥) on ne sait pas exploiter une décroissance en puissance
Uinfini en u.

(iv) Pour résoudre au niveau p avec une puissance k, il faut que k soit sous critique

au niveau H”, i.e. que
4

n—2p
Cette condition n’est compatible avec k& > p/2 pour tout p > 2 que si n < 12, le cas

k—1<

d’égalité étant le cas limite (voir Figure 6.1), avec une valeur critique p = 4.

En pratique, ce schéma suppose qu’on sait résoudre 1’équation avec des dérivées non
entiéres par rapport au temps de fagon continue en p. Ce travail est assez compliqué et
n’a pas été fait. Par contre on peut facilement résoudre localement au niveau critique -
p = 4 en utilisant la dérivée d’ordre deux en temps. Cette étude est le prolongement
naturel de la régularité au niveau H? et on I’esquisse briévement ci-dessous.

Résolution locale au niveau H%. On introduit ’espace naturel

X'fo(l) = {u:u,Au, 8, u, 0 Au et A’ue X (I)}.

Proposition 6.5. Soit n < 12. Soit f satisfaisant (H1) avec p—1 < 4/(n — 2) et en
outre f € C? avec
[F"(2)] € C(L+]2]P72+). (6.12)

Alors pour tout ug € H*, on peut résoudre I’équation SNL avec u(0) = uo localement
dans X* (i.e. on a le méme énoncé que dans les Propositions 4.2 et 4.3 avec X et X,
remplacés par X*).

Esquisse de la preuve. En utilisant le Lemme 6.1, on obtient & partir de (6.5) les
équations suivantes, qu’on adjoint a (6.5)

Oiu = 87 A(u) = —U(A — f'(uo0))(Duo — f(uo)) =1 U *r 8} f,
0 Au=0; A A(u) =i U(A — f'(uo)) (Aug — f(uo)) = U *r 07 f + 01 f(u),
A’u=A? A(u) = U(A — f'(w0)) (Aug — f(uo)) + iU *r 82 f
— 10 f(u) + Af(u),
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P n > 12\

[\

Fig. 6.1 Régularité en dimension élevée. Les cas représentés sont n =10, n = 12, n = 14.

(cf. 6.5) et on résout le systéme (6.5)(6.13) par contraction partielle (par exemple
de la norme dans Xp41) sur les ensembles bornés de 5(;;_'_1. Il suffit pour cela d’assurer
la reproduction des trois nouvelles normes. Noter que dans (6.13) f ne porte que des
dérivées d’ordre < 2, bien qu’on soit au niveau de H*.

Tous les termes en dérivées premieres se traitent par les méthodes et estimations
précédentes, en particulier par le Lemme 6.2, sans nécessiter d’hypotheéses sur f autres

que (H1). Les termes nouveaux sont les termes en dérivées secondes, i.e.
Usp f"(u)(0u)? et f"(u)(Vu)?.

On consideére seulement pour orientation le premier, qui est le terme crucial, en supposant
n > 6, donc p < 2 et f € L. On estime avec v = Gyu € X2,

U *r f7(8u)% X|| < ClIF" v LT (L7)] < CIF" oo llv; LT (L2712,
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llo; L2 (L27)|| < C |Jw; LY(HE)|| T
avec0<p<2,0>0,0<4,8 <1et

1 1 4 &’

—— I — -~ (5 —:1-—

27 q+2 i e 3 9

no_n_ B n o n _ P § _n
o7 o F g teELRO= oo =00

doué+6/2=1-0=nfd—p, doun/d=1+p—0<3, qui pour p < 2et 8 >0,
requiert n < 12,

Les détails de la preuve sont laissés en exercice.

La Proposition 6.5 permet de globaliser, i.e. de démontrer la régularité au niveau H?,
si on peut obtenir une estimation sous linéaire dans les nouvelles normes. II est facile de
voir que c’est le cas si le calcul précédent est valable avec p = 1, i.e. pour n < 8. En
outre dans ce cas le niveau H* suffit pour se brancher sur les Propositions 6.3 et 6.4.
Pour 8 < n < 11, il faut travailler davantage. On cite sans démonstration le meilleur
résultat publié [Hy] pour 6 < n < 11. Ce résultat n’est pas optimal.

Proposition 6.6. On suppose 6 <n <11, f € C¥, k> [n/2] + 2, et
RIS CLEP, (IS CEP, (@) +1f"(z)] < C
pour (n ~6)/(n+3)<p—-1<4/(n—2).

Soit ug € H¥ et u solution de I'équation SNL avec-u(0) = ug dans C(I,H') pour I
intervalle contenant 0. Alors

k
u € CY(I, H?*=Y pour 0<2< [5}

pour le méme intervalle I.

Remarque. La présence d’une borne inférieure sur p est typique du fait qu’on utilise &

des stades intermédiaires la majoration ponctuelle (3.5) et pas seulement les majorations
intégrales (3.20)(3.21).

Note bibliographique.

La méthode de démonstration de la régularité est trés classique, ainsi que les résultats
de régularité au niveau H* k > n/2, et s’applique & un grand nombre d’équations
d’évolution. La régularité au niveau H? se trouve dans [K1]. La régularité aux niveaux
intermédiaires se trouve dans [PW], [TsHy], [Hy], mais ces résultats sont antérieurs 4 la
mise au point de la Proposition 3.1 et des méthodes de la Section 4 et devraient pouvoir
étre améliorés en ce qui concerne les hypotheses sur f, dans Pesprit de la Proposition 6.5.
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7. Méthode de compacité

Dans cette section, on étudie le probléme de Cauchy (global en temps) pour 1’équation
SNL par une méthode de compacité. Cette méthode donne des solutions globales
mais sans unicité. Elle s’applique & de trés nombreuses équations et la présentation
donnée ci dessous pour I’équation SNL est assez représentative, et transposable avec des
modifications mineures a beaucoup d’autres équations. On trouvera des exposés traitant
d’autres cas dans [Lio|[Ta].

Les solutions obtenues seront dans L°(H*') et les estimations d’énergie jouent un réle
important. . On aura donc besoin des hypotheses (H2) et (H3). Par contre on ne vise
pas l'unicité, on n’a pas besoin d’avoir f lipschitzienne, et on peut remplacer (H1) par
I’hypothese plus faible :

(HO) FeC(C,C) et Ip, 1 <p< oo tel que

[f(z)] < C(lz] + |217) (7.1)
pour tout z € C.

Le probléme de Cauchy dans H' pour 1’équation SNL est bien compris pour p sous
critique, p + 1 < 2* = 2n/(n — 2), par les méthodes des Sections 4 et 5. Les résultats
de cette section sont donc intéressants surtout dans le cas surcritique. On suppose
donc n > 3 dans toute cette section. Les cas n = 1,2 ne présentent pas de difficultés
particuliéres, mais demandent des énoncés adaptés a ’absence de 2* fini.

On définit 'espace d’énergie
X =H'nLrt? (X =H' si p+1<2%),

et son dual
X*=H'4+IP (X*=H'sip+1<2%).
Ces deux espaces sont réflexifs et séparables.
La non linéarité f satisfait la propriété suivante.

Lemme 7.1. Soit f satisfaisant (H0). Alors f est bornée et fortement continue de X
dans L? + LP*1 et a fortiori de X dans X*.

Preuve. Par une inégalité de Sobolev (Proposition 2.2), X < L? N L* avec

s = Max(2*,p + 1). D’autre part f est bornée de fagon évidente et fortement continue
par le Lemme 4.1 de L2 N L*® dans (L2 N L®) + (L¥P N L°/P) C L? 4 [P+ C X*.
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On donne maintenant deux lemmes de continuité. Le second sera effectivement utilisé,

et s’inscrit dans le contexte du premier, qui est plus général que ce dont on a besoin.

Lemme 7.2. Soient Y et Z deux espaces de Banach duals de Y, et Z, avec Z, — Y,
Z. dense dans Y,, si bien que Y < Z. Si une suite {v;} bornée dans Y converge -
*—faiblement dans Z versv € Z, alorsv € Y et {v;} converge x—faiblement vers v dans

Y.

Preuve. La suite {v;} est bornée donc *—faiblement relativement compacte dans
Y, donc admet un point d’accumulation w € Y. Ce point est a fortior: un point
d’accumulation *—faible dans Z, donc coincide avec la limite *—faible de {v;} dans Z, i.e.
w = v, donc v € Y. De plus la suite {v;} admet v comme unique point d’accumulation

x—faible dans Y, ce qui joint & la compacité *—faible dans Y, entraine la convergence

x—faible dans Y.

Remarque. Si Y, est séparable ou réflexif, on peut remplacer “admet un point
d’accumulation dans Y” par “admet une sous suite convergente dans Y ([Yo] p. 126
et p. 141), mais ce n’est pas vrai en général ([ReSi] tome I, probléme 12 p. 120).

Pour le lemme suivant, on se limite au cas réflexif. On note C(I,Y) I'espace des
fonctions faiblement continues de I C R a valeurs dans un espace de Banach Y.

Lemme 7.3. Soit Y — Z deux espaces de Banach avec Y réflexif. Alors

L®(1,Y)NCw(I,Z) C Cu(I,Y).

Preuve. Soit {¢;} une approximation C* de la distribution § en temps. Soit v €
Le(I,Y)NCyw(I,Z). Alors ;%v € (C®NL®)I,Y) et || *v; L=°(Y)|] < ||v; L=(Y)].
Pour chaque t, la suite (; * v)(t) est bornée dans Y et converge faiblement vers v(t)
dans Z, donc v(t) € Y pour tout (et pas seulement presque tout) ¢ € I, avec extension
de la borne, par le Lemme 7.2.

Pour obtenir la continuité faible, on applique une deuxieéme fois le Lemme 7.2 a une
suite {(v(¢j)}, t; = t.

On va s’intéresser aux propriétés des solutions de I’équation SNL dans L*°(I,X).
Ces solutions satisfont automatiquement des propriétés supplémentaires. On note
respectivement C*(I,Y ) et C(I,Y) les espaces des fonctions Holder continues d’exposant
a (0 < a < 1) et des fonctions lipschitziennes définies dans un intervalle I et a valeurs
dans un espace de Banach Y.
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Lemme 7.4. Soit f satisfaisant (H0) et I un intervalle contenant 0. Soit v € L*°(I,X)
solution de I'’équation SNL. Alors, aprés modification éventuelle sur un ensemble de
mesure nulle,

(1) welr(I,X*)N Qca<">(1, LY NCy(I,X)
pour 2 <r < s = Max(p+ 1,2*) et a(r) = (1/2)(1 — &(r)/6(s)) .
(2) u satisfait I’équation intégrale (pourt € I)

w(t) = U(t) u(0) — i / Ut ) f(u(t)).

0
(3) Si de plus f satisfait (H2), alors ||u(t)||2 = constante.

Preuve.

(1) Par le Lemme 7.1, u € L®(I,H™! + L? + LP%1) ¢ L*®°(I,X*). On définit
i = fot Oru(t') dt’, ot Qyu est la dérivée de u au sens des distributions. Alors u—u = up =
constante comme distribution, donc u = ug + @ presque partout. On redéfinit u comme
% + ug, & une modification sur un ensemble de mesure nulle pres. Il est alors évident que
u € Cp(I,X*). La Holder continuité d’exposant 1/2 dans L? résulte de estimation

t

lu(t) —u(t)]B = [ dt 2Re (u(t) —u(t), deu(®))

ty

< 4|ty — | Jlu; L%(L, X)|[ ||8su; L(L, X7)]| - (7.2)

La Holder continuité dans L™ (2 < r < s) s’obtient par interpolation entre la Holder
continuité dans L? et la borne uniforme dans X C L®. La continuité faible dans X
résulte du Lemme 7.3 avec Y = X et Z = L2.

(2) u € C(L>NLP) = f € C(I? + L*) C C(H™F) pour k > n/2. L’intégrand dans
I'équation intégrale est dans C(H~*) en t et ' et dans C'(H~(F+?) en t. La dérivée par
rapport au temps de I’intégrale peut étre calculée au sens usuel dans H =(k+2); La preuve
suit alors le schéma donné dans la Section 2.4.

(3) On calcule

IIU(tz)Ilg—HU(h)H%=/tzdt Im (u(t), —Au(t) + 2f(u(?))) -

1

L’intégrale est bien définie car u € L=(X) et —~Au +2f(u) € L*®(X*), et I'intégrand est
nul par ’hypothese (H2).
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Remarque. Si u satisfait 1’équation intégrale et si u € L>°(H!), alors u satisfait
Iéquation différentielle. L’argument est analogue & celui de la partie (2) : I’équation
intégrale et le Lemme 7.1 entrainent assez de régularité de u, donc de l'intégrand pour
appliquer i 9; + (1/2)A & l'intégrale dans un H % avec N assez grand.

On passe maintenant au vif du sujet, 7.e. la construction de solutions. On utilise la
méthode de Galerkin qui consiste &

(1) tronquer I’équation pour se ramener & une équation différentielle en dimension finie
et obtenir une solution de ’équation tronquée par les résultats connus sur les équations
différentielles ordinaires (Théoréme de Peano).

(2) Eliminer la troncature par un passage a la limite et obtenir par compacité un
point limite de solutions des équations tronquées, qui fournira une solution de 1’équation
originale.

On tronque de la fagon suivante.

Soit {ex} (k > 1) une base de X, i.e. une suite de vecteurs de X tels que
(i) toute sous famille finie est linéairement indépendante,

(ii) les combinaisons linéaires finies des ey sont denses dans X.

Soit 7k (= IF = ) le projecteur orthogonal dans L? sur le sous espace engendré
par {e1,...,exr}. Pour chaque k, on considére I’équation tronquée

. 1 -
zatu=——-2—f‘kAu+;kf(u)

u(0) = uok

ol uox € R(%) pour tout k et ot ugr — uo fortement dans X quand k — oo.

L’existence d’une suite uor € R(J%) tendant fortement vers ug € X se montre par
l’absurde : s’il n’existait pas de telle suite, alors il existerait ¢ > 0 tel que la boule de
centre ug et de rayon € dans X ne rencontre aucun des R(.":), en contradiction avec le
fait que {er} est une base de X.

L’équation tronquée est une équation différentielle dans I’espace de dimension finie
R(I%). L’existence d’une solution du probléme (7.3) & k fixé résulte du Théoreme de
Peano ([Ht] p. 10-15) qu’on peut formuler comme suit.

Lemme 7.5. Soit h(t,y) continue sur un ouvert S C R**! et (tg,y0) € S. Alors
I’équation différentielle dy/dt = h(t,y) avec donnée initiale y(to) = yo a (au moins) une
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solution y € C'(I,R¥) définie dans un intervalle I = [to — T—,to + T4], T+ > 0. La
solution peut étre prolongée aussi longtemps que (t,y(t)) reste dans S.

On obtient alors le résultat suivant.

Lemme 7.6. Soit f satisfaisant (HO) et (H2). Alors le systéme tronqué (7.3) admet une
solution uy € C(R, R(k)). Cette solution satisfait les lois de conservation

lue()llz = [|uokllz et E(ux(t)) = E(uok) (7.4)

pour tout t € R. En particulier elle est uniformément bornée en t dans R(k).

Preuve. On applique le Lemme 7.5 avec u = ) yj¢€j, avec h(t,y) = h(y) = le MD
' 1<5<k

de (7.3) (indépendant de t) et S = R*¥t! La continuité de h vient du fait que f est
continue de X dans X* et que [ est borné de X* dans X (on peut par exemple se
ramener au cas ol les e; sont orthonormés dans L2 ];;ar orthogonalisation de Schmidt
auquel cas 7x = ) |ej >< ¢j|).
i<k .

L’existence globale résulte de la borne uniforme dans R(."%) qui résulte elle méme de
la conservation de la norme dans L?. Les deux lois de conservation se démontrent par le
calcul usuel en prenant les produits scalaires 2Im(u, Eq (7.3)) et 2Re(0;u,Eq (7.3)) et

en remarquant que le projecteur .y disparait parce que Jku = u et T} Oru = Osu.

Remarque. Le Théoréme de Peano est déja un résultat de compacité, et on n’a déja
pas d’unicité au stade du Lemme 7.6 pour le systéme tronqué. On ne peut d’ailleurs pas
en espérer avec seulement f € C.

On note désormais ux une solution globale du systéme (7.3). On va construire une
solution de ’équation SNL en passant a la limite & — oo. Pour celd on aura besoin
d’hypothéses plus fortes sur f. On énonce le résultat final dans la proposition suivante.

Proposition 7.1. Soit f satisfaisant (H0), (H2) et (H3). Sip+ 1 > 2%, on suppose en
outre que

V(R) > —Cy R? + C; RPH! (7.5)

pour un Cy > 0 et tout R > 0. Soit ug € X. Alors I’équation SNL avec donnée initiale
u(0) = uo a (au moins) une solution u satisfaisant

u € Cr(R,X*)NC*M(R, L) N (L™ N Cy) (R, X) (7.6)
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pour 2 < r < s = Max(2*,p + 1), avec a(r) = (1/2)(1 — §(r)/é(s)). De plus
[lu(t)]|2 = l|uol|2 pour tout t € R.

Sip+ 1> 2* on suppose en outre que V peut étre décomposé en V =V, +V, ou Vi
satisfait

Vi(R) < C(R? + RP1+1) (7.7)

pour un p; satisfaisant 1 < p; < p et ot V, est croissante convexe de RT — R. Alors la
solution construite précédemment satisfait

E(u(t)) < E(up) pourtout t€R.

- Preuve. On construit u comme limite de solutions uj des systémes tronqués (7.3)
obtenues dans le Lemme 7.6. La preuve procéde par étapes.

(1) Majorations uniformes des uy

Du fait que ugr — ug fortement dans X et de la continuité de 1'énergie E(u) comme
fonction de X dans R, il résulte que

lim |[ux(t)l2 = |luoll2,

k—oo

k]._l_)l’{.lo E(uk(t)) = E(uo),
et par suite pour k assez grand

Hur(®)ll2 < 2{luollz,
E(uk(t)) £ E(uo) +1.

D’autre part, il résulte des hypothéses (H2) et (H3) si p+ 1 < 2* par le Lemme 5.1, de
(H2) et (7.5) si p+ 1 > 2* que pour tout u € X

[lw; X1 < Mo([ulz; E(u)) -

Par suite

|luk(t); X1| < M(lluoll2, E(uo))
uniformément en k et t, pour k assez grand, t.e.
|lu; L=(R, X)|| < M([luoll2, E(uo)) , (7.8)

et par suite
[ (ur); L (R, X} < Mi([juollz, E(uo)) (7.9)

uniformément en k.
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(2) Extraction d’une sous suite convergente

On a L®(R,X) = LY (R, X*)* et L=®(R,X*) = L}(R, X)* par le Théoréme 2.5, et ces
deux espaces sont donc duals d’espaces de Banach séparables. Les suites ux et f(uy) sont
donc *—faiblement relativement compactes dans L®(R, X) et L>°(R, X*) respectivement
par le Théoréme 2.1. On peut donc extraire (en deux étapes) une sous suite, qu’on
continue & noter {uy}, telle que

ur converge * —faiblement vers u € L*°(R, X),

f(ug) converge x —faibement vers v € L*(R,X"),

et u et v satisfont les mémes majorations (7.8)(7.9) que uy et f(ux).
Attention. On ne sait pas & ce stade, et c’est la difficulté majeure de la méthode, si
v = f(u).

(3) Convergences et propriétés faciles de u

On démontre d’abord quelques convergences supplémentaires de uy vers u et quelques
propriétés simples de u. On note ({(,v)) la dualité dans l'espace temps, par exemple
entre ¢ € L}(X*) et v € L®(X), et (.,.) la dualité dans 'espace, extension du produit
scalaire dans L?. A

De la convergence *—faible de uj vers u dans L*°(R, X), il résulte immédiatement
que Auy converge x—faiblement vers Au dans L>®(R, H~!). Par contre on ne sait pas
si 0; up converge vers Oiu, car les projecteurs ., ne sont a prior: pas bornés dans X
(ou dans X*), donc &; u n’est pas a priori borné dans L*°(R, X*) uniformément en k.
Néanmoins on va montrer que u satisfait ’équation

i@tu=—%Au—|—v. (7.10)

Soit en effet § € D(R). Pour tout 7 < k, [ ej = e; donc

({810 u +—;—Auk ~ flus))) =0.

Mais
((6 €,1 0 uk)) = —i(((0:0) €j,ut))
par définition, et ceci tend vers
—1{{(8:0) ej,u)) = ({6 €;,2 Dru))
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par la convergence *—faible de u; vers u dans L®(R, X), car (8,8)e; € L}(R,X) C
L*(R,X*). On passe a la limite sans probléme dans les autres termes car (1/2) Auy, —
f(ug) converge *—faiblement vers (1/2) Au — v dans L®(R,X*) et f¢; € LY(R,X).
Donc ‘

) 1
<<Gej,z8tu + 5 Au —v>> =0,
d’ott le résultat puisque le systéme des 6 ¢; est total dans L' (X).

Il résulte de (7.10) aprés modification sur un ensemble de mesure nulle, qu’on
s’empresse d’effectuer si nécessaire, que u satisfait les majorations et continuités du
Lemme 7.4, et en particulier satisfait (7.6).

Par contre, et bien qu’on dispose de '’hypothése (H2), on ne peut pas conclure a ce
stade que ||ul|z est conservée, parce qu'on n’a pas assez de contrdle sur v pour savoir
que Im(u,v) = 0, i.e. on n’est pas capable de passer a la limite dans le produit scalaire
Im(uk, f(ur)) = 0 avec seulement des convergences faibles sur les deux termes.

Condition initiale. On montre maintenant que u satisfait la condition initiale

u(O) = Ugp.

Soit x4+ fonction caractéristique de Rt et 8 € D(R) avec 6(0) = 1. Alors pour tout
J<k,

(ej,ur(0)) = — /Ooo dt De(e; 0(t), ur(t)) = —((ej X+ 00, ur)) — ((€j 0 X+, 01 ug)) .

On élimine 0 uy en utilisant I’équation, [ s’élimine car I ¢; = ej, donc

coo=—{((ej X+ 0:0,ur)) — <<ej X+, % Auyg — zf(uk)>> .

On passe a la limite en utilisant le fait que e; x4 0;6 E.Ll (R, X*), e; x+0 € LY(R,X) et
les convergences *—faibles de ux dans L*°(R, X) et de (1/2) Aug— f(ur) dans L= (R, X™).
On obtient

(e5,0) = —((e; xo b)) — ({5 x40, & Au—iv))
= —((ej X+ 0:0,u)) — ((ej x+6, Oru))

car u satisfait I’équation (7.10),

.. ="ej,u(0)) .
Donc u(0) = ug, car le systéme {e;} est total dans X, donc dans X*.
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Convergence a temps fixé. On montre que ui(t) — u(t) faiblement dans X pour
t fixé. Comme ui(t) est borné dans X uniformément en ¢ et k, il suffit de montrer la

convergence en dualité avec un systéme total, pour lequel on prend encore les'e;. Pour
7 <k, on obtient

(ejvun(t) = uow) = ( (o3 x(10,]), 5 A — i f(ur)))

et comme précédemment, avec e; x([0,]) € L' (R, X) et (1/2) Aug — f(ui) *—faiblement
convergent dans L>®(R, X*), la limite suivante existe

kli—>rl;lo<ej’Uk(t)> = (ej,u0) + {{ej x([0,1]), Oeu))
= (ej, u(t)) .

(4) Satisfaction de ’équation

Il s’agit de montrer que v = f(u), et c’est le point délicat de la méthode. C’est une
propriété locale, qu’on va montrer dans I x K ou I est un intervalle compact et K un
compact de R™. '

On sait que, avec des bornes uniformes en &

ur € C(I,X) c C(I,H'(K)),
ur € CY¥(I,L%) c ¢Y* (1, L*(K)) .

On utilise alors la version suivante du Théoréme d’Ascoli.

Lemme 7.7. Soit I compact. Soit X; — Xy deux espaces de Banach, I'injection de
X, dans Xy étant compacte. Soit {ux} une suite uniformément bornée dans C(I,X;) et

(uniformément) équicontinue dans Xo. Alors la suite {uy} est relativement compacte en
norme dans C(I, Xo).

On applique le Lemme 7.7 & la suite précédente {uy} avec Xo = L?(K) et X; = H'(K)
(injection de H'(K) dans L?(K) est compacte pour K compact), et on conclut que la
suite {ux} est relativement compacte en norme dans C(I, L*(K)).

La suite {ux} est relativement compacte en norme dans L>°(I,L?(K)) et converge
x—faiblement vers u dans L>(R,X) donc a fortiori dans L°°(I, L*(K)). Par suite la
suite {ur} converge vers u en norme dans L*(I,L?*(K)) et a fortiori dans L*(I x K),
par un argument analogue a celui de la preuve du Lemme 7.2.
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On utilise alors le lemme suivant pour conclure que la suite {ur} admet une sous suite
qui converge vers u presque partout dans I x K.

Lemme 7.8. Soit (S,u) un espace muni d’une mesure, soit 1 < r < co et {ux} une
suite dans L™(S, u) qui converge fortement vers u € L". Alors il existe une sous suite qui
converge p—presque partout vers u.

Preuve. Soit E(k,6) = {y € S : Juk(y) — u(y)| > &}. Alors
H(E(k,8)) <677 [lug —ulf;

et ceci tend vers zéro & § fixé quand k — oo (pour r < oo ; le cas r = oo est trivial). On
prend une suite 6, | 0, par exemple 6, = 1/p, et on choisit k, tel que

H(E(kp";p)) < 2_(p+1) .

Soit alors

F,= U E(k,,8,) et F=nF,.
q>p P

Alors p(Fp) < 277 et par suite u(F) = 0.

D’autre part, st y ¢ F, il existe p tel que y ¢ F,, donc il existe p tel que pour tout
q > p, |lur,(y) —u(y)l <&, ce qui dit précisément que la sous suite ui, tend vers u en
tout point y ¢ F.

En appliquant le Lemme 7.8, on se restreint & une sous suite des {ur}, qu’on note
encore {uy}, qui converge vers u presque partout dans I x K. Le long de cette sous
suite, f(ur) — f(u) presque partout dans I x K par la continuité de f. On sait d’autre
part que f(uj) est uniformément bornée dans L*=(R,L? + LPHY) ¢ Lm(I x K). On
en conclut que f(ug) tend vers f(u) faiblement dans LP*Y(] x K) par le lemme suivant
([Lio] p. 12).

Lemme 7.9. Soit S ouvert C R™1, 1 < r < oo, {fx} suite bornée dans L"(S) et

convergeant presque partout dans S vers f € L"(S). Alors fy — f faiblement dans
L7(S).

Preuve. La suite {fi} étant bornée dans L"(S), il suffit de montrer la convergence faible

en dualité avec un sous ensemble dense de L7, pour lequel on peut prendre les fonctions
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a support compact. On peut donc sans perte de généralité se restreindre au cas ou S est
borné. Soit encore

E(k,8)={y €5 |fuly) - f¥)] > &} .
Soit F, = kng(k,l)-

Sur CF,, on a |fi(y) — f(y)| < 1 pour tout k > p et par suite (g, fx) — (g, f) par
le théoréme de la convergence dominée pour tout g € L7(S) avec Suppg C S\ F, (on
rappelle que S est borné).

D’autre part les F, forment une famille emboitée décroissante d’ensembles de mesure
finie (u(Fp) < u(S) < o0) et

nF,={yes:vp 3k 2p, 1fily) - W)l > 1}

est de mesure nulle. Donc y(F,) — 0 quand p — oo, donc les g € L7(S) & support dans
S\ F, pour un p sont denses dans L7(S), et suffisent donc & vérifier la convergence faible.

En appliquant le Lemme 7.9, on se restreint & une nouvelle sous suite, encore notée
{ur}, telle que f(ux) tend vers f(u) faiblement dans LP*(I x K). On sait d’autre
part que f(ux) tend vers v *x—faiblement dans L*°(R, L? + Lm) donc faiblement dans
Lm(I x K). Par suite f(u) = v dans I x K, et comme I et K sont arbitraires, f(u) =v
partout, donc u satisfait 1’équation SNL.

Pour terminer la preuve de la Proposition 7.1, il ne reste plus qu’a démontrer les lois
de conservation.

(5) Lois de conservation

Puisque u satisfait 1’équation SNL, on a maintenant la conservation de la norme L?
par le point (3) du Lemme 7.4.

On revient ensuite 3 la convergence ponctuelle de la premiére suite extraite {uz}. On
a vu que pour chaque t, ux(t) — u(t) faiblement dans X, et a fortior: faiblement dans
L?. D’autre part

a3 = [uokllz = |luoll3 = llu(t)]l: -

La convergence faible dans L? et la convergence de la norme entrainent la convergence
forte dans L2, i.e. u(t) — u(t) fortement dans L?. Par interpolation avec la borne
uniforme dans X C L% 4 L%, il en résulte que ur(t) — u(t) fortement dans L" pour
2<r<s=Max(2*p+1).
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On peut maintenant passer & 'inégalité d’énergie. On sait que E(ur(t)) = E(uor) —
E(uo) quand k — o0, par le choix des ugg. D’autre part, la convergence faible dans X,
donc dans H!, entraine que

IVu(t)]l3 < lim inf|[Vu(t)]|?
k—oo
tandis que la convergence forte dans L” entraine que

/ V(ur(t)) de — / V(u(t)) de

si p+1 < 2%, et Panalogue avec V) si p+1 > 2*. Par suite E(u(t)) < E(ug) sip+1 < 2*.

Il reste & considérer le cas de V3 si p+1 > 2*. Mais V; est convexe croissante sur R,
donc V,(z) est convexe sur C. Par suite 'application u — [ dz Vo(u) est convexe sur X,
donc son épigraphe est convexe. Mais cette fonction est fortement continue, donc son
épigraphe est fortement fermé. Etant convexe et fortement fermé, il est faiblement fermé
([DS] Tome I, Théoreme 13, p. 422), donc cette fonction est faiblement semi continue
inférieurement. Par suite

/Vz(u(t)) < lim inf/Vz(uk(t)) dz
k—o0
ce qui acheéve la preuve de l'inégalité d’énergie pour p+ 1 > 2*.

Remarque. Si on ajoute 'hypothése (H1) avec p + 1 < 2*, il résulte du point (3) de la
Proposition 4.1 que la solution de la Proposition 7.1 est unique (la Proposition 4.1 suppose
la continuité forte dans H!, mais il est clair que la preuve s’applique sans changement
avec la continuité faible).

Pour p+1 > 2*, P'unicité n’est pas connue. L’unicité, surtout pour p + 1 > 2*, est un
probléme ouvert, intéressant et trés probablement difficile.

Note bibliographique.

Les méthodes de compacité datent des années 30 et des travaux de J. Leray sur
les équations de Navier-Stokes. Elles ont été appliquées depuis de fagon systématique
4 un grand nombre d’équations, dispersives ou dissipatives. Voir [Lio], Chapitre 1 et
bibliographie. On trouvera également un exposé détaillé de ces méthodes dans [Ta). Le

cas de I’équation SNL est raisonnablement représentatif. L’exposé donné ici est basé sur
[GV3].
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8. Invariances et lois de conservation

Dans cette section, on présente la méthode générale d’obtention des lois de conserva-
tion a partir des propriétés d’invariance pour les équations d’évolution de type variation-
nel telles que celles considérées dans l'introduction, et on applique ensuite cette méthode
a I’équation SNL. On consideére ici seulement 'aspect algébrique du probléme et on sup-
pose que toutes les fonctions considérées sont suffisamment réguliéres et décroissantes
a l'infini pour donner un sens au calcul formel. La démonstration proprement dite des
lois de conservation, dés lors qu’on sait ce qu’on doit démontrer, s’effectue de la facon
la plus économique par des applications directes de 'équation d’évolution elle méme,
et dépend du cadre fonctionnel considéré. Voir en particulier les Sections 5.1 et 5.2 ci-
dessus et la Section 9 ci-dessous. On se limite aux équations de type local et du second
ordre au plus, en ce sens que ’équation ne fait intervenir que la fonction inconnue et ses
dérivées d’ordre au plus 2 prises en un méme point. Cette classe contient I’équation SNL.
Quelques modifications sont nécessaires pour les équations non locales comme 1’équation
de Hartree.

(1) Théorie générale

On note y = (¢,z) un point générique de ’espace temps R™™!, yo = t, y; = zj,
1<j<n,d, =0/0y,. Les indices latins (resp. grecs) varient de 1 a n (resp. de 0 & n).
O s’intéresse & une équation d’évolution pour une fonction inconnue u de R®*! dans C
(plus généralement u pourrait étre & valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie),
obtenue & partir du probleme variationnel suivant.

On se donne une fonction £, appelée Lagrangien, de C x C**? x R™! dans R, et
on considére la fonction composée, encore notée £ par abus de notation, y — L(y) =

L(u(y),{0,u(y)},y) de R**! dans R.

Soit A C R™*! un ouvert a frontiére réguliére. On lui associe I’action

Ay = /A £ly) dy. (8.1)

Le probléme variationnel consiste & chercher u tel que pour tout A, l'action A, soit
stationnaire par rapport aux variations de u qui laissent invariante la valeur au bord

ulan. Soit du la variation de u. La variation de d,u est 80,u = 0, du. La variation de L

est
oL
oL = 30,0 60,u + g—i Su
ocC oL oL
=0, (_"—a(a,,u) (5u) + (5; -3, —a(aﬂu)> Su. (8.2)
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Ici on utilise la convention usuelle de sommation sur I'indice muet répété p. De plus si
u est & valeur dans un espace vectoriel K de dimension réelle k avec des coordonnées
u; (1 <4 < k), u et du portent en outre un indice muet ¢ sur lequel on doit sommer
également. Cet indice n’est pas écrit pour alléger la notation. Dans le cas ou u est a
valeurs complexes, u = uj+i us, on utilisera u et & comme variables indépendantes plutot
que uy et ug. La variation de laction Ay, c’est-a-dire la différentielle de A, appliquée a
du, est alors

SAA =/dy 6L(y)
A

oL oL oL
oo 5unﬂda+/dy(au ~ 8, —__8(0uu)) Su

ou n est la normale sortante et do la mesure de surface sur OA. La variation d A5 est nulle

(8.3)

pour tout A et tout du qui s’annule sur JA ssi u satisfait '’équation d’Euler-Lagrange

0L _ oL 5 oL

5= B 0 (8.4).

(la premiére égalité définit le premier membre).

Exemple. Pour I’équation SNL (1.1) avec une non linéarité invariante de jauge, 1.e.
satisfaisant ’hypotheése (H2) (voir Section 4.2), on prend comme Lagrangien

L (@O - ud T — ¢ |Vul - V() (8.5)

L(u,0u) = 5

ce qui donne bien ’équation

8L
5 = z@tu+2Au—f()=O. (8.6)

Le probléme variationnel précédent peut étre considéré dans un cadre plus général ou
’espace temps R™® ! est remplacé par une variété différentiable M de dimension m et ol
le Lagrangien est a valeurs dans les m formes sur M.

On étudie maintenant les propriétés d’invariance du probléme variationnel précédent.
On considére un groupe & un parametre {79}, 8 € R, de transformations u — Tyu, ou tout
au moins un groupe local défini pour § réel voisin de zéro. On définit la transformation
infinitésimale associée(*) ¢ : u — du définie par

Suly) = 5 (rou)(w)lao- (57)

(*) L’exposé traditionnel [CoHi] utilise deux transformations infinitésimales notées usuellement § et 3.
Le § défini ci-dessus est le § de [CoHi] et le § de [CoHi] n’est pas utilisé ici.
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La transformation infinitésimale des dérivées de u est donnée de méme par

5 Buuly) = =5 (70 ) ¥)lo=o. 9)

La transformation de u induit des transformations du Lagrangien £ + 7oL et £ — 6L
définies par

1oL = L(1gu, {79 Opu},y), (8.9)
5L(y) = 2 (L) (W)lomo (8.10)

La derniere peut s’exprimer par (8.2) avec du et 60, u donnés par (8.7)(8.8).

Un cas particulierement important est celui ou le groupe de transformations {3} est
une représentation (ou la représentation d’une extension) d’un groupe de transformations
de R™*!) qu’on notera encore {74} pour ne pas multiplier les notations, y — 79y. La
transformation infinitésimale correspondante est définie par

d
y = by = =5 (Toy)lo=o. (8.11)
8y est un champ de vecteurs défini dans R™+1,

Exemple. L’exemple le plus simple est celui des translations dans R, On a alors,
pour a € R™! 1y = y + fa, §y = a (champ de vecteurs constant), Tpu(y) = u(y — fa),
Su(y) = —ax Ou(y).

Pour A C R™1, on note 73A son image par 79. On définit alors un groupe & un
parametre de transformations de ’action A, par

ro Ay = / dy(roL)(y) (8.12)
To A
et une transformation infinitésimale
~ d
§Ap = 70 (79 An)lo=0 (8.13)

qu'on note & au lieu de § car on a transformé non seulement Pintégrand, mais aussi le
domaine d’intégration. Il résulte immédiatement de (8.10)(8.12)(8.13) que

§Ar= | Ly)(6y-n)do+ / SL(y) dy . (8.14)
oA A
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On obtient alors les lois de conservation, qui sont des identités satisfaites par les
solutions de ’équation variationnelle, en transformant cette derniére expression dans
deux directions opposées.

On transforme d’une part lintégrale de volume en intégrale de surface modulo
Péquation au moyen de (8.2). On obtient

3 or
§ Ay = /aAdan,,(a(a—M bu + L{y) S ;)

oL oL

D’autre part, on transforme 'intégrale de surface en intégrale de volume en prenant
la divergence. On obtient

§ Ay = /A dy 5 L(y) (8.16)
8 L(y) = 6L(y) + Bu(L(y) Syu) - (8.17)

Si u est solution de ’équation d’Euler-Lagrange (8.4), 'intégrale de volume dans (8.15)
s’annule et il reste 'identité

—§ Ay = —/ dy & L(y) =/ don, Ju(y) 8.18)
A oA

ol on a défini le courant

oL

jﬂ(y) = _a(auu)

du—L(y)dy, . 8.19)

Les lois de conservation s’obtiennent alors sous la forme usuelle en prenant pour A une
région du type A = [t1,12] x R™ On définit la charge ’

Q) = / de Jo(z,1) (8.20)
et on obtient la loi de conservation

Qlta) — Qt1) = —/t2 dt / dod L(y) . (8.21)

La loi de conservation est exacte et donne Q(t) = constante si I'action est invariante,
i.e. § Ay = 0. L’invariance de l'action apparaitra souvent de la facon suivante. Par

changement de variable d’intégration, on peut écrire
rodn= [ (ro)(rov) diron) = [ (roL)(ro0) 5 6.9) dy (822)
oA A
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ou j(f,y) est le Jacobien de la transformation y — 79y. Une condition suffisante
d’invariance de ’action est alors la condition

(raL)(Toy) = j(6,9) 7" L(y) - (8.23)

Exemple. On reprend ’exemple des translations dans R™*! avec un Lagrangien
L(u,{0,u}) sans dépendance explicite en y. Dans ce cas (1oL )(7sy) = L(y) par définition,
et 7(6,y) = 1, donc la condition précédente est satisfaite.

Si Paction n’est pas invariante, il reste néanmoins la loi de conservation sous la forme

approchée (8.21) avec (8.17) et (8.20), qui peut encore étre trés utile pour fournir des
estimations a priori si § £ est suffisamment régulier.

On conclut cette sous section en mentionnant la méthode des multiplicateurs, qui est

une méthode empirique pour retrouver les lois de conservation. Il résulte immédiatement

des définitions (8.17), (8.19) et de (8.2) que

(8£ oc

5~ O _—a(a,,u)) Su=08,T,+6L

qui donne immédiatement la loi de conservation sous la forme (8.21) par intégration, si
u est solution de 1’équation, ¢.e. annule la parenthése du premier membre. La méthode
des multiplicateurs consiste & multiplier ’équation par un du convenablement choisi et &
transformer le résultat au mieux pour faire apparaitre une divergence, ou, par intégration
sur z, & faire le produit scalaire de ’équation par du dans L? et & transformer le résultat
pour faire apparaitre une dérivée en temps. C'est cette méthode qui a été utilisée dans
la Section 4.3 pour établir la conservation de la norme L? et de I’énergie. En dépit de sa
parenté évidente avec la péche a la ligne, cette méthode peut se révéler d’une efficacité
redoutable entre les mains d’un praticien expérimenté.

(2) Application a ’équation SNL

On applique maintenant les considérations précédentes au cas de I’équation SNL. On
rappelle que le Lagrangien est donné par (8.5) et engendre I’équation sous la forme (8.6)
avec f(u) = OV/Ou. L’espace R™ est euclidien, on utilisera toujours des coordonnées
orthonormées avec convention de sommation des indices muets. On écrira par exemple
|V’u,|2 = 0;  O;u.

Comme on va le voir maintenant, I’équation SNL est invariante par une représentation
projective du groupe de Galilée G, i.e. par une représentation d’une extension centrale
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G de G par le tore T! : le centre de § contient T! et G est le quotient G = G/T?! [Bag].
Le groupe de Galilée est le groupe de transformations de ’espace temps engendré par les
sous groupes suivants :

Translations d’espace temps : y — y +a, a € R**1,

Transformations de Galilée pures :

y = (t,z) = (t,z +vt), veER".

Rotations d’espace qui sont sans intérét pour les applications ultérieures dans ce cours.
Dans la suite, on omettra les rotations d’espace et on appellera encore groupe de Galilée

le groupe ainsi amputé.

On écrit maintenant la représentation projective du groupe de Galilée qui laisse
invariante l'action et par suite I’équation SNL, ainsi que les lois de conservation qui-
en découlent. On considére successivemnent trois sous groupes qui engendrent le groupe
étendu G.

Transformations de jauge. Ce sont les transformations du sous groupe central T* par
lequel on étend G en G. L’espace temps se transforme de fagon triviale : y + y, dy = 0.
La fonction u se transforme par

114

(Tou)(y) = e u(y)

et par suite du = iu. Il est évident que 7L = L, donc 6L =0 et § Ap = 0. Le courant
J,. associé est donné par (8.19) qui devient dans ce cas

jO = |u|2 3
i _ (8.24)
sz—-z-(uaju—uaju).

La quantité conservée est simplement ||u||3 et peut étre interprétée comme la masse (ou
la charge) de la solution w.

Translations d’espace temps. Soit a € R™!, L’espace temps se transforme par
y — Ty = y + Ba, et par suite dy = a. La fonction u se transforme par

(rou)(y) = u(ry 'y) = u(y — ba), (8.25)
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et par suite du = —ay Oru. La transformation est unimodulaire (j(6,y) = 1) et il est
évident que L se transforme selon (8.23), ce qui assure I'invariance de ’action et par suite

de I’équation. Le courant associé, donné par (8.19) est maintenant J, = ax Th,, avec

oL
0(Oyu)

T est appelé tenseur d’impulsion énergie. Plus précisément, on obtient

Ty =

Ou— Ly, . (8.26)

1
Too = §aj‘d0ju+V(u),
Tor = ——1- (aoﬂaku + Gou akﬂ) = — Re 0T Oru,
Tjo = (uau——uau) Re (11 9;u),
Tjrx = ~3 (8jﬂaku + Ok ﬂaju) — Léjx = —Re(0;U0ru) — L:(Sjkv'

Les quantités conservées sont les intégrales dans ’espace des composantes © = 0. La

composante A = 0, qui est associée aux translations de temps, donne ’énergie

/d:z: Too = E(u) = —;- [|Vullz + /d:c Viu). (8.27)

Les composantes 1 < A < n, associées aux translations d’espace, donnent 'impulsion
/d:cT]o__” ——/dwu@u—u@u)=—z(u Oju) . (8.28)

Dans le cas particulier de I’équation SNL et avec la normalisation choisie ici, la densité
d’impulsion est égale au courant de masse.

Transformations de Galilée pures. Soit v € R™. L’espace temps se transforme par

y = (t,z) = 19y = (t,z + Ovt), et par suite dy = (0,vt). La fonction u se transforme par
(rou)(y) = exp(ip(6v,y)) u(ry 'y)

= expli(80,9)) u(t = — vt), (8.29)

oll ¢ est une phase qu’on doit introduire pour assurer l'invariance. C’est la présence

de cette phase qui nécessite 'extension de § par T!. On détermine ¢ par la condition

que L se transforme selon (8.23), ce qui assure l'invariance de I’action. Il est clair que
j(8,y) = 1. Prenant § = 1, on obtient les transformations

diu = (Bpu — v Vu + i udip) explip)
Vu = (Vu +iu Vo) exp(ip)
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et par suite .
L L— -;- (T Vu — uV ) — |ul? By
~ 3 (VBT Vu) Vi - -;- luf? [Ve|?
qui assure 'invariance (8.23) si on impose Vi = v et ;0 = —(1/2)|Vep|?2. On prend
donc 1
o(v,y) =v-x——2—v2t.

On obtient alors & partir de (8.29)
du=1tv-z—vtVu=1tv-J(t)u (8.30)

ou J(t) =z +1tV.

L’opérateur J(t), générateur infinitésimal des transformations de Galilée pures, joue
un role fondamental dans ’expression des lois de conservation qu’on verra plus loin et
dans leur exploitation pour estimer les solutions de ’équation SNL (voir Sections 9, 10 .
et 11 ci-dessous). La loi de conservation associée a l'invariance de Galilée se déduit
immédiatement de (8.30) et de la définition (8.19) du courant conservé. La composante
p = 0 de ce courant est

Jo = tv; Tjo + (v z) |ul*

et donne par intégration la loi de conservation
/d:r: zj [ul> —t Pj(u) = (u,zju) — t Pj(u) = Cte

ou Pj(u) est 'impulsion (constante) définie par (8.28). Cette loi de conservation a une
interprétation particuliérement simple : elle exprime que le centre de masse de la solution
u'est animé d’un mouvement rectiligne uniforme, la vitesse étant Pj(u) ||u||52, c’est-a-
dire le quotient de I'impulsion par la masse totale, en parfait accord avec la signification
intuitive de l'invariance Galiléenne.

Pour étudier l'existence globale et le comportement asymptotique en temps des
solutions de I’équation SNL, on utilisera plus loin d’autres lois de conservation de
Péquation libre, qui fournissent des lois de conservation approchées de I’équation SNL.
Ces lois de conservation sont associées & un groupe de transformations de 1’espace temps
Gs qui contient le groupe de Galilée, et qu’on peut décrire de la fagon suivante, en
omettant toujours les rotations d’espace, sans intérét ici, et qu’on pourrait incorporer
facilement. On étend d’abord G de fagon évidente par le groupe des dilatations

y=(t,z) — (te?’ ze’), BeR, (8.31)
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en un groupe G;. On considére ensuite la transformation involutive de 'espace temps
R™*! (en réalité, de ’espace projectif Z(R"*1?))

j:(t,z) — (t_l,mt_l)

(en réalité : (¢,z,1) + (1,z,t)). Soit G, I'image de G; par ’homomorphisme 7 — j 7 j.
On voit facilement que cet homomorphisme échange les translations d’espace (¢,z)
(t,z + a), a € R", et les transformations de Galilée pures (¢,z) — (t,2 + at), et échange
chaque dilatation avec son inverse. Enfin, il échange le groupe des translations de temps

(t,z) — (t+0,z), 8 € R, avec un groupe a un parametre de transformations
y=(t,z) = 1 +6)", z(1+6t)7Y), 6€R, (8.32)

qu’on appellera transformations pseudoconformes. Le groupe de Schrodinger Gg est le
groupe de transformations de 'espace temps engendré par G, et Go. On voit facilement en
calculant les commutateurs des transformations infinitésimales de G; et G2 que ’algebre
de Lie de Gs est engendrée linéairement par celle de G; et le générateur infinitésimal
pseudoconforme (il est essentiel d’avoir inclus les dilatations pour arriver a ce résultat).

L’intérét du groupe Gs réside dans le fait que ’équation de Schrodinger libre est inva-
riante par une représentation projective de Gg, c’est-a-dire par une représentation d’une
extension centrale G s de Gs par le tore T!. On détermine facilement la transformation
de la fonction u en imposant soit l'invariance de ’équation, soit 'invariance de 'action
associée au Lagrangien libre

i 14
Lo = 3 (TOou — u Op) — —éajuaju.
On s’apercoit alors, ce qui est presque évident pour les dilatations, que I’équation
SNL est également invariante par cette représentation de Gs dans le cas particulier ot
V(u) = X |u|?>T*/™ pour un X € R quelconque. Noter que ce cas est celui d’une interaction
en puissance (1.2) pour la valeur L? critique p = 1+ 4/n.

En appliquant la méthode générale précédente, on en déduit deux nouvelles lois de
conservation, associées respectivement aux dilatations et aux transformations pseudo-
conformes. Ces lois sont exactes pour I’équation libre et ’équation SNL dans le cas
particulier cité plus haut, et seulement approchées, c’est-a-dire de la forme (8.21), pour
I’équation SNL dans le cas général. On donne maintenant le détail des calculs dont on
vient d’esquisser le principe. ‘

Involution j. Bien que n’appartenant pas & Gg, dont elle définit seulement un auto-
morphisme externe, cette transformation peut étre représentée par une transformation
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7; de la fonction u qui laisse 1’équation libre invariante. Cette transformation est linéaire
conjuguée (et non pas linéaire), et prend la forme

(rju)(t,z) = t7™? exp (z %) u(t~tzt1). (8.33)

Cette transformation discréte ne fournit pas de transformation infinitésimale, ni par
» . . ’ 7
conséquent de loi de conservation au sens précédent.

Exercice. Vérifier que 'équation SNL (8.6) avec f(u) = A |u|*/™ u est invariante par la
transformation (8.33).

Dilatations. L’espace temps se transforme par (8.31), et par suite dy = (2t,z). La
fonction u se transforme par

(rou)(y) = e ™2 u(ryty) = e "2 u(e™* t,e %)

et par suite
bu=—(2t0,+1; 0+ 1;-) u, (8.34)

si bien que la composante ;2 = 0 du courant de dilatation, donnée par (8.19), (8.34), est

Le jacobien de la transformation est j() = exp((n + 2) ), indépendant de y. Il est
évident que le Lagrangien libre Ly se transforme selon (8.23), mais il n’en est en général
pas de méme du terme d’interaction, et on doit calculer § £ = —§ V(u). On obtient &
partir de (8.17) et (8.34)

§V(u)=—(2t0 +z-V)V(u) = nuf(u)
+ 02t V(u))+ V- (zV(uv))
=(n+2)V(u)—n7 f(u). (8.36)
En particulier § V(u) = 0 si V(u) = A [u|?+4/™,

En intégrant (8.35)(8.36) dans I’espace, on obtient la loi de conservation approchée
sous la forme différentielle

0,(2t B(u) + 2 (u,iVu)) = / dz 5V (u)

ou encore

Ot (u, Du) = 2E(u) — R(u) (8.37)
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ol E(u) est I’énergie (constante) donnée par (8.27), D est 'opérateur auto adjoint
Dz—%(m-v-{—v-m),

et R(u) est défini par

R(u) = / de{(n+2) V(u) —n7 f(u)}. (8.38)

Transformations pseudoconformes. On rappelle que I'espace temps se transforme
par (8.32) et par suite §y = (—t?, —tz). La fonction u se transforme selon

(rou)(y) = (1 — 8)~™/2 exp [ -~ % Br2(1 — Ht)“l] u(ryly), (8.39)

cette loi de transformation s’obtenant de la fagon la plus simple en conjuguant la
translation de temps par la transformation 7; donnée par (8.33).
Exercice. Etablir (8.39) par la méthode indiquée.

La transformation infinitésimale de la fonction u est donnée par

5u:(t28t+t$j3j—%x2+g—t)uz—iKu (8.40)

ou K est le générateur infinitésimal pseudoconforme, relié au générateur de Galilée par

.K:%x2+ux-v+gt+iﬁa

:%Jm2+ﬁL, (8.41)

ot L = ¢ 9;4(1/2) A est Popérateur qui engendre '’équation de Schrddinger libre L u = 0.
La composante y = 0 du courant pseudoconforme, donnée par (8.19) et (8.40) est

Jo =~ Too —t2; T~ 3 2 |ul’. | (8.42)

Comme dans le cas des dilatations, ’équation n’est pas invariante en général a cause du
terme d’interaction, et on doit calculer § £ = —4 V(u) & partir de (8.17) et (8.40), ce qui
donne

V) =28 +tz-V)V(u) +nta flu)
— XtV (u) = V- (tz V(u))
=-t((n+2)V(v) —n7 f(u)). (8.43)
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En intégrant sur ’espace, comme précédemment, on obtient la loi de conservation
pseudoconforme, qu’on peut mettre sous la forme différentielle

8.{ llowlly + 4 B(w) ~t (u, Du) } = ¢ R(u) (8.44)

ou R(u) est défini par (8.38).

En comparant (8.37) avec (8.44), on voit que les deux lois de conservation de dilatation
et pseudoconforme sont équivalentes modulo la relation élémentaire

1
a{5 o ul*} = (u, Du) (8.45)
qu’on obtient immédiatement & partir de ’équation SNL et qui donne la dérivée par
rapport au temps du moment d’inertie.

La loi de conservation pseudoconforme peut également s’écrire sous une autre forme
qui sera plus utile pour la suite. Pour cela, on note que (cf. (8.41))

17(t) ull3 = llz ull3 — 2t (u, Du) + £ || Vull3

et par suite (8.44) peut s’écrire sous la forme
1 2 42
at{§ 1T ull2 + 82 [ de V(u)} — ¢t R(v). (8.46)

Les lois de conservation de dilatation et pseudoconforme ont été établies ci-dessus
en suivant pas & pas la méthode générale de la Section 8.1. Pour conclure, on indique
maintenant brievement la méthode de calcul la plus rapide pour les retrouver directement
a partir de ’équation.

Pour la loi de dilatation (8.37), on utilise la méthode des multiplicateurs. On calcule
2 Im(Du,Eq (8.6)), on obtient

8 (u, Du) = — Im (Du, Au) + 2 Im (Du, f(u))

et on intégre par parties pour faire dispa,raitre les facteurs z contenus dans les deux
produits scalaires du MD.

Pour la loi pseudoconforme (8.46), on note que [J(t),L] = 0 ot L = ¢ 0; + (1/2) A.

Par suite si u est solution, on a
§ 0, J(t)u = —-;- AJ()u+ J(¢) f(u) (8.47)
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et en formant Im(J(¢) u, Eq (8.47)) on obtient

8 5 17 (6) ullf = Tm (J(¢) w, J(2) F(u)

= Im ((zu, 1tV f(u)) + (it Vu, = f(u)))
— 12 Im (Au, f(u)) . ' (8.48)

On utilise encore une fois ’équation pour écrire

Im (Au, f(u)) = 2 Re (B, f(u)) = Jy / do V(u)

et on intégre par partie comme plus haut pour éliminer les facteurs z dans les deux
premiers produits scalaires du MD de (8.48). La fin du calcul est laissée en exercice.

Note bibliographique.

Les propriétés d’invariance et les lois de conservation jouent un réle trés important en
Physique. On trouvera un exposé traditionnel de la méthode générale dans [CoHi], Vol. 1;
p. 260-265 et un exposé plus moderne dans [Tr]. Le groupe d’invariance Gs de ’équation
de Schrodinger libre est décrit dans [Bau]. Les extensions centrales et les représentations
projectives du groupe de Galilée sont étudiées dans [Bag].

87



9. Invariance pseudoconforme et explosion en temps
fini

Dans cette section, on démontre dans un cadre fonctionnel approprié la loi de
conservation pseudoconforme obtenue au niveau formel dans la Section 8. Comme
premiere application de cette loi, on démontre ensuite I’existence de solutions explosives
de ’équation SNL. La loi de conservation jouera également un réle important dans 1’étude
des comportements asymptotiques en temps dans la Section 11 ci-dessous. Un rdle
important est joué ici par le générateur infinitésimal de Galilée J(¢) = z +:¢tV. On
a déja vu qu’il satisfait

. 1
[@sio+ 58] =0 9.1)
D’autre part, du fait que
2

s=FVeF, Ul =F e (-it)F,

il résulte que
J(@t)=U(t) 2 U(~1) (9.2)

et plus généralement
JROYUE—-tY=U@)zU(-t)=U@t-¢t)J({). (9.3)

Une conséquence importante de (9.2)(9.3) est que J(¢) se combine facilement aux
estimations du groupe libre U(¢) données dans la Proposition 3.1.

Lemme 9.1.

(1) Pour tout couple admissible (g,r)

@) U@)u; LU < Cr ||z ull2 (9-4)

(2) Pour tous couples admissibles (q1,71) et (g2,72) et tout intervalle I C R,
T * f); LI, L™)|| £ Cr, Cr, || (2) f5 LT(1, L72))] (9.5)
NI@)(U g ); LI, L™)|| £ Cr, Cr, 1I(8) f5 LT=2(1,L7)| (9.6)
avec les mémes constantes C, que dans la Proposition 3.1.
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Preuve. (9.4) résulte de (9.2) et de (3.19). (9.5) et (9.6) résultent de (9.3) et
respectivement de (3.20) et (3.21).

Soit maintenant \

M(t) = exp (z %) . (9.7)
Alors |
J(t) = M(t)it VM(-t). (9.8)

Une conséquence importante de (9.8) est que J(t) se comporte comme une dérivation sur
les fonctions invariantes de jauge.

Lemme 9.2. Soit f € C! satisfaisant-(H2). Alors

J(t) f(u) = 8; f(u) J(t)u— 35 f(u) T(®) u. (9.9)

Preuve.
J(8) Flu) = M(£) itV M(=t) f(u) = M(t) it V f(M(~t) u)
= M(2) 8, F(M(=t) )i ¢V M(~t) u + M(2) 85 f(M(—t) u) it V. M(—1) u
— 8, f(u) M(t) itV M(~t)u— 05 f(u) M) itV M(—t) u

=0, flu)J@)u—0sf(u) J(t) u.

Les lemmes 9.1 et 9.2 vont permettre de manipuler 'opérateur J(t) dans des estima-
tions portant sur I’équation intégrale exactement comme on a manipulé 'opérateur V,

qui satisfait de maniere évidente des propriétés analogues.

La loi de conservation pseudoconforme n’a de sens que pour les solutions u telles que
z u(t) € L? pour tout ¢. On introduit donc I'espace approprié

S=H'nFH ={u:u€cH e zuecl?} (9.10)
qui est un espace de Hilbert avec la norme
[l D% = [l + [[Vull3 + lle ull3
En analogie avec les espaces X? de la Section 4, on introduit les espaces
Y1) ={u:ueC(l,z) et u, Vu et J(t)u e LU(L,L7)

pour 0 < -(21- =46(r) < 1} (9.11)
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et pour 0 < §(rg) = o < 1,
Y(I) = {u cu €C(I,X) et u, Vu et J(t)ue LI(I,L7)
2
pour 0 < i §(r) < 50}

- {u cu €C,E) et u, Vu et J(t)u e L=(I,L2)N L"°(I,L"°)} . (9.12)

On utilisera également les espaces locaux qui leur sont associés de fagon évidente. Il
résulte immédiatement de la Proposition 3.1 et du Lemme 9.1, partie (1) qu’une donnée
initiale ug € ¥ engendre une solution libre U(t) ug € Y(R), avec les estimations en
norme qui résultent de (3.19) et (9.4).

Le premier probléme est de montrer que les solutions H! & données initiales ug € &
restent dans & pour tout ¢, et en fait sont dans Y'1(-).

Proposition 9.1. Soit f satisfaisant (H1) avec p — 1 < 4/(n — 2) et (H2), soit up € =
et u € X;H(IOC)(I) solution de Iéquation SNL avec «(0) = ug, ott I est un intervalle.
contenant 0. Alors u € Y(}OC)(I) pour le méme 1.

Preuve. C’est un résultat de régularité disant que les solutions H! (de la Proposition 4.3
par exemple) propagent la décroissance & U'infini z v € L2, La preuve est la méme que
celle de la régularité H? en plus simple, avec d;u remplacé par J(t)u.

On résout ’équation intégrale localement dans Y, ; en contractant la norme Xp41 sur
les bornés de Y}, ;. La reproduction de la norme ||J(¢)u; Xp41|| s’effectue par le méme
calcul que celle de la norme de Vu dans la Proposition 4.3, grace aux Lemmes 9.1 et 9.2.

On estime ensuite la nouvelle norme comme on a estimé la norme de O;u dans
la Proposition 6.2, car J(t)u et O;u satisfont essentiellement la méme équation, ¢.e.
Véquation linéarisée au voisinage de u.

On démontre maintenant la loi de conservation pseudoconforme en deux étapes
correspondant & (8.45) et (8.37). On donne au passage des résultats intermédiaires qui
resserviront pour démontrer I'inégalité de Morawetz et la complétude asymptotique dans
H?! dans la Section 12. On commence par montrer une version tronquée de (8.45), avec
(1/2) 2% remplacé par une fonction bornée h.

Lemme 9.3. Soit f satisfaisant (H1) avec p—1 < 4/(n—2) et (H2), soit h € C}(R™,R),
avec h et Vh € L. Soit ug € H', I un intervalle contenant 0, u € C(I, H') une solution
de I'équation SNL avec u(0) = ug. Alors (u(t),hu(t)) € C*(I) et pour tout t € I

O (u(t), hu(t)) = Im (u, Vh - Vu). (9.13)
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Preuve. Sous les hypothéses faites, u € C(I, H*)NC(I, H™!) et la multiplication par h

est un opérateur borné dans H! et dans H~!. Donc le calcul formel a un sens. Il donne

Ot (u,hu) =2 Im <u,h<——;-Au+f(u))>
= Im (u, Vh - Vu)

en intégrant par parties.

On passe & la version tronquée de (8.37), i.e. avec comme ci-dessus (1/2) z? remplacé
par une fonction h bornée & dérivées bornées.

Lemme 9.4. Soit f satisfaisant (H1) avec p—1 < 4/(n —2) et (H2), soit h € C*(R", R)
avec VIh € L®, 1 < j < 4. Soit ugp € H', I un intervalle contenant 0 et u € X;-{-l,loc(‘[)
une solution de I’équation SNL avec u(0) = ug. Alors Im (u,Vh - Vu) € C}(I) et pour
toutt € I

O Im (v, Vh - Vu) = (V,u, (V?jh) Vju) — 211— (u, (A*h) u) + /Ah(Re T flu) — V(u)).
(9.14)

Preuve. Le MD de (9.14) est une fonction continue de u € H', donc il suffit de démontrer
(9.14) sous forme intégrale pour conclure que Im (u, Vh - Vu) € C*(I) et satisfait (9.14).
La preuve de l'identité intégrale est une combinaison de la généralisation du calcul formel
conduisant & (8.37) et de la régularisation utilisée dans la preuve de la conservation de
I’énergie (Proposition 5.4). Comme dans cette derniére on pourrait utiliser la régularité
auniveau H? avec les mémes avantages et inconvénients. On préfeére régulariser I’équation
comme précédemment. On pose u, = @ *u. Alors u, € CY(H*) VEk > 0, et on peut faire
le calcul formel avec u,. On obtient

1

O Im(ug, (Vh - V) ug) = 5 0t (up, [Vh; Vit uy)

= —Re <u¢,[Vh;V]+ (— -;— Aug + @ * f(u)>>

= ‘211 (ug: [8,1VA; V4] up) = Re(ug, [VA; Vit (9 + f(u))) = Ra + R

ot [ ; ]+ désigne 'anticommutateur combiné avec le produit scalaire dans R™.
Terme cinétique. (La sommation sur les indices mue;ts est sous entendue).
(A, [Vh; V4] = [Vi (VER) + (VER) Vi, V5], = [[ViR, Vil+, V]
=4 V,-(V?jh) V;+ V,'(ij V;h) — (V?j V;h) V;
=4 Vi(V?jh) V; + (A%h).

-+
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Par suite .
R1 = <Vz Uy, (ijh) V] u¢> - Z (’U,‘P, (Azh) U<P> .

Terme en f.

Ry = = { (4o V5 VL 05 () = o F(u), VA5 V)i )}

= Re (o * f(u), Vh - Vu) — Re (ug, Vh- V(g * (1))
= 2 Re (Vug, (Vh) ¢ * £(u)) + Re (uy, (AR) o+ f(u))

= = [(AR) V() +Re (e (M) * F(u))
+2 Re (Vug, Vh (o f(u) = f(us))

On a obtenu ainsi I'identité différentielle régularisée

Oy Im (uy, (VA - V) uy) = (Viug, (V?jh) Vjug)
~3 (e (%R u) + [(AB)(Re Tyl x f(u) = V()

+2 Re (Vug, (VA)(p* f(u) = f(up))

Par intégration sur ¢, on en déduit l'inégalité régularisée sous forme intégrale, et on passe
3 la limite ¢ — 1 exactement comme dans la preuve de la conservation de 1’énergie
(Proposition 5.4), en particulier en appliquant le théoréme de la convergence dominée 2
I'intégrale en temps. Le probleme est en fait moins singulier que dans le cas de ’énergie,
car la fonction h absorbe au moins une dérivée. On laisse les détails en exercice.

L’étape suivante est de passer i la limite A — (1/2)z2. Pour cela on a besoin de
solutions dans 2.

Proposition 9.2. Soit f satisfaisant (H1) avec p — 1 < 4/(n — 2) et (H2). Soit
u € X;.1(I) NC(I, Z) solution de I’équation SNL dans un intervalle I contenant 0 avec
u(0) = up € T. Alors ||z u(t)||3 € C?(I) et u satisfait les relations

04 % Iz v||2 = Im (u,z - Vu), (8.45)
8¢ Im (u,z - Vu) = 2E(u) — R(u) (8.37)
R(u) = /dm [(n+2)V(u) —n Re T f(u)], (8.38)
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at{% |z wlf? +¢2 E(u)—t(uDu)} = at{% ||J(t)u||g+t2/V(u)} =t R(u). (8.44,46)

Preuve. La propriété C? résulte du fait que les MD de (8.45) et (8.37) sont continus
de u € ¥ et il suffit de démontrer ces identités sous forme intégrale. Dans ce but, on
approche (1/2) 22 par des fonctions convenablement bornées et on passe & la limite. Soit
Y1 €C®(R™,R),0< 91 <1, ¢1(z) =1 pour |z| £ 1, ¢1(z) = 0 pour |z| > 2. On définit
Yir(z) = ¢¥1(a/k) et hi(z) = (1/2) 2% ¢ (z). Pour démontrer (8.45), on écrit (9.13) sous

forme intégrale avec h = hy

to

(u(ts), hi u(ta)) — (u(ts), b u(ty)) = | dt Im (u, Vhg - Vau)(2) (9.15)

t1

et on fait tendre k vers l'infini. Pour u € C(+, %), le MG de (9.15) tend vers la limite

attendue. Dans le MD, on passe a la limite par le théoréme de la convergence dominée.

On a .
th=$1ﬁk+§l'2v¢k-

Le terme (u,¥r = - Vu) est majoré par ||z ul|z ||Vullz uniformément en k et tend vers
(u,z - Vu). D’autre part

[@2? Vipi - Vu| < ||z Vipelloo |7 uf [Vul

ol la norme ||z Vi ||oo est indépendante de k, tandis que le support de Vi) est contenu
dans la région |z| > k et s’éloigne a Pinfini quend k& — oo. Il en résulte que le produit
scalaire (u,z? Vi - Vu) est majoré uniformément en k par C ||z ulls |[Vu|2 et tend vers
zéro quand k — oo pour chaque t. Par suite sa contribution & l'intégrale dans (9.15) tend
vers zéro quand k — oo, ce qui achéve la démonstration de (8.45) sous forme intégrale.

Pour démontrer (8.37) on procede de méme & partir de (9.14). On utilise les relations

1
Viihe = 6i5 0k + 2 Vithr +2; Vir + §$2V?j¢k
1
A hyg =n1/)k—|—2ac-Vz,bk+§ac2A1,b.
Les premiers termes des MD donnent & la limite les contributions attendues & (8.37), et
les contributions des autre termes tendent vers zéro par des arguments du méme type

que ci-dessus. On laisse les détails en exercice. Les identités (8.44) et (8.46) résultent de
(8.45) et (8.37) par des opérations élémentaires, comme on ’a vu dans la Section 8.
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On exploite immédiatement la loi de conservation pseudoconforme pour démontrer
Pexistence de solutions de ’équation SNL qui explosent en temps fini. On introduit le
potentiel auxiliaire

W(z) = (n+2) V(z) - n7 f(2) . (9.16)

Proposition 9.3. Soit f satisfaisant (H1) avec (p — 1) < 4/(n —2), (H2) et W(z) > 0
pour tout z € C. Soit ug € L et soit u € Y;,l_,_l’loc(l) la solution de I'équation SNL
avec u(0) = ug construite dans la Proposition 4.3 complétée par la Proposition 9.1, avec
I = (-T-,Ty) lintervalle maximal d’existence. Alors

(1) si E(up) < 0,0onaTy < oo et T— < oo.

(2) Si (Im (ug, x - Vuo))? > 2 E(uo) ||z uol|3 et Im (uo,z - Vup) S 0,
on a Ty < oo, les signes se correspondant.

Plus précisément Ty est plus petit que la plus petite racine positive (resp. —1_ est
plus grand que la plus grande racine négative) de I’équation

1
5 llz woll3 + T Im (uo, = - Vuuo) + E(uo) T# = 0. (9.17)

Preuve. Il résulte de (8.45), (8.37) et du fait que W > 0 entraine R > 0 que
2 1 2
9; 3 leull; <2F,

et par suite pour tout ¢t € [

1 1
3 ||z ull3 < = |z uoll? + ¢ Im (uo, z - Vug) + Et*. (9.18)

Si le MD de (9.18) s’annule dans I, alors ||z u(t)”z — 0 quand ¢ approche une racine et
par l'inégalité de Heisenberg

o ullz |Vl 2 3 [lull3

et la conservation de la norme L2, |[Vu(t)||2 — oo, en contradiction avec la définition de
I. Les conditions (1) et (2) assurent l’existence de racines.

Remarque. On a établi Iinégalité essentielle (9.18) en utilisant la relation (8.45) et la loi
de dilatation (8.37). Comme on I’a vu dans la Section 8, ces deux relations conduisent & la
loi pseudoconforme (8.44), et effectivement (9.18) s’obtient directement par application
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de cette derniere. Il suffit d’écrire la relation (8.44) intégrée entre —t et 0 pour la
translatée en temps de u par —t. On obtient

3 lle w®I = 5 llovolly + ¢ (uo, Do) + £ Bw) + [ ¥ Riu(t +1)

¢
= % ||z uol|2 + t Im (uo, z - Vug) + t* E(u) — / dt'(t —t') R(u(t"))
0

qui est simplement le développement de Taylor en ¢ = 0 du MG avec reste a 'ordre 2, et
qui entraine (9.18) puisque R(u) est positif.

Le résultat de la Proposition 9.3 est choquant en ce qu'’il suggére que la solution
implose en se concentrant & l’origine, qui ne joue aucun role particulier pour une
équation invariante par translation. En fait il n’en est rien. L’équation est invariante
par translation et par transformation de Galilée. On peut la réécrire dans n’importe
quel repére Galiléen, appliquer I’argument précédent dans le nouveau repére, obtenant
ainsi une borne supérieure du temps d’explosion qui dépend du repere, et minimiser cette
borne par rapport au repére. On trouve alors que le minimum s’obtient dans le repere

du centre de masse, ce qui suggere une implosion par concentration au centre de masse.

On rappelle que pour une solution dans C(I, H! )I, Pimpulsion P = P(u) est conservée
P = (u,—i Vu) = (ug,—i Vug).
La loi de conservation associée & l'invariance de Galilée assure que le centre de masse
2(2) = |uoll5? (u, u)(2)
est en translation uniforme :
z(t) = 2(0) + ¢ ||uollz* P(u) .

D’autre part, le moment d’inertie par rapport a un point ¢ € R™ est minimum au centre
de masse a = z(t) et vaut alors

1 2 _ 1 2 1 2 2
S i@ = @) u(t)llf = 5 lle w(®)l13 - 5 2(t)* lluoll} -

On peut alors améliorer la proposition précédente comme suit.

Proposition 9.4. Soit f,uo et u comme dans la Proposition 9.3. On pose
P = (’LLQ, —1 V’U,o> 3
zo = |[uoll3? (uo,z o),

1 -
Ecm = E(uo) — 5 |luoll3* P .
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Alors

(1) si Ecpm(uo) <0, 0naTy < oo et T- < oo.

(2) Si (Im (uo,z - Vug) = P 20)” 2 2 Ecar(uo)(I|z woll3 — 23 ||uoll3)
et Im (ug,z - Vug) — P20 S 0,

on a Ty < 00, les signes se correspondant, avec le méme complément d’information

que dans la Proposition 9.3, avec (9.17) remplacée par

. 1
5 lle wollf = 5 23 lluoll? + T(Tm (@ o, Viso) — P 2o) + Ecae(uo) T = 0.

2
Preuve. L’inégalité (9.18) peut encore s’écrire

1 1 .
lleullt <3 e = i) wolf+ [ daViwo).

On définit pour a,b € R, la transformée de Galilée de u

b2
v(t,x):exp(—ib-m-—i—it) u(t,z +a+bt)

et on lui applique (9.20). 1l vient, avec vo = exp(—i b ) uo(z + a),

3 llevIE < 5 iz =it V) el +4° [ daVi(uo)

% (2 —a~itV —bt)uo| —|—t2/de(uo).
On développe

(2 =itV —a=bt)uoll; = Iz — it V) uoll} +la +bt|* |juoll;
—2(a+bt) (ug,(z —1t V) ug) .

On minimise cette quantité en prenant
(a+bt) lluoll3 = (uo, (z — it V) uo)
i.e. a=xg et b= P ||ug||;%. Pour ce choix, (9.23) devient

oo =l(z = ¢ V) uo|2 — |[uol 3 (z0 +t P |[uoll3?)
= ||z uo||2 — 23 |Juol|5 +2¢(Im (uo,z - Vuo) — zo P)

+ 1% (I|Vuollz — P* [uollz™®)
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d’on1 le résultat suit immédiatement.

Discussion des résultats des Propositions 9.3 et 9.4.

L’hypothese W > 0 signifie que
(n+2)v-gV'zo

i.e. que R~(*t4/™) V(R) est décroissante.

Dans le cas particulier ol V(R) = —C RP*™1 elle est équivalente & p > 1+ 4/n et est
complémentaire de (H3).

L’hypothése E < 0 est une hypothése disant que ug est grand. On sait d’ailleurs
(Proposition 5.6) qu’on a existence globale pour ug petit. Pour V(R) = —C RP*! avec
p>1letug€ HY, ona E(Aug) <0 pour \ assez grand.

La situation pour V(R) = —C RP*! est finalement la suivante :
p < 1+4/n: existence globale pour toute donnée dans H*.

p=1+4/n: existence globale pour ||ug||2 assez petit,

explosion pour ug assez grand.

p>144/n: existence globale pour ||ug; H|| assez petit,

explosion pour ||ug; H!|| assez grand.

Les résultats d’explosion précédents, méme sous la forme améliorée de la Proposi-
tion 9.4, et plus généralement tous les résultats d’explosion obtenus par une démonstra-
tion par absurde, doivent étre interprétés avec une certaine prudence. La démonstration
suggeére un mécanisme d’explosion, par exemple pour la Proposition 9.4, par concentra-
tion au centre de masse. Cependant il peut parfaitement arriver que la solution explose
plus t6t qu’au temps prédit, et par un mécanisme complétement différent de celui qui
est suggéré. Par exemple pour Iéquation SNL, on peut démontrer ’existence de so-
lutions qui présentent des explosions par concentration simultanée en plusieurs points
différents de ’espace et dans ce cas le moment d’inertie ne tend certainement pas vers
zéro 3 l'explosion. Le mécanisme suggéré par les Propositions 9.3 et 9.4 est cependant

qualitativement correct pour certaines solutions a symétrie sphérique.

L’étude des phénomenes d’explosion pour l’équaﬁion SNL et d’autres équations
similaires est un domaine de recherche trés actif, tant du point de vue analytique que

numérique.
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Note bibliographique.

La loi de conservation pseudoconforme est établie dans [GV1], ou elle est appliquée
a des problémes de diffusion (voir ci-dessous Sections 10 et 11). Le résultat d’explosion
(Proposition 9.3) se trouve dans [Gl]. L’étude des phénomeénes d’explosion a suscité de
nombreuses études en raison de leur intérét physique. Voir les articles de revue [Be],
[RaRy]. Pour le point de vue mathématique, voir [C2] et sa bibliographie, et pour des
résultats récents [Me] et sa bibliographie.
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10. Existence des opérateurs d’ondes dans #! et dans =

Dans cette section, on commence ’étude des comportements asymptotiques en temps
des solutions globales de I’équation SNL obtenues dans la Section 5. On se place dans le
cadre de la théorie de la diffusion, décrit dans la Section 1.3 b, et on étudie la premiere
question posée dans cette section, i.e. le probléme de I’existence des opérateurs d’ondes.
La deuxieme question, .e. le probléme de la complétude asymptotique, sera traité dans
les Sections 11 et 12 ci-dessous.

On se donne une classe de fonctions de référence v satisfaisant une évolution simplifiée,
en priorité, et en pratique exclusivement dans cette section, 1’évolution libre : v(t) =
U(t) u+. La condition initiale uy pour v sera appelée état asymptotique. Pour
chaque v de ce type, on cherche une solution u de ’équation SNL qui se comporte
asymptotiquement comme v quand ¢ — +o0o. On construit ainsi une application
Q4+ : uy — u(0) appelée opérateur d’onde pour ¢ > 0. Le méme probléme se pose
pour t< 0, donnant lieu & la définition d’un opérateur d’onde 2 pour ¢t < 0. Dans
toute cette section, on se limite au cas t > 0. Les résultats pour ¢ < 0 se déduisent
immédiatement de ceux pour ¢t > 0 car 'équation SNL est réversible en temps.

Pour construire u asymptote a v pour ¢ — +00, on procede comme suit. On résout le
probléme de Cauchy pour I’équation SNL avec donnée initiale u(tg) = v(¢o) fixé, obtenant
ainsi pour chaque ¢y > 0 (ou au moins pour ¢y > 0 assez grand) une solution us,. On fait
tendre ensuite ¢y vers +oo pour v fixé et on s’efforce de montrer que u4, tend vers une
solution u de SNL qui satisfait la condition asymptotique souhaitée (voir Figure 10.1)).
Les différentes opérations se formulent facilement au moyen d’équations intégrales.

Le probleme de Cauchy avec donnée initiale u(tp) en to prend la forme de ’équation
intégrale

u(t) = U(t —to) u(to) —i/t dt' Ut —t') f(u()) . (10.1)

Une fonction quelconque v, pas nécessairement solution de I’équation libre, satisfait
I'identité

t
v(t) = Ult —to) o(to) —i | dt'U(t=#)(i0w+ % Av) () (10.2)
to
qu’on obtient immédiatement en écrivant que
t
h(t) = h(to) + / dt' h'(t")

to

avec h(s) =U(t — s) v(s).
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Fig. 10.1 Définition des opérateurs d’ondes.

On impose u(tg) = v(to), si bien que (10.1) est équivalente a

w(t) = v(t) — i /t U - 1) () ~ (0w + % A)®)).  (103)

Si v est solution de I’équation libre v(t) = U(t) u4, il vient

w(t) = U(t) ug +i /t @ U - ) ()
= U(t) ut + (Fio(w)) () = (Aso(w))(2) (10.4)

ou les deux derniers membres définissent de facon évidente les opérateurs Fy, et As,. Les
opérateurs F et A introduits dans (4.2) et utilisés dans les sections précédentes sont les
cas particuliers to = 0 ce ceux-ci. C’est cette derniére équation qu’on essaiera de résoudre
pour to grand et en particulier pour tg = co. L’équation devient alors

u(t) = U(t) uy +3 / T AU — ) fu)). (10.5)

t
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Le probléme d’existence des opérateurs d’onde est donc essentiellement le probléme de
Cauchy avec temps initial infini. Comme pour le probléme de Cauchy en temps fini, on
procedera en deux temps.

(i) On résout I’équation (10.4) ou (10.5) par contraction dans un intervalle [T, 00). La
contraction nécessitera un parametre petit qu’on obtiendra en prenant Vintervalle petit,
i.e. T assez grand.

(ii) On prolonge la solution & tout temps a partir de t = T en utilisant les résultats des
sections précédentes sur le probleme de Cauchy global & temps fini.

Une autre fagon d’obtenir un facteur de contraction petit dans la premiére étape
consiste a prendre la donnée initiale petite, i.e. 1’état asymptotique u4 petit. On pourra
alors deés la premiére étape, résoudre I’équation dans R entier pour ¢y quelconque. Le
résultat pratique est que la premiére étape donnera comme sous produit la résolution
globale et la complétude asymptotique pour données petites.

Pour réaliser la premiére étape on aura besoin au minimum que l'intégrale dans (10.5)
ait une certaine forme de convergence & l'infini, et pour cela que f(u) ait une certaine
forme de décroissance en temps. Cette propriété s’obtiendra par la combinaison des deux
faits suivants.

(1) Les fonctions u elles méme doivent avoir une certaine décroissance en temps, 7.e. on
doit essayer de résoudre (10.4) ou (10.5) dans des espaces fonctionnels qui incorporent
une certaine décroissance en temps dans leur définition. On utilisera en particulier les
espaces X(-) de la Section 4 et les espaces Y'(-) de la Section 9, qui possédent de telles
propriétés. On devra alors s’assurer que les solutions de I’équation libre appartiennent a
ces espaces, en imposant des restrictions convenables sur les états asymptotiques.

(it) La décroissance en temps de u doit entrainer une décroissance en temps de f, et pour
cela f(u) doit tendre vers zéro assez vite quand u tend vers zéro. Dans le cas ou f(u) est
une puissance de u, cette condition prendra la forme de bornes inférieures sur ’exposant.
Il est intuitif que les bornes inférieures requises sur ces exposants seront d’autant plus

faibles que les décroissances disponibles sur u seront plus fortes.
On imposera en général sur f la condition suivante :

(H4) f € CYC,C), f(0) = 0 et il existe p; et pavec 1 < p; < p < 4/(n — 2) tels que
pour tout z € C

) SC(Am +12P7).
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L’hypothese (H4) est une variante renforcée de (H1), qui correspondrait au cas p; = 1.
De plué on a incorporé dans (H4) la condition de sous-criticité H' qu’on supposera
toujours dans la suite. En fait, avec les méthodes utilisées, les probléemes de régularité
locale, qui requiérent la borne supérieure sur p, sont essentiellement découplés des

problémes de décroissance a l'infini, qui requerront des bornes inférieures sur p;.

Dans la suite de cette section on traitera le probléme d’existence des opérateurs
d’onde pour des états asymptotiques uy dans H!, ce qui nécessitera la borne inférieure
p1—1 > 4/n, puis dans I, ce qui nécessitera py —1 > 4/(n+2). On discutera ensuite les
meilleures bornes accessibles, et on montrera en particulier que les opérateurs d’ondes
“ordinaires” considérés ici, c’est-a-dire associés aux comportements asymptotiques de
P’équation libre, ne peuvent pas exister pour p — 1 < 2/n.

On utilisera souvent et sans autre rappel la notation
a(t) = U(—t) u(t). (10.6)

Pour tout intervalle I C R, borné ou non, on notera I sa fermeture dans R =
RU{+0oc, —o0} avec la topologie évidente. On se limitera au cas de dimension n > 2, car
le cas n = 1, sans étre plus difficile, demande dans certains cas des énoncés légerement
modifiés.

(1) Existence des opérateurs d’onde dans H!

On prend les états asymptotiques uy dans H' et on utilise les espaces fonctionnels
X1(-) introduits dans la Section 4.1. Dans ces espaces, la décroissance en temps dans un
intervalle I non borné est exprimée par l'intégrabilité LI(I).

On commence par résoudre le probléme de Cauchy local a 'infini.

Proposition 10.1. Soit f satisfaisant (H4) avec p; —1 > 4/n. Alors pour tout uy € H',
il existe T < oo tel que

(1) pour tout to € I, ou I = [T,o0), I’équation (10.4) a une solution unique dans
X}, 1(I). La solution est en fait dans X*(I).

(2) La solution u est fortement continue de u4 € H* et deto € I & valeurs dans X*(I).

Preuve. La preuve est trés voisine de celle de la Proposition 4.3, basée sur les calculs

de la Proposition 4.1. Pour simplifier I’exposé, on se limite au cas d’une seule puissance
p dans (H4). (Les deux puissances sont traitées indépendamment et leurs contributions
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s’ajoutent de facon évidente). Par les mémes estimations que dans la preuve de la
Proposition 4.3, mais maintenant avec § = 0, on obtient

| Fio (1) = Frolua); X (D] € C |1f(u1) — fluz); LT (I, L7 )|
< Cflur = ug; L9(Z, L7)|| Max |fui; LA, L)|P, (10.7)

IV Fso (u); X (D)]] < C IV £(w); LT (1, L7))]
< C||Vu; I, IN)|| |lus L5, Z9)IPY (10.8)

avec 0 < 4,8 <1let

(p-1)(=—68(s)) =6+
P )(22 | ) (109)
(p-1)7=2-(+5)

qui avec le choix (arbitraire) 6 = §’ se réduit 40 < d <1 et
n
(r=1)(5 —5(s)) =26

a (10.10)
(p—1) (5—-5(5)—%--2-) —2.

On choisit maintenant s = p + 1, ce qui entraine § = §(s) = §(p + 1), et on estime

llus LE(L, L2)][P7 < C s 9T, LPTH) |7 fju; L(L, LPF) P17
< C{Ju; LI, LPH)||7 s L=(L, HO|PTH7

L’homogénéité en temps combinée avec (10.10) donne

21~ 6(p+1)) = (p—1) 5 = = = o3(p+1).

6.
2(1 - é(p+1))
o=
d(p+1)
On utilise maintenant ces estimations pour montrer que Ay, contracte la norme Xp41(I)

>0. (10.11)

sur des ensembles bornés de X} ;(I) du type suivant. On sait par la Proposition 3.1 que
U Yuts Xppa (R < Co [Jusg; HYJ.
On considere I’ensemble

5 = {u € Xy D) s [ Xiya(Dl 2 et s L9(1, 14| < 2R
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ol
Cillus; H'| = R, (10.12)

WU (s L9(I, LP*)]| = Ro . (10.13)

Les estimations précédentes donnent alors pour u,u;,us € S
1Fio(0); X341 (DI < € Il Xp1 (D] (2R0)? (2RPTH7,
[1Foo (w); LI, L) < € llu; (I, LP*)|| (2Ro)” (2R)P 77,
1 Fro(u1) — Fio(u2); Xpr1 (D] £ C'llus — ug; LI, LP*1) [|(2Ro)7 (2R)P ™17 .

On impose
% , (10.14)

ce qui assure que S est stable par A;, et que A, y contracte la norme X,;;. Dol le
premier résultat par la Proposition 2.4.

C(2Ry)° (2R 177 <

Pour uy fixé, R est déterminé par (10.12), la condition (10.14) & R fixé est une
condition de petitesse de Ry, et cette condition est assurée avec (10.13) en prenant T
assez grand.

Les continuités de u en (u4,tg) résultent du fait que 'opérateur A;, est continu en o,
u4+ dans les normes de X. Pour la continuité en t, on utilise les estimations ci-dessus
avec I remplacé par [to1,%02]. Pour les normes de Vu dans X, on a besoin d’un argument
supplémentaire comme dans la Proposition 4.3.

Les estimations de la preuve de la Proposition 10.1 ont deux conséquences immédiates.
La premiére est la continuité de # dans H' & l'infini, c’est-a-dire l’existence d’états
asymptotiques pour les solutions ainsi construites.

Proposition 10.2. Soit f satisfaisant (H4) avec p1 — 1 > 4/n. Soit I un intervalle,
to € I, uy € H' et u € X}, ,(I) solution de I’équation (10.4). Alors @& € C(I,H"). En
particulier si I = [T, 00), la limite suivante existe :

lim () = (o) (10.15)

t—o0

comme limite forte dans H'. Sitg = oo, #i(c0) = us.

Preuve. On estime
1
la(e) - ) HYl = | [ de" Ut = ) f(ute); B!
-tl
S CIU = f;L=([', 1], HY)|| < CIU = f; X gt ([E, )]
< Cllu; Xy (1 DI s L[, 8], LD [Ju; L([, 8], LPTH|P~1 7.
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Les deux normes extrémes du dernier membre sont bornées uniformément en ¢ et ¢’ et la
norme médiane tend vers zéro quand ¢ et ¢’ tendent vers une méme limite, en particulier

vers +o0, fournissant un systeme de Cauchy, d’ol ’existence de la limite en norme dans
H!.

L’autre conséquence est l'existence de solutions globales, Iexistence des opérateurs
d’onde et la complétude asymptotique pour des données petites.

Proposition 10.3. Soit f satisfaisant (H4) avec py — 1 > 4/n. Alors il existe Ry > 0
tel que pour tout uy € H' avec ||ug; H*|| < Ry, I’équation (10.4) a une solution unique
dans X, 1(R). La solution est en fait dans X'(R). Les opérateurs d’onde Q4 et leurs

inverses sont définis au voisinage de 0 dans H!, et sont des homéomorphismes locaux de
H' dans H*.

Preuve. On prend Ry = R dans (10.14), i.e. C(2R)?~! < 1/2, et pour cela, (cf. (10.12));
C:1 R; = R. On assure ainsi la stabilité de S et la contraction sans condition sur I, i.e.
pour I = R.

On définit Q4 comme les applications uy — u(0) en résolvant (10.4) avec u4 remplacé
par ut et o = £oo.

On définit Q7' comme les applications ug — %(£oo) en résolvant (10.4) avec u4
remplacé par up et to =0, .e.

ult) = U(t) uo — i /0 dt' Ut — 1) flu(t)). (4.1)

Pour construire les opérateurs d’onde pour des données de taille arbitraire, on a
besoin de prolonger les solutions locales & Uinfini de la Proposition 10.1 en utilisant
la Proposition 5.5 de globalisation & temps fini. En préliminairé, on ajoute ’hypothese
(H2) et on étend les lois de conservation de la norme L? et de I’énergie & l'infini.

Proposition 10.4. Soit f satisfaisant (H4) avec p; — 1 > 4/n et (H2). Soit I = [T, 00),
to € I,uy € H' et w € X, ,(I) solution de 'équation (10.4). Alors

la(oo)llz = lullz et %IIVﬁ(OO)H%:E(U)- (10.16)
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Preuve. On sait par les Propositions 5.3 et 5.4 que |[u(t)|l2 = ||u]|2 et E(u(t)) = E(u)
sont des constantes. Par la Proposition 10.2, %(o0) existe,

la(eo)llz = Jim |[a(t)ll> = Jim [lu(@)ll> = llull:

et
1” A )”2_1, 1” SN = T 1 A2 =E I Viu(t
5 V (oo 2—tlm'2" V a(t)]] —tifn‘z‘H;u()Hz— (u)—tl)nool u

Il suffit donc de montrer que [ V(u(t)) dz — 0 & I'infini, et pour cela, en se limitant pour
simplifier au cas d’une seule puissance p; = p, que ||u(t){|p+1 — 0 & I'infini. On sait déja
que v € Xp41(I), donc |[u(t)||p+1 € LI(I). D’autre part de Péquation différentielle et du
fait que H! C LP+! = LPT1 C H! et que

u € I®(LP*) = f(u) € L®(LPTY) = f(u) € L(H™)
il résulte (voir aussi le Lemme 7.4) que

lu(t) ~ u(s); HH| < It = sl {llw; Z(H )|+ |If (w); “Hit}

i.e. que u est uniformément Lipschitzienne dans H™!, donc par interpolation avec
L®(H'), que u est uniformément a—Hdlder continue dans LP*! d’exposant o =
1/2(1 — é(p +1)). La norme ||u(t)||p+1 est donc dans LI(]) et uniformément o—Holder
continue, donc elle tend vers zéro & l'infini par un argument élémentaire.

On obtient maintenant ’existence des opérateurs d’onde en rassemblant les résultats
précédents et ceux de la Section 5.

Proposition 10.5. Soit f satisfaisant (H2), (H3) et (H4) avec py —1 > 4/n. Alors :

(1) pour tout uy € H?, I'équation (10.5) a une solution unique dans X, ,.(R) N
X341 (RY). De plus u € Xj,.(R)Nn X*(RY), & € C(RU {+o0}, H') et u satisfait les
lois de conservation

llu(®llz = [lutllz et E(U(t))=%HW+H§ (10.17)

pour tout t € R.

(2) L’opérateur d’onde Q4 : uy — u(0) est défini dans H', continu et borné en norme
HY.

On a les mémes résultats a t = —oo.
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Preuve. Cette proposition est une récapitulation de résultats précédents. On construit
la solution au voisinage de t = 400 par la Proposition 10.1 et on la prolonge & R entier
par la Proposition 5.5. Les lois de conservation résultent des Propositions 5.3 et 5.4 &
temps fini et de la Proposition 10.4 & I'infini. La borne des 2 dans H* résulte des lois de
conservation, de I’hypothése (H3) et du Lemme 5.1.

Remarque. Les solutions construites dans la partie (1) de la Proposition 10.5 sont
dispersives & ¢ — 400, mais rien n’est dit sur leur comportement asymptotique a —oco
(et inversement dans le cas de ). Un résultat de ce type reléverait de la complétude
asymptotique, qui sera étudiée dans la Section 12.

(2) Existence des opérateurs d’onde dans

La décroissance de u en temps contenue dans la définition de X(R) ou de X1(R), a
savoir u € LI(R, L") pour (g,r) compatible est loin-d’étre optimale pour les solutions de
I’équation libre. En fait la décroissance optimale est donnée par

1U() uoll» < € J¢]750"

d’apres (3.5) pour ug € L7, et on voit qu’elle est optimale sur 'exemple exactement
calculable ol ug est Gaussien. Cette décroissance est deux fois meilleure que celle
contenue dans X (R).

Pour exploiter cette décroissance optimale, on fait maintenant une théorie analogue a
celle de la Section 10.1 pour des données initiales et des états asymptotiques dans . On
utilise maintenant les espaces Y () définis par (9.11)(9.12). La théorie utilise de fagon
essentielle Popérateur J(t) et le Lemme 9.2, et on devra donc faire 'hypothese (H2) des
le stade de la résolution locale. La borne inférieure sur p; va s’améliorer de p; — 1 > 4/n
apr—1>4/(n+2) (pour n > 2. On trouverait p; > 3 pour n = 1). La possibilité
d’exploiter la décroissance optimale dans cette théorie résulte du lemme suivant.

Lemme 10.1. Soit u € . Alors

—&(r T —-6(r
el < C 878 1T (2) w57 fuel[5 2 (10.18)

pour 0 < 46(r) <1 (< 1sin=2).

Preuve. On part de I'inégalité de Sobolev (Proposition 2.2)

o]l < C TVl floll ™"
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qu’on applique & v = M(—t) u. On obtient

- . o(r —-6(r
[elle = llollr < C 1170 [[i ¢ VM (=) ullg” (ol ™"
—4(r é -4
= C 7 17) ully™ Tl
par (9.8).
On commence par résoudre le probleme de Cauchy local & l'infini pour des données
initiales dans 3.

Proposition 10.6. Soit f satisfaisant (H4) avec py > 4/(n + 2) et (H2). Alors pour
tout uy € ¥, il existe T < oo tel que

(1) pour toutty € I, ot I = [T, 00), I'équation (10.4) a une solution unique dans Y, (I).
La solution est en fait dans Y*(I).

(2) La solution u est fortement continue de uy € T et de to € I & valeurs dans Y™ (I).

Preuve. On se limite encore au cas d’une seule puissance p dans f. La preuve est encore
par contraction de la norme dans X, sur les ensembles bornés de Yp1 +1- On complete
(10.7)(10.8) par l'estimation analogue de J Fi,(u) ou on utilise les Lemmes 9.1 et 9.2,
donc 'hypothese (H2) :

1J Feo(w); X(DI < CITF(u); LT (1, L7)|| < C [|Ju; LI, L7 Hlus L5, L] (10.19)

ot r, ', s et k satisfont (10.9), et aprés le choix arbitraire § = ¢’, (10.10). Il reste a
estimer la derniére norme de (10.7), (10.8) et (10.19), mais on dispose maintenant pour
celle-ci d’une meilleure estimation que dans la Proposition 10.1. II résulte en effet du
Lemme 10.1, de (9.2) et de la définition de Y'(+) (9.11) que

lu@lls < €75 i L=, D))} < C 7% |lu; Yy ()]

et par suite

oo {p—1)/k
s LR, L)~ < c{ [ t-““)} 3 L(1, )] P~
= C T~ ||i; L°°(1, )P (10.20)

avec 8 = (p — 1)(é(s) — 1/k), pourvu que

0<%<5(s)§1 (<1sin=2).
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Par (10.10), la derniére condition sur & se réduit a
n
(p— 1)(5 +6(s)) > 2.

On choisit alors 6(s) = 1 pour n > 3 (6(s) = 1 — € pour n = 2) qui permet de satisfaire
toutes les conditions restantes pourvu que 4/(n + 2) < p— 1 < 4/(n — 2), et on obtient

1Eoo (w); Yora (DI < Cllu; V3 (DI T2 la; L1, T) P~

|| Feo(u1) = Fro(uz); Xpr1 (DI < C|lua — u2; Xp1(D]| T Max ||i;; L(I, T)| [P~

qui assure que la boule B(2R) de Y;,I_H'(I ) est stable par Ay, et que la norme X, y est
contractée si U(-) uy € B(R) et si T est assez grand. La fin de la démonstration procede
par les mémes arguments que celle de la Proposition 10.1.

Comme précédemment, les estimations de la preuve de la Proposition 10.6 entrainent
la continuité de 4 dans ¥ a 'infini, c’est-a-dire U'existence d’états asymptotiques dans &
pour les solutions ainsi construites.

Proposition 10.7. Soit f satisfaisant (H4) avec p; —1 > 4/(n + 2) et (H2). Soit I un

intervalle, to € I, uy € I, et u € Y, (I) solution de 'équation (10.4). Alors € C(I,%).

En particulier si I = [T, 00), la limite suivante existe :
tli)ngou(t) = 4{0c0)

comme limite forte dans I. Sito = 0o, 4(c0) = u4.

Preuve. On estime

I[a(t2) = a(t); 2| =

/ ® U () f(u(t));EH < U * £ ¥ (i, 2]

ty

ou on a utilisé la relation (9.2),

t2 (p—1)/k
SOl G, Dl s Lt DP9 et
t1

(p—1)/k
< {ti—kri(s) _t;—kﬁ(s)}

qui tend vers zéro quand ¢; et ¢ — oo et on conclut comme précédemment.
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L’existence de solutions globales, celle des opérateurs d’onde et la complétude asymp-

totique pour des données petites se formulent et se démontrent comme dans la Proposi-
tion 10.3.

Proposition 10.8. Soit f satisfaisant les hypothéses des Propositions 10.6 et 10.7. Alors
on a les mémes conclusions que dans la Proposition 10.3 avec H' remplacé par .

On démontre maintenant les lois de conservation a I'infini. Comme on a déja supposé
(H2) dans les trois propositions précédentes, on pourra ajouter ces lois de conservation
aux conclusions de ces propositions.

Proposition 10.9. Soit f satisfaisant (H4) avec py — 1 > 4/(n + 2) et (H2). Soit
I=[T,00),to €I, uq € T et uec Yy (I) solution de équation (10.4). Alors pour tout

tel,

la(c0)llz = [lullz et %IIVﬁ(OO)II§=E(U)-

Si de plus py — 1 >4/n, alors pour tout t € I

S WOuOB+# [V) =S leaelE - [ ¢ @ RuE) (1021

ot R(u) est défini par (8.38) et ou la derniére intégrale converge absolument.

Preuve. Pour la conservation de ||ul|z et de E(u), la preuve est la méme que dans la
Proposition 10.4, mais ici

/ V(u)de < C ||ulP3] < C |lg; Lo(I, Z)|[PH ¢~ (= tn/2

et cette quantité décroit ponctuellement en temps comme une puissance (p+1) (p+1) =
(p — 1) n/2. Pour la loi pseudoconforme, on part de la loi & temps fini obtenue dans la
Proposition 9.2, qu’on met grace a (9.2) sous la forme

@ g+ / V(u(t)) de = 3 llo a(¢)[3+47 / V(u(t')) dz— / i di" R(u(t")

Quand t' — oo, le premier terme du MD tend vers (1/2)||z ﬁ(oo)]l% par la continuité

de @ dans ¥. Le deuxiéme terme tend vers zéro et l'intégrale converge absolument si

(p—1) > 4/n.
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On obtient l'existence des opérateurs d’onde en rassemblant les résultats précédents,
ceux de la Section 5 et les Propositions 9.1 et 9.2.

Proposition 10.10. Soit f satisfaisant (H4) avec py — 1 > 4/(n + 2), (H2) et (H3).

Alors :

(1) pour tout uy € %, I’équation (10.5) a une solution unique dans y;)l+1,loc(R) N
Yy (RY). De plusu € ¥J (R)NYI(RY), & € C(RU {+00}, ) et u satisfait
les lois de conservation (10.17) et, sip— 1 > 4/n

%HJu(t)H%—l—tz/V(u(t)) d:vz—é—“x u+||§-/°°t' it Ru(t)).  (10.22)

i

(2) L’opérateur d’onde 4 : uy — u(0) est défini dans X, continu et borné en norme L.
On a les mémes résultats a t = —oo.

Preuve. Comme la Proposition 10.5, cette proposition est une récapitulation des résul-
tats précédents. On construit la solution u au voisinage de 'infini par la Proposition 10.6,
et on la prolonge & R entier par les Propositions 5.5 et 9.1. Les lois de conservation résul-
tent des Propositions 5.3, 5.4 et 9.2 & temps fini, et de la Proposition 10.9 & I'infini. La
borne des 2 dans X résulte de la résolution locale & l'infini et des lois de conservation.

On conclut cette section par quelques commentaires sur le role de 'hypothese (H2)
d’invariance de jauge. On a fait cette hypothése dés le stade de la résolution locale pour
pouvoir exploiter le Lemme 9.2. Si on ne fait pas cette hypothese, on peut néanmoins
résoudre le probléme local & 'infini par contraction dans un espace du type

Z, (1) = {u cu€ XL (I) et (L+ 1) [fu(t)llr € () pour 0 < 8(r) < 8(ro) < 1}

sous une condition du type p > po(n) out po(n) est une valeur comprise entre 1 4+ 4/n et
1 +4/(n + 2), solution de I’équation pd(p + 1) =1 ou encore

np(p—1)-2(p+1) =0, (10.23)

si bien que
po(n) = (2n) ' (n+2+ Vn?2 +12n +4), (10.24)

po(1) = (3+V17)/2, po(2) =1 + V2, po(3) =2, po(4) = (3+ V17) /4, ete. Cette valeur
magique reparaitra dans la Section 11 ci-dessous comme borne inférieure sur p assurant

la complétude asymptotique dans ¥. Elle apparait également, décalée d’une unité en
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dimension, dans le probléme d’existence des opérateurs d’ondes et de solutions globales
& données petites pour I’équation ONL.

La théorie locale a 'infini ainsi obtenue a plusieurs inconvénients par rapport a celle
décrite plus haut dans cette section. Elle est sensiblement plus compliquée, du fait que
I’espace des données initiales est défini de fagon peu explicite par la condition d’engendrer
des solutions de 1’équation libre appartenant & Z(-). De plus, il n’est guére possible de
globaliser sans restriction de taille des données sauf si on suppose (H2) et (H3), auquel
cas cette théorie perd le bénéfice de sa généralité par rapport & celle décrite plus haut
dans cette section.

(3) Borne inférieure sur p;. Amélioration et valeur optimale

On a déja dit, et vérifié sur les deux exemples précédents, que la borne inférieure sur p;
est d’autant meilleure, i.e. plus basse, que I’espace dans lequel on résout a de meilleures

décroissances en temps. La décroissance optimale des solutions de ’équation libre est
lu@ll- < C e

La théorie dans H! utilise la décroissance u € LI(L") avec 0 < 2/¢ = d(r) < 1, qui est
dimensionnellement deux fois moins bonne, donnant la borne inférieure p; > 1+ 4/n.
La théorie dans ¥ utilise la décroissance donnée par le Lemme 10.1, qui est optimale,
mais seulement avec §(r) < 1, donnant la borne p; — 1 > 4/(n 4 2). On a vu qu’en fait,
la borne inférieure sur p; vient de 'estimation de u dans L*(L®) nécessaire dans (10.7),
(10.8) et (10.19), et pour une décroissance optimale de u, c’est-a-dire avec 1/k < 6(s),
cette estimation donne par I'intermédiaire de (10.10) la condition (p—1)(n/2+46(s)) > 2,
qui conduit & p — 1 > 4/(n + 2) pour §(s) = 1. On améliorerait donc la borne inférieure
en augmentant la valeur autorisée pour s, et en particulier pour s = oo, §(s) = n/2, on
obtiendrait p—1 > 2/n. On verra ci-dessous que cette derniére condition est effectivement
optimale, en montrant que les opérateurs d’ondes précédents ne peuvent pas exister pour
p1 — 1 < 2/n. Par l'inégalité

[[ull- < C 175 I @) ull2

valable pour 0 < 6(r) < n/2, qui résulte des inégalités de Sobolev et de (9.8) et
qui généralise le cas §(r) = 1 de (10.18), la décroissance requise serait satisfaite pour
|J(t)|Pu € L*°(I,L?) pour p = n/2 ou du moins p proche de n/2. Ceci suggere de
généraliser les espaces T et Y(I) en X = H? N F(H?),

YP(I) = {u cu € C(I,2P) et u, |V|?u et |J(¢)|°u € LI(I,L") pour 0 <

QN

= §(r) <1}
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avec 1 < p < n/2, et d’essayer de résoudre le probléme de Cauchy local a l'infini dans
Y?(I) pour des états asymptotiques dans £?. Dans ce but, on devrait estimer |V|? f et
|J(¢)|? f dans LI(I,L") et on devrait donc supposer que f est au moins C?. Mais si f
se comporte comme |u[P*~u en u = 0, on doit avoir p < p;. La situation est alors la
sulvante.

Pour n = 2, la condition p — 1 > 4/(n + 2) est déja optimale (et il en est de méme de
la condition p > 3 pour n = 1).

Pour n =3, 1+2/n =5/3 > n/2 = 3/2, et le schéma précédent s’applique avec
p1>1+4+2/n=>5/3, et par exemple p = 3/2.

Pour n > 4,1+ 2/n < n/2. Les deux conditions nécessaires donnent

.4 :
p1 — 1> Max (p -1, — 2p) (10.25)

i.e. p1 > po(n), ol po(n) est solution de I’équation
(b= 1)(n+2p) =4.

On attend donc que le schéma précédent soit valable pour n = 3, p = 3/2, p; > 5/3 et
n>4,p1>p=po(n) >1+2/n,et c’est effectivement ce qui se produit. Le domaine
utile pour p et p; est 1 < p < Min(p1,2). En se limitant pour simplifier au cas d’une
seule puissance, on renforce (H4) de la fagon suivante.

(H4) f € CY(C,C), f(0) = £/(0) = 0 et il existe p avec 0 < p— 1 < 4/(n — 2) tel que
pour tout z1,z9 € C

|21 — 2P si p< 2,

If'(z21) = fl(z2)| £ C {

|21 — 22| Max|z|P 2 si p>2.

On modifie la définition des espaces Y ? en les exprimant en termes d’espaces de Besov
pour traiter le cas de dérivées d’ordre non entier et on suit le méme chemin que dans les
Sections 10.1 et 10.2, menant aux résultats attendus, i.e.,

(1) le probléeme de Cauchy pour ’équation SNL avec données initiales dans X% est
globalement bien posé dans Y;?_(R) pour 1 < p < Min(p, 2).

loc

(2) On peut résoudre le probléme de Cauchy local & 'infini sous la forme de I’équation
(10.5) dans Y?([T,00)) pour des états asymptotiques dans Xf pourvu que 1 < p <
Min(p,2) et p — 1 > 4/(n + 2p), ce qui entraine comme précédemment ’existence de

115



solutions globales, l’existence des opérateurs d’ondes, et la complétude asymptotique
pour des données petites.

(3) Enfin, sous les hypothéses (H4), (H2), (H3) et les conditions précédentes sur p, et p,
les opérateurs d’ondes existent dans 7.

Le probléme de I’existence des opérateurs d’ondes pour n >4 et 1+2/n < p; < po(n)
est une question ouverte.

On montre maintenant que la borne inférieure p — 1 > 2/n est optimale en montrant
que les opérateurs d’ondes précédents ne peuvent pas. exister pour p — 1 < 2/n. Plus
précisément dans ce cas, il n’existe pas de solution non triviale de 1’équation SNL
admettant des états asymptotiques dans L.

On a besoin de la structure suivante du groupe libre
2

U(t) f(z) = (2r it)™™? exp (z %z—) /dy exp [—— i :—Ezy-] exp (z %—) fly)

= i~™/2 M(t) D(t) F M(t) (10.26)
ol M(t) = exp(i 2%/2t) (voir (9.7)) et D(t) est I'opérateur de dilatation

@OHE) =" £(3)- (10.27)

Si f(u) = X |ulP~1u, alors
F(D(ty) =t~ F=D"2 D(t) f(u) .

On va donner un résultat taillé sur mesure pour un tel f, mais avec des hypotheses

abstraites sur f qui permettent de traiter d’autres cas et en particulier le cas de I’équation

de Hartree (1.4).

Proposition 10.11. Soitn > 2 et 0 < (p— 1)n/2 = 6(r) < 1. Soit f une application

de L? dans L7 satisfaisant les conditions suivantes :

(a) f est Lipschitzienne uniformément sur les bornés, et f(0) = 0.
[ f(u1) = f(u2)llF < C(R) [lua — uslle pour ||uillz < R, ¢ =1,2.
(b) Invariance de jauge :
flwu) =wf(u) pourw: R* = C, |w|=1.
(c) Homogénéité de degré p :
F(D(t)u) = 7% D(t) f(u) pour tout t > 0 et tout u € L*.
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(d) N(f)=0,1ie flu)=0=u=0.
Soit u € C(I,L?), avec I = [T, 0), solution de I’équation

1 Oy = —-% Au + f(u)

telle qu’il existe uy € L? tel que i(t) — uy4 fortement dans L? quand t — oo. Alors
u=0 (et uy =0).

Preuve. Soit ¢ fonction d’essai dans L2 N L™. On considére pour T <t < ¢y

(rilts) — i(hr)) = —i / " dt (o, U(~t) f(u(t)))

qui tend vers zéro quand t;,t; — oo par hypothése. On décompose 'intégrand comme
suit, avec U = U(t), M = M(t) et D = D(?) :
(0, U(=1) F(u(t))) = (Ut)p, f(u(t)))

= (U(t)e, F(ult) = FUEus)) +{U(L ~ MV, F(U us))
HU Mo, f(U ug) = F(U M~ ug)) + (U Mg, f(U M7 uy))

On majore les trois premiers termes en utilisant (a), la majoration ponctuelle (3.5) de
U(t), I'unitarité de M et de U dans L? et le fait que la norme L? de u est constante, par

(2) 7 C(Jfull2) { e Ir(I1E(E) = sl + (M = Lyuslla) + 1M = Vel ull2}
Le dernier terme se calcule exactement :
(UM, f(U M~ uy)) = (M D, f(M D))

= (¢, D™ f(Da4)) par (b),
=175, f(ay))  par (c).

Par suite quand t — oo
(@, U(=t) f(u(¥)) =t~ (@, f(24)) + o(1))

car ||@(t) — uq||2 — O par hypothese, et M(t) tend fortement vers 1 dans L? et dans L7,
par le théoréme de la convergence dominée. Mais t~%(") n’est pas intégrable & Vinfini,
donc (¢, f(44)) = 0 pour tout ¢ € L2 N L™, donc f(44) = 0, donc uq = 0 par (d) et
u = 0 par la convergence i(t) — uy dans L? et la conservation de la norme L.
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La limitation p—1 > 2/n se comprend bien par analogie avec I’équation de Schrodinger
linéaire

1
1 Ou = -3 Au+Vu avec V(z)=|z|77.

Avec la décroissance optimale connue sur u, 3 savoir u € L*°(L?), on a dimension-
nellement |u] ~ |z]~"/2, donc P’équation ci-dessus correspond & P’équation SNL avec
p—1=2~/n. On sait que les opérateurs d’onde dans le cas linéaire existent pour v > 1
mais non pour v < 1, ce qui redonne la limitation p — 1 > 2/n.

Dans le cas de ’équation de Schrodinger linéaire, on sait construire pour 0 < v < 1 des
opérateurs d’onde modifiés ot on utilise comme évolution de référence v(t) une évolution
modifiée qui approxime mieux les comportements asymptotiques que 1’évolution libre.
L’extension de ces opérateurs d’onde modifiés au cas non linéaire est difficile. Il existe
une telle extension seulement dans le cas critique p — 1 = 2/n, en basse dimension

1 < n < 3 et pour des données initiales petites et assez régulieres (uy € F H? pour
n = 2).

Signalons pour terminer que les méthodes de cette section s’appliquent avec des
modifications mineures & ’équation de Hartree (1.4), avec des résultats un peu meilleurs
car cette derniére équation est moins singulidre que ’équation SNL. En particulier avec
un potentiel V(z) = |z|~7 qui doit étre comparé 1a encore & une puissance p = 14 2+v/n,
les opérateurs d’onde existent dans H* pour v > 2, et en outre existent dans ¥ pour tout
~ > 1 en toute dimension n > 2. Comme déja signalé, la Proposition 10.11 s’applique
telle quelle au cas 0 < v < 1.

Note bibliographique.

La théorie de la diffusion (Scattering en Anglais) tient une place importante en
Physique. L’un des ouvrages de référence est [Ne|. Les opérateurs d’ondes ont été
introduits par C. Mgller en 1945 et 'opérateur de diffusion (Matrice S) par J. Wheeler
en 1937 et W. Heisenberg en 1943 (voir [Ne]). Dans le cas des équations non linéaires,
le probléme a été étudié dés les années 1960 par I. Segal. Voir [Stal] pour un exposé
général et une bibliographie préliminaire. L’existence des opérateurs d’ondes 2+ dans
H! se trouve dans [GV2], mais avec une preuve plus compliquée que celle donnée ici.
L’existence des opérateurs d’onde dans ¥ se trouve dans [GV1] avec une preuve valable
pour p > po(n) (mais la valeur po(n) n’est explicitement identifiée que dans [Sta3]), et
dans [CW3] pour p > 1+4/(n+2). La preuve donnée icj sous cette hypothése suit [GOV],
olt on trouvera également l’extension décrite dans la sous section (3). Le résultat négatif
de la Proposition 10.11 se trouve dans [Stal] complété par [Ba| et la preuve donnée ici
vient de [HyTs2] ol le résultat est appliqué & 1’équation de Hartree (1.4). Pour cette
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derniére, la situation est meilleure que pour I’équation SNL. On peut montrer ’existence
des opérateurs d’onde dans H' pour un potentiel V(z) = X |z|~ avec v > 2 par une
variante facile de la Proposition 10.5, et dans 3 dans toute la région a courte portée
v > 1 par une variante de la Proposition 10.10 [NwO].

Dans le cas de I’équation SNL & longue portée avec p < 1 + 2/n, il existe seulement
des résultats préliminaires. L’existence des opérateurs d’ondes modifiés est démontrée
seulement dans le cas limite p = 1 + 2/n, pour des données petites, et en dimension
1 < n <3 [0], [GO]. La encore, la situation est meilleure pour ’équation de Hartree.
D’une part le résultat précédent est valable en toute dimension n > 2. D’autre part on
peut montrer I'existence des opérateurs d’ondes modifiés pour n > 3 et 1/2 < v < 1 sans
restriction de taille sur les données dans l’espace F H* pour k assez grand [GV6].
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11. Complétude asymptotique dans =

Dans cette section, on continue I’étude des comportements asymptotiques en temps
des solutions de I’équation SNL en abordant la deuxi¢me question considérée dans la
Section 1.3 b, 1.e. le probléeme de la complétude asymptotique, dans le cadre de la
théorie de la Section 10.2 & données initiales dans X.

On a montré précédemment sous des conditions convenables que pour toute donnée
initiale, ¢.e. tout état asymptotique, dans X, soit u4, il existe une solution u de I’équation
SNL asymptote & U(t) u4 & +oo. En particulier u € Y1(R*) et @(t) — u4 dans X quand
t — oo (Proposition 10.10). On a la méme propriété at — —oo. On a défini les opérateurs
d’onde Q4 dans ¥ comme les applications uy — u(0) ainsi obtenues.

On montre maintenant, sous des hypothéses plus fortes, que dans certains cas les
constructions précédentes épuisent les solutions de ’équation SNL & données initiales
dans ¥, i.e. que pour toute solution u & donnée initiale u(0) = up € %, il existe uy et u_
tel que u soit la solution de SNL obtenue par les constructions de la Proposition 10.10. En
raison du résultat d’unicité de cette proposition, il suffit de montrer que cette solution est
dans Y& +1)(R). On en déduira alors par la Proposition 10.7 l'existence des uy = (to00)
et on concluera en appliquant la Proposition 10.10. Il en résultera en particulier que les
Q4 sont des bijections de L, ce qui est précisément la complétude asymptotique dans .

Pour montrer que u € Y(; +1)(R)’ on traite séparément les cas t — o0, et en fait on
se limite & ¢t = +oo (en fait t> 0). Le résultat ne peut étre vrai que si I'interaction est
répulsive en un sens convenable, de facon a interdire, entre autres possibilités, 'existence
de solutions localisées s’éloignant & l'infini sans se disperser. La condition de répulsivité
se formule de la facon suivante en termes de la fonction V' introduite dans (H2). On
rappelle que V(u) = V(|u|) et on note V/(R) = dV(R)/dR pour R > 0, si bien que
|ul VI (lul) =27 f(w).

(H5) V satisfait les inégalités V' > 0 et
RV'(R)— (ps + 1) V(R) >0 (11.1)
pour tout R > 0.

On utilisera cette hypothése avec des restrictions convenables sur ps. Cette condition
dit que R~(3*t1) V(R) est positive et croissante. Il en résulte en particulier que si la
limite suivante est strictement positive

lim R=®st) V(R) > 0, (11.2)
R—0
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alors
V(R) > C RPst+1, (11.3)
Si f satisfait (H2) et (H4), il résulte alors de (11.3) que

C RPs*! < V(R) < C(RP**! 4 RPHY) (11.4)

done p1 < ps < p.

L’hypothese (H5) est satisfaite et saturée par f(u) = M |u|P*~1u pourvu que A > 0.
Noter aussi que (H5) = (H3) car (H5) contient la condition V' > 0.

On étudie maintenant les solutions de ’équation SNL 3 données initiales dans . On
rappelle que sous des hypothéses convenables, ces solutions sont dans ¥} _(R) et satisfont
I'identité pseudoconforme (Propositions 9.1 et 9.2). Le probléme est donc un probléme

de décroissance a l'infini. L’estimation de base de décroissance est donnée par la loi
pseudoconforme.

Proposition 11.1. Soit f satisfaisant (H1) avec p— 1 < 4/(n — 2), (H2) et (H5) avec
1<p3 <p. Soitug € T et ue Y (R) la solution de I’équation SNL & donnée initiale
u(0) = ug. Alors

(1) Sips — 12> 4/n, u satisfait pour tout t € R
[T() u()ll2 < |l uoll2 (11.5)

[w(®)]] < C 1675 ||z uol|2 pour 0 < 6(r) < 1. (11.6)

(2) Sips —1 < 4/n, u satisfait pour tout t € R

1) ut)ll2 < Cmg/? (1+[t)*=772, (11.7)
llu(t)llr < Cmy/? (1+ [t/ pour 0 < §(r) <1, (11.8)
/dx V(u(t)) < mo (1 +12)77/2 (11.9)

avec

v=(pr—1) 5 = (ps +1)b(ps +1),

1
mo = 3 |l uoll3 + E(uo) -
Si de plus V satisfait (11.2) ou (11.3), alors

Hu(t)llpa—i-l < C'm(l)/(p3+1) (1+ !t|)_6(p3+1) ) (11.10)
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Preuve.

(1) Ce cas résulte immédiatement de la loi pseudoconforme (Proposition 9.2), du fait que
(H5) avec p3 — 1 > 4/n entraine R(u) < 0 et du Lemme 10.1.

(2) On pose
1 2, 1 2 2y [
m(®) = 3 I wOIE+ 3 IVa@IE +(+6) [ Vo) de.

Alors de la conservation de ’énergie, de la loi pseudoconforme et de I’hypothése (H5), il
suit que

m(t) =t R(u) =t / dz [(n +2) Viu) - g || V’(lul)]

t
14142

St[Q—g(pg—l)}/diV(u)§(2—«/) m(t) .

On en déduit
m(t) < mo(1 + t2)1=7/2

par intégration, d’ou (11.7) et (11.9), dont (11.8) résulte par le Lemme 10.1. Enfin (11.10)
résulte de (11.9) et (11.3).

On peut maintenant démontrer le résultat annoncé. Ce résultat nécessite des bornes
inférieures sur la puissance de u qui figure dans f, comme dans la Proposition 10.6. Ces
bornes interviennent sous deux formes différentes par I’intermédiaire des hypothéses (H4)
(borne sur p; ) et (H5) (borne sur p3). On prend pour simplifier p; = p3, ce qui est adapté
au cas ou f est une somme de puissances. Les bornes se réduisent alors a la condition
(10.24), v.e.

pélp+)>1enplp—-1)>2(p+1)

& p> po(n) = (2n)2 (n 124 +/n2F12n+ 4) . (10.24)

Proposition 11.2. Soit f satisfaisant (H4), (H2) et (H5) avec p1 = p3 > po(n), ot po(n)
est la racine positive de I'équation pd(p+ 1) =1, et en outre (11.3) si p3 —1 < 4/n. Soit
ug € T et u € YL (R) la solution de I'équation SNL avec u(0) = ug. Alors u € Y1(R).

Preuve. Il suffit de démontrer des estimations a prior: de u qui assurent les décrois-
sances de Y1. C’est encore le méme calcul que celui effectué précédemment dans la
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Proposition 6.2 pour estimer la norme de O;u, et dans la Proposition 9.1 pour es-
timer la norme de u dans Y! & temps fini, mais en injectant maintenant les estima-
tions de la Proposition 11.1. On sait déja que la solution est dans ¥;}.(R), donc il n’y
a pas besoin de résolution locale préalable. On découpe Rt = jL>Jo I, I; = [tj,t41],

0=t <t <...<tj<...eton estime u a partir de ’équation i;ltégrale avec donnée
initiale u(¢;) au temps t; comme d’habitude. On se limite au cas d’une seule puissance
p1 = p3 = p pour simplifier. On obtient

llus Yoy s I S UG = 85) w(t); Yoy (I + 11 Fy (w); Yppa ()]
< C s Ypqa (Zima)l| + C s Y (I Hlws L2, )P

ou k et s satisfont (10.10). On choisit successivement les I}, c’est-a-dire les ¢;41 3 t; fixé,
de fagon que C'||u; L*(I;, L®)||P~1 < 1/2, obtenant ainsi

llu; Yoa (I)1] < 2€ s Yoy (Zi-1)I] < (2C) |luo; B -

Le point crucial est que, si u € L¥(R*,L?®), alors on épuise R* en un nombre fini de

pas, et on obtient, en ajoutant les contributions des intervalles successifs, une estimation
globale de u dans Y, (RY).

Il reste donc a exploiter les majorations a prior: de la Proposition 11.1 pour assurer
que u € LF(R, L®) avec comme précédemment (cf. (10.10)),0 <8 < 1 et

(p-1)(5 - 8(s)) =25

(p—l)(g—é(s)—{-%) =2.

Le meilleur choix consiste & prendre § = 6(s) = é(p+ 1), pour lequel on dispose toujours
de la décroissance libre d’aprés (11.6) ou (11.10), i.e. de tout k satisfaisant 1/k < §(p+1).
Il vient alors la condition

(p—1)<g-+5(p+l)) >2¢>(p——1)<g+g %;—i) >2&pip+1)>1.

Remarques.

La puissance haute p venant de (H4) a une meilleure décroissance a l'infini que la

puissance basse p; (= p3) et ne perturbe pas ’argument.
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Dans le probléme de la résolution locale dans Y1, on faisait le méme calcul que ci-
dessus, mais en autorisant 6(s) = 1 au lieu de §(s) = §(p + 1) < 1, ce qui donnait une
limite plus basse p — 1 > 4/(n + 2). Le probléme de la complétude asymptotique pour
4/(n 4+ 2) < p < po(n) est une question ouverte.

Par les arguments du début de cette section, on conclut :

Proposition 11.3. Sous les hypothéses de la Proposition 11.2, les opérateurs d’ondes
Q4 sont des homéomorphismes de ¥ sur &, bornés et a inverses bornés.

Preuve. La preuve combine les Propositions 10.10 et 11.2. Les continuités s’obtiennent
par itération finie de continuités dans les résolutions locales, et les bornes en rassemblant
celles des diverses estimations.

En conclusion, sous les hypothéses de la Proposition 11.2, on a classé toutes les
solutions de I’équation SNL & données dans ¥ par leurs comportements asymptotiques,
qui sont ceux des solutions de ’équation libre.

Le résultat précédent de complétude asymptotique est valable, dans le cas d’une seule
puissance p, pour p > po(n). Il peut étre étendu au cas limite p = po(n), mais la
démonstration est plus compliquée. Pour 1 + 2/n < p < po(n), le probléme de.la
complétude asymptotique est ouvert. Néanmoins, pour p > 1+ 2/n, on peut démontrer
un résultat plus faible, & savoir le fait que les solutions dans ¥} (R) considérées ici
admettent des états asymptotiques dans un sens plus faible, & savoir fortement dans L2
et faiblement dans H!. Par contre on ne sait pas si ces états asymptotiques sont dans
Y. Au niveau de généralité considéré précédemment, le résultat est le suivant.

Proposition 11.4. Soit f satisfaisant (H4), (H2) et (H5) avec p;=p3 > 1+ 2/n et en
outre (11.3) si ps < 1+ 4/n. Soit ug € T et u € Yj..(R) la solution de I’équation SNL
avec u(0) = uq. Alors il existe uy € H' satisfaisant les propriétés suivantes :

i(t) = uy fortement dans L? et faiblement dans H' quand t — +00 ,
1
lutlls = llulls et 5 ||Vusllz < B(u).

Preuve. On se limite au cas ou p; = ps < 1+ 4/n, car le cas complémentaire est déja
(beaucoup mieux) couvert par les Propositions 11.2 et 11.3. On utilise la représentation
(10.26) de U = U(t) avec M = M(t) donné par (9.7) et D = D(t) donné par (10.27) et
on introduit

v=o(t)=M@)ut)=MU*u. (11.11)
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v satisfait 1’équation

2
i 0w = MU* f(u) + %?v. (11.12)
De plus par (9.2) et (11.7),0on a
e v(®)ll2 = 7@ u(@)ll2 < Cmg’® (1+ )=/ (11.13)

On montre d’abord que v(t) converge fortement dans L2. On se limite au cas ¢ > 0. Soit
1 < t; < ty. Par la conservation de la norme L? et I’équation (11.12), on a

lo(t1) — v(t2)l|5 = 2 Re (v(t1),v(t1) — v(t2))

= —2 ” dt Im (v(t1),7 0 v(t))
__ / " @t 47 Im (2 o(ty), 2 0(t))
i / "t Tm (o(ty), (M U* F(w))(2) . (11.14)

La premiére intégrale du MD est majorée grace a (11.13) par

to
1S Omo [ Cdr
ty
=20y T mo (8177 — iR 477/ (11.15)
Il résulte de (10.26) que
MU* =" FD* M*,
ce qui permet de majorer la derniére intégrale de (11.14) par

1< / "t |(D* () M () ulty), D*(t) M*(2) f(u(®)))

<2 [ a (Y (e A (11.16)

ot en réalité on sépare les contributions des deux puissances qui figurent dans (H4), qu’on
traite séparément comme dans le dernier membre ci-dessus, avec r = p + 1. Le terme
dangereux est évidemment celui contenant la puissance basse p; = p3. Avec r = p3 + 1,
la contribution de ce terme est estimée par (11.10), pour (ps + 1)é(ps +1) = v > 1,
comme

t2
C mo/ dt $—(ps+1)é(ps+l) — mo(y — 1)1 (t}—7 _ t;“’) ) (11.17)
t1
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Le terme venant de (11.16) et contenant la puissance haute p est estimé en prenant
r = p+1 et en utilisant 'estimation

lu(@)llr < C (1 +mo)*/ (1 +[¢) ="

obtenue pour p3 + 1 < r < 2* par interpolation entre (11.8) pour r = 2* (ou (11.7)) et
(11.10)

§(ps+1) < w(r) = (1 - &(ps +1))‘1{5(p3 +1)(1=8(r)) + (5(r) = 8(ps +1)) %} <1- -2- .

On laisse en exercice la vérification du fait que la contribution de ce terme a (11.16) a
une meilleure décroissance que celle du terme en ps. Il résulte de (11.14-17) et de ce
dernier fait que pour v = (ps — 1)n/2 > 1, [|[v(t1) — v(t2)||2 = O quand 1,23 — oo, €t
par suite que v(t) a une limite forte us dans L? quand ¢ — oo.

On a d’autre part
a(t) — utllz = [Jo(t) = M) uillz < lv(8) —usllz + I(M(E) = 1) usll

et par suite u(t) — uy fortement dans L?, car Popérateur M(t) tend vers 1 fortement
dans L?.

Il résulte ensuite de la conservation de ’énergie, de la positivité de V et de (11.9) que

3 lim [V = lim sup ||V a)llz = Sup ||V a(t)|f; = 2E(u)

et en particulier @(¢) est borné dans H!. Par la convergence dans L* et le Lemme 7.2
avec Y = H' et Z = L?, il en résulte que uy € H?, que @(t) tend vers uy faiblement
dans H! et par suite que

IVuily < lim |V @)z = 2E(u) . (11.18)

Remarque. La convergence forte de #(t) dans L? résulte également de celle de v(t) par
Pestimation suivante :

() = v(®)ll> = 1(M = 1) @(®)ll2 < t7V/* ||z a(0)ll2
=72 I () u(t)llz < C mg/” 1172

ou la derniere inégalité résulte de (11.7) et le dernier membre tend vers 0 pour v > 1.
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On notera que les estimations précédentes ne permettent pas de savoir si la convergence
est forte dans H! et si 1’égalité a lieu dans (11.18). En raison de la convergence faible
dans H!, ces deux propriétés sont équivalentes.

Enfin le cas p < 14 2/n a déja été traité négativement par la Proposition 10.11.

Note bibliographique.

La complétude asymptotique dans ¥ est démontrée en utilisant ’invariance pseudo-
conforme dans [GV1] pour p > 1 + 4/n, dans [Ts] pour p > po(n) et dans [CW3] pour
p = po(n). La preuve pour p > po(n) a été simplifiée dans [HyTsl] et c’est essentielle-
ment cette preuve simplifiée qui est exposée ici. La complétude asymptotique dans X
pour p > 14-4/n est également démontrée dans [LiSta] en suivant la méthode de [MoSta).
Cependant le cadre naturel de cette méthode est ’espace d’énergie H! plutot que & (voir
Section 12).

L’existence d’états asymptotiques dans L? pour p > 1+2/n se trouve dans [TsYal. La
preuve donnée ici est 1égérement différente et montre en outre que ces états asymptotiques
sont dans H!.

Dans le cas de I’équation de Hartree, on dispose de résultats analogues. En particulier
la complétude asymptotique est démontrée pour v > 4/3 et il existe des états asymp-
totiques dans L? (en fait dans H') pour v > 1 [HyTs2]. D’autre part, la complétude
asymptotique pour données petites est démontrée pour v > 0 [HyNm1][HyNm?2].
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12. Complétude asymptotique dans H?

Dans cette section, on continue I’étude du probléme de la complétude asymptotique.
On traite maintenant ce probléme dans le cadre de la théorie dans H* de la Section 11.1.

On a montré que toute donnée initiale uy € H! définit une solution u de I’équation
SNL asymptote & U(t) uy pour t — oo, telle que u € X1 (R™*) et ii(t) = u4 dans H?
quand # — oo (Proposition 10.5). Le méme résultat vaut pour ¢ — —co. On a défini les
opérateurs d’ondes 4 : ux — u(0).

On va maintenant, sous des hypothéses plus fortes, montrer la réciproque, i.e. le fait
que pour toute solution u € XL (R) & donnée initiale u(0) = uo € H', il existe ux € H*
tels que u puisse étre obtenue par la construction précédente. Comme précédemment, il

suffit de montrer que u € X(R).

On se limite encore au cas ¢t > 0. On aura encore besoin d’une condition de répulsivité,

qui se formule en terme de la fonction V' introduite dans (H2) et du potential auxiliaire
Wi(u) = Wi(|u|) défini par

DN | o=

Wi (R) RV'(R) — V(R) pour tout R>0. (12.1)

Cette condition prend la forme suivante.
(H6) V1 satisfait les inégalités V > 0 et

Wi(R) > C Rpst! (12.

[S]
V]
p

pour un C > 0, un p3 tel que 2 < p3 + 1 < 2* et tout R € R™.

Si f satisfait (H2), (H4) et (H6), alors p1 < ps < p. L’hypothése (H6) est satisfaite et
saturée par f(u) = A |u|P*~! u avec A > 0. De plus (H6) = (H3), par I'intermédiaire de
la condition V > 0.

On rassemble d’abord quelques résultats préliminaires sur les solutions a donnée
initiale dans H?.

Lemme 12.1. Soit f satisfaisant (H1) avec p — 1 < 4/(n — 2) et (H2) et soit
u € (CN L®)(R, H') solution de I’équation SNL avec u(0) = ug € H*. Alors

(1) u est uniformément Holder continue d’exposant (1—6(r))/2 dans L” pour2 < r < 2%,

(2) Si|lu(t)||lr = 0 quand t — oo pour un r € (2,2*), alors la méme propriété est vraie
pour tout r € (2,2%).
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(3) Siug € HY, U(t) up — 0 dans L™ quand t — oo pour tout r € (2,2*).

Preuve.
(1) Le résultat a déja été démontré sous des hypotheses plus faibles dans le Lemme 7.4,

partie (1), qu'on applique avec ici s = 2*.

(2) Etant donné le résultat pour ro € (2,2*), on l'obtient pour tout r € (2,2*) en
interpolant la norme de u(t) dans L" entre la norme dans L™ et la norme dans L? (pour
r < 1) ou la norme de Vu dans L? (pour r > o).

(3) U(t) up € LIY(R, L") pour 0 < 2/q = 6§(r) < 1 par la Proposition 3.1 et U(t) uo est
uniformément continue dans L" par la partie (1) appliquée avec f = 0, d’ou le résultat
par un argument élémentaire.

On définit
go,r(t) = 1U() wo; L7([¢, 00), LT)]| (12.3)

qui est une fonction décroissante de t, et tend vers 0 quand ¢ — oo par la partie (3) du
lemme précédent.

Contrairement aux équations hyperboliques comme ’équation des ondes, ’équation
de Schrodinger n’a pas une vitesse de propagation finie. Elle satisfait cependant des
propriétés plus faibles de propagation en moyenne, qui joueront le méme role pour les
besoins de cette section.

Lemme 12.2. Soit f satisfaisant (H1) avec p — 1 < 4/(n — 2) et (H2) et soit
u € (CN L2)R, H') solution de I'équation SNL avec u(0) = uo € H'. Alors

(1) pour tout a > 0 et tout t € R, u satisfait

/ dz [u(t, 2)|? < /da: Min (1, ‘—‘;‘L-‘)iuo(x)ﬁ + 1t et |ulle M (12.4)
2|20

avec

M = ||Vu; L(R, L%)|| .

(2) On définit pourt > 1
uz(t,z) = u(t,z) x(|z| 2 t Logt). (12.3)
Alors ||us(t)||r = 0 quand t — oo pour2 < r < 2%,
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Preuve.

(1) résulte du Lemme 9.3 avec h(z) = Min(1, |z|/a), qui donne par intégration

/ dz Min (1, lx]) lu(t, z)|? §/ dz Min (1, l—z—l) luo(z)]?

+/O dt’ Im <u(t'),x(|x| <a)al|z)tz- Vu(t')>
<.t aT us 2L Vs L2 L2)]] -

(2) Le résultat pour r = 2 résulte du cas particulier a = ¢t Logt de (12.4)

lus I < [ de Min (1, 2 o) + (Logt)™ [full M

ol le premier terme du MD tend vers zéro quand ¢ — oo par le théoréme de la convergence
-~ dominée.

Le résultat pour r quelconque s’obtient par interpolation entre le résultat pour r = 2
et le fait que Vu € L>®(L?).

On commence maintenant la preuve du résultat principal. Dans tout ce qui suit on
suppose n > 3 car la preuve ne marche que dans ce cas. On suppose que f satisfait
(H1) avec p— 1 < 4/(n —2) et (H2) avec V > 0. On prend ug € H! et on considére la
solution u de I’équation SNL avec u(0) = uo construite dans la Proposition 5.5. On sait
que cette solution est dans L=(R, H!) N X} _(R) et le but est de démontrer qu'en fait
u € X (R). Les hypothéses ci-dessus sont en facteur dans tous les résultats qui suivent
et ne seront pas répétées en général. On pourra avoir besoin en plus d’hypotheéses de
répulsivité portant sur Wy ou sur p; dans (H4), variables selon les cas et données dans
chaque cas particulier.

L’information de décroissance fondamentale est I'inégalité de Morawetz, qui est une

variante de I'invariance par dilatation.

Lemme 12.3. Soit f et v comme ci-dessus avec de plus W7 > 0. Alors pour tous t; et
to ER,t; <tz,0na

ta

(n—l)/t2 dt / dz o] Wi (u(t, z)) < —Im<u, !—:‘”ﬁ—' : Vu> ,
< 2|[ullz V2E(u) . (12.6)
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Preuve. On applique le Lemme 9.4 avec h = v/z22 + a2,

x
Vh—-;l-,
2 1 T; T;
Vih=7 (65 - 557) 20,

1 z? n—1 a? n-—1

Ah=gn-—mm=—"Z"tm2"7

On calcule
_ _ _ 2 4

A2h=——(n D(n 3)_6(n 3a _l5a <0 pour n >3

h3 h® h7

On écrit (9.14) sous forme intégrale et on minore la contribution du MD en omettant les

termes cinétiques et en minorant Ak comme ci-dessus, d’ou

to

(n — 1)/:2 dt / dz k= Wi (u(t,z)) < —Im <u = vu>

ty
On prend ensuite la limite inoffensive a | 0.

Pour comprendre que l'inégalité (12.6) est une estimation de décroissance, on regarde
ce qu’elle interdit : elle interdit l'existence d’une solution localisée qui s’éloigne & une
vitesse pas trop grande. Par exemple si ¢ est une fonction de z a support compact, ou
du moins & décroissance rapide, une solution de la forme u(t,z) = ¢(z — ct Logt) est

interdite. Dans le cas d’une seule puissance, on voit en effet dans ce cas que le MG de

dt
t Logt

ta — oo, en contradiction avec la borne uniforme du MD. Malheureusement, cette

(12.6) se comporte comme C fttf ||n,9||£ﬂ et tend vers l'infini quand ¢t; — —o0,

information, ¢.e. un cas limite de divergence d’intégrale, est assez difficile & exploiter, et
la suite de la preuve est un peu compliquée. On commence par déduire de (12.6) une
conséquence plus utilisable.

Lemme 12.4. Soit f et u comme ci-dessus avec W; > 0. Alors pour toutt; > 1, >0
et { > 0, il existe to > t; + £ tel que

/ttz dt/d:ch(u<(t,:v))SS. (12.7)

2=

On peut trouver un tel ¢; satisfaisant
t, < ex Log(t; + £) exp (——-—Hull V2 )
P o > .
? ' e(n—1) 2
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Preuve. On rappelle que u< est défini par (12.5) et on déduit de (12.6) que

t+NE
2(n — 1)1 V2E=C >
(n—=1""|ul2vV2E=C > /tl : Logt / dz W1 (u<(t,z))

en restreignant le domaine d’intégration en z et en utilisant le fait que |z| < ¢ Logt sur
le support de u«,

N ti+j5¢
. > dt de Wi(u<(t,2)).
Zz: (t1 + j¢) Log(tl + j4) /t1+(j—1)£ (u<(t,2))

Soit a; la derniere intégrale. Supposons que a; > ¢ pour j = .,N. Alors on peut
continuer la chaine d’inégalités précédente par

R
¢

re tLogt £ %7 Log{ti+0)

€ /t1+<N+1>‘ dt e Log(t; + (N + 1)£)
t

qui donne une borne supérieure sur N. Pour le plus petit NV ne satisfaisant pas cette
borne, il existe donc au moins un intervalle [tl +{(7=-1)¢,t -I—jE] avec 1 < 7 < N+1 dans
lequel 'intégrale de Wi (u<) est inférieure a €. D’ot1 'existence d’un ¢ comme annoncé
avec

£
to §t1+(N+1)£§exp{Log(t1 +£) exp (EC)}

On va maintenant exploiter les estimations des Lemmes 12.2 et 12.4 pour démontrer
des décroissances de u & 'infini en temps. On proceéde en trois étapes. On montre d’abord
que |[u(t)|]- est petit dans de grands intervalles pour un (et par conséquent pour tout,
par le Lemme 12.1) r € (2,2*), puis que ||u(?)||» = 0 quand ¢t — oo pour un (tout) tel
r, et enfin que u € X*(R*). Les hypothéses de répulsivité et de décroissance a U'infini
de f vont étre de plus en plus fortes au fur et & mesure qu’on avance. Jusqu’ici, on a
utilisé seulement les conditions V' > 0 et Wy > 0. Dans le cas d’une seule puissance p,
ces hypothéses sont satisfaites pour tout p > 1, ainsi d’ailleurs que (H6) avec ps = p. On
s’attend cependant a (et on va effectivement) terminer avec (H4) et p; > 1+ 4/n comme

le laisse prévoir la Proposition 10.5. Les bornes inférieures sur p; vont étre de plus en
plus fortes ci-dessous.

Dans tout ce qui suit, M désigne une constante dépendant de u par l'intermédiaire de
[lu; L=°(H)|] ou, ce qui est équivalent de ||ul|; et de E(u).
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Lemme 12.5. Soit f et u comme ci-dessus. On suppose de plus que f satisfait (H4)
avec py — 1 > 2/n et (H6). Soit 2 < r < 2*. Alors pour tous ¢ > 0 et ¢; > 0, il existe
to > ¢, tel que

|lus L([ta — £1,t2], LT)|| < €. (12.8)

Preuve. € > 0 et £; > 0 sont donnés. On prend ¢35 > 0 et t2 > ¢; + 42, a fixer plus tard,
et t € [ta — ¢1,%2]. On considére

t—~2o t
u(t) = U(¢) uo—i/o dt'U(t—t')f(u(t'))—i/t_e dt' Ut —¢') flus(t"))
—i [ U =) fluc(t) = 0O +o(0) + 050 + o<l

et on estime les différents termes dans L” pour un r, 2 < r < 2*. Ce r devra satisfaire
quelques restrictions faibles par rapport & p; et p, qui sont automatiquement satisfaites
par r = p+ 1, mais I'argument est plus clair si on garde r comme parametre indépendant.

Voir la Figure 12.1 pour le partage de la région d’intégration ci-dessus.

Estimation de u(9(t). Par la définition (12.3)
W@ @)l < o,r(t) < eo,r(te =) < €0,r(L2). (12.9)
Ceci tend vers zéro quand £, — oo par la partie (3) du Lemme 12.1.

Estimation de v(t). On estime v dans L” par interpolation entre L* et L™ pour un
r1 > 2* & choisir plus tard.

dans L? :
t—€
v(t) = —t U(ez)/o dt' U(t — 2 —t') f(u(t))
= U(fz) u(t - 62) - U(t) Uog ,

donc
Ho(@)|l2 < 2|ullz - (12.10)

dans L™ : par l'estimation ponctuelle (3.5), avec &1 = é(r1),

t—ly ~
[o(®)]]n, < / dt'(¢ — )5 || F(w); I2([0,¢ — £a], L)
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Fig. 12.1 Partage de la région d’intégration dans le Lemme 12.5 .

La derniére norme est contrdlée par ||u; L(H?!)|| sous ’hypothese (H4) pourvu que

2<p 7 <pr £2¢

261
— <p—-1<p-1<
< n =P =P - n-=2

La derniére condition est automatique car le dernier membre est > 4/(n—2) et la premiére
est compatible avec §; > 1 car p; — 1 > 2/n. On peut prendre par exemple, mais sans
obligation,
§) = g Min(1,p; —1) > 1.
On obtient
o)l < (61 = 1)7 75 1 f(w); IR, I7)]|. (12.11)
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dans L : par interpolation entre (12.10) et (12.11), on obtient avec § = d(r),
o)l < M g1/ (12.12)
pour tout t > £ et en particulier pour tout ¢ > t5 — 4;.

Estimation de v (t). On estime directement par (3.5), avec p2 = p,

o () <c/ N7 (s () 1
<cg™? Z Hu>§L°°([t‘ﬁzat],LPiF)Hpi

1=1,2

<C€1 -6 Z ||’U>, tz—-el—f% )Lpi7)|P

1=1,2

Pour 4, fixé, ceci tend vers zéro quand t; — oo par le Lemme 12.2 pourvu que

2<mF<pF <2
2(1 + 6)

& —<p—-1<5p-1<
n n—2

Cette fois c’est 'inégalité de gauche qui est automatique car 2§/n < 2/n < p; — 1 par
hypothese. Celle de droite est une faible contrainte satisfaite par exemple pourvu que
p+ 1 < r. On peut prendre si on veut r = p + 1.

Estimation de v<(t). C’est le terme crucial, traité par le Lemme 12.4. On estime
encore par (3.5)

t

l<@ll-<C | dt'(i- )78 || f(u< ()|
-L2
Ensuite, on estime
I ullr < C 3 JhucllPis < M (llus B llucl &350
i=1,2

pour un s suffisamment grand, s < oo, 36 < 1. Pour cela, on interpole de facon
redondante LPi" entre L2, L% et LP3*! ce qui est possible pourvu que 2 < p; 7 <
pT < 2%, i.e. sous les mémes conditions que pour l'estimation de vs.
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On estime enfin 'intégrale en temps par 'inégalité de Holder

_ t y 1/s
loelle < 87 [ a uete gzt
t—£2

— ta 1/s
<ar g [T a et} (1219)
t

2—4£

pour t3 — £y <t <ty et avec £ = ¢y + ¢5. La derniere intégrale va étre controlée par le
Lemme 12.4.

On choisit maintenant £5 puis 5 de facon & assurer la conclusion du lemme. On prend
successivement

£, assez grand pour que ||u{®(t)||, < /4 grace & (12.9) et ||v(t)]l, < /4 grace &
(12.12),

a £, fixé, t; assez grand pour que ||vs (t)||» < €/4 pour t; —€; — {2 > 1 grace a (12.13),

a £y et t1 fixés et aussi £ = £; +4£5 fixé, on détermine t5 par le Lemme 12.4 pour assurer
que |Jv<(t)||r < €/4 grace a (12.14).

Remarque. Dans le cas d’une seule puissance p avec 2/n < p— 1 < 4/(n — 2), i.e.
p1 = p3 = p, la preuve n’est pas essentiellement plus simple. Si on prend de plus
r = p+ 1, la seule puissance qui apparait comme p; T est p + 1 et Pinterpolation dans
I’estimation de v« est triviale

+1 —(p+1 +1 - s
By < Nu<llEED ulBL P07 < ucllZED s 22 |[P=0+0/

L’étape suivante est de montrer que u(t) — 0 dans L™ quand ¢ — oo.

Lemme 12.6. Soit f et u comme ci-dessus. On suppose de plus que f satisfait (H4)
avec p1 — 1 > 4/n et (H6). Soit 2 < r < 2*. Alors ||u(t)||r — 0 quand t — oo.

Preuve. L’essentiel de la preuve consiste & montrer que si
||us L=([ta — €1, 12), L7)|| < € (12.15)
pour un € > 0 assez petit et un ¢; > 0 assez grand et ¢, > ¢y, alors
lu; L®([t2 — b1, 82 + @], L7)|| <& (12.16)
pour un a, 0 < a <1, ne dépendant que de ¢.

137



On choisit ret ry telsque p+1<r <2* <rjet py—1> 46, /n, parexempler = p+1
et

. (n 1 n 4
51=M1n{§, §<1+Z(p1—1)>}>1pourp1—1>;1-.
Ce choix de r et ry assure entre autres que
— pFl — *
2§p1r1§{p F}§p7'§7*<2 <ry. (12.17)
1

On suppose que u satisfait (12.15) pour € > 0 et £; > 0 a préciser ci-dessous, et on estime
u(t) dans L" pour t; <t <ty +a <ty + 1. On décompose (voir Figure 12.2)

4

u(t) = ul® () + Y vilt)

=1

ou les v; sont les contributions & lintégrale fot dt' U(t — t') f(u(t')) des régions
(1) = [0,¢2 — £1] 5 (2) — [t2 = £1,t — 1] ; (3) = [t — 1,t2] et (4) — [t2,t]. Le découpage
en 4 régions correspond & 2 X 2 possibilités :

Pour v; et vy, on dispose seulement de I'information v € L*°(H 1.
Pour v, et v3, on dispose en outre de (12.15), .e. ||u(t')||- <e.

Pour vy et vy, (t —t') est grand. On passe par une interpolation de L” entre L? et
L™, faisant apparaitre (¢ —¢') 7% intégrable pour (¢ — t') grand car §; > 1.

Pour v3 et vy, on estime directement dans L”, faisant apparaitre (t—t )—5 intégrable
pour (¢t — t') petit car 6 < 1.

Estimation de v;. Comme précédemment pour v, on interpole L” entre L? et L™.

v1(t) =U(t —t2 + ) u(te —4) = U(t) wo

lor()]2 < 2{|ull2,

o1 ()l < C G5 || F(w); L2(RY, LT[,

lor (Ol < M LD (12.18)

Estimation de vy. On interpole encore entre L? et L™ :

vo(t) = U() u(t — 1) = U(t — t2 + 1) u(ts — 1),
2 <2

loa(0)la < 21kl
ol € [ (6 =) F L= = 618 = L7
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Fig. 12.2 Partage de la région d’intégration dans le Lemme 12.6 .
Mais

IIf (W)l <C Z lullbis, < M z ||u||pi8(pi T2)/8

et comme l'intégrale sur ¢ est convergente & 'infini,

loa(8)|lr, < M ePidPiT/E
”v2(t)”7‘ S ||'U2(t)||;—5/51 ”v2(t)”(1s-1/61 S Mﬁplé(pl 71)/51

en utilisant le fait que p > p; et € < 1 et en gardant la plus basse puissance de €.
On calcule facilement

pop™) _ o am e m
5 = (p1 1)251 1=1408 avec 8= (p 1)251 2>0 (12.19)

pour p1 — 1 > 4/n et é; assez voisin de 1.

Estimation de v;. On estime directement vs dans L par (3.5)

to

|IU3(t)||T < dtl(t — tl)_6 M 61’15(?1 7) /6
t—1
et par un calcul analogue
.S M AR
care<letr>T;.

Finalement en combinant cette estimation avec (12.19), on obtient

[I(va + vs)(B)||r < M '+P (12.20)
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Estimation de vs. On estime directement v4 dans L" par (3.5)

o)l < C / at'(t — )= || f(u); I (R, L)

to
lva()llr < M a*~° (12.21)
pourts <t <ty +a <ty + 1.

On choisit maintenant ¢ assez petit pour que M &? < 1/4 dans (12.20) si bien que
(v +vs)(@)ll- < /4.

Pour tout ¢ > 0 satisfaisant cette condition, qui ne dépend ni de ¢; ni de ¢, on choisit

{1, dépendant de ¢ mais non de ¢5 tel que

W@l < co0,r(t) < €0,r(6r) <

o

et ||vi(t)||- < €/4 par (12.18). On choisit enfin a, dépendant de ¢, mais indépendant de
0y et ta, pour assurer ||jvg(t)|]» < €/4 par (12.21).

Pour tout & > 0 et tout £1(€) ainsi choisi, il existe t3 > ¢1 qui assure (12.15), et par le
calcul précédent, on a

lu(@®)ll- <€

pour ¢ty < t < t3 + a, donc on a aussi (12.16). A fortiori, on a (12.15) avec t; remplacé
par ty + a avec le méme {1, le méme ¢ et a = a(e) ne dépendant que de €. On peut donc
itérer l'opération et on en déduit

[lus L([t2 = £1,00), L7)|| <.

Le résultat précédent est valable pour tout ¢ > 0 assez petit, donc ||u(t)||» — 0 quand
t — oc.

Avec le Lemme 12.6 disponible, on peut conclure par des estimations trés voisines de

celles des sections précédentes.

Proposition 12.1. Soit f satisfaisant (H4) avec py — 1 > 4/n, (H2) et (H6). Soit
uo € H' et u € XL (R) Ia solution de I’équation SNL avec u(0) = uo. Alors u € X'(R).

Preuve. Soit 0 < t; < t;. On estime u dans X}, ,([t:,?2]) en utilisant I’équation
intégrale avec temps initial £;

t

w(t) = Ut — t1) u(ty) — i / T AU —1) Fult)).

t1
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Par les mémes estimations que dans la preuve de la Proposition 10.1 (voir en particulier
(10.8)-(10.9)), en se limitant comme dans celle-ci & une seule puissance dans l'interaction,
et en choisissant également r = r’ = s = p 4+ 1, on obtient

s X2 (b, D] < C lluea)s HY I+ € Jus L9((t, 2], L)

93 L9([t1, 2], L) |} s L¥(Lt2, o), L2717 (12.22)

avec 9
-=4p+1)
1 (12.23)

2
(p—1)z=2(1-3(p+1)).
L’hypotheése p—1 > 4/n entraine k > ¢. En effet cette derniére condition est équivalente
Ap-1Ddp+1)>2(1-6(p+1) e (p+1)é(p+1) = (p—1)n/2 > 2. On interpole
alors L¥ entre L7 et L™ dans la derniére norme de (12.22). Omettant lintervalle [¢1,%2]
ona _
llu; ZFZPF] < [l LALPF[97F [l L(LPF) | 0/F

Substituant ce résultat dans (12.22), on obtient

llu; Xpaall S M+ C s X | s LO(LPF) P~

avec 21— 8(p+ 1))
_ q —olp+
1 =1 -1H=-=1
<a=1+4+(p 1)k + 5o+ 1) <p,
M = C ||u; L®(R, H)I[.
On obtient donc pour la quantité y = ||u; X}, ([t1,%2])]] une estimation du type

y<a+by® (5.6)
ol « = M est indépendant de ¢, t5 et o
b= ju; L=([t1, 2], LPF1)|P7* .

Par le Lemme 12.6, b tend vers zéro quand ¢; — oo, uniformément par rapport a ;.
D’autre part y est une fonction croissante continue de ty & t; fixé, inférieure & a pour
t, = ;. Par le méme argument que dans la preuve de la Proposition 5.6, pour b assez
petit pour que le sous ensemble de R* défini par (5.6) ait deux composantes connexes,

i.e. pour t, assez grand et uniformément en %3, y reste dans la composante connexe

141



de 0 de cette région, et reste donc borné uniformément par rapport a t;. Par suite
u € X5, (RT). L’extension du résultat de X;,;(R*) & X'(R) est immédiate.

Par les mémes arguments que dans la Section 11, on conclut :

Proposition 12.2. Sous les hypothéses de la Proposition 12.1, les opérateurs d’onde et
leurs inverses sont des bijections de H! sur H', continues et bornées.

On doit noter cependant que la méthode de cette section est trop détournée pour
fournir une estimation de ||u; X1(R)|| en fonction de ||ug; H!||. Ceci se voit dans la
preuve de la Proposition 12.1 par le fait qu’on n’a pas d’estimation de ¢; en fonction de
[|uo; HI.

Néanmoins, on a classé toutes les solutions de I’équation SNL 3 données dans H! par

leurs comportements asymptotiques, qui sont ceux des solutions de I’équation libre.

Note bibliographique.

La méthode utilisée dans cette section est celle de [MoSta], appliquée & l'origine a
I’équation de Klein-Gordon. Le cadre naturel de cette méthode est 'espace d’énergie, en
Poccurrence H!, et c’est la seule méthode qui marche & ce niveau de généralité. Elle a été
appliquée 3 'équation SNL dans ¥ dans [LiSta]. La complétude asymptotique dans H!
pour p > 1+ 4/n se trouve dans [GV2] et la preuve a été simplifiée dans [C1]. I'exposé
ci-dessus suit [GV2] et [C1].
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