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INTERPOLATION DANS LE POLYDISQUE DE €.

INTRODUCTION.

Soit D le disque unité de € et T = {z€ T ; |z| = 1} le tore de dimension
un muni de la mesure de Lebesgue ).

On note, pour p positif, uP (A) les classes de Hardy :

HP() = {f analytique dans D, t.q. sup g If(rz)]pdx(z) = JIfIP <+ o} ;
r<i P

H () = {f analytique dans DD, t.q. sup lt(z)]| = lItl, <+ }.
zeD

Soit ¢ une suite dans D, o= {zk, k €N}, et considérons 1'opérateur Tp
défini sur HP(\) ainsi :
1
VienP(), Tf- -1z |®P £(z), 1€N} ;

L. Carleson [9] a caractérisé les suites ¢ qui sont d'interpolation Hm(k),
Z.-Z.
c.a.d. telles que T, HY(\) = ©AN) : il faut et il suffit que inf T ll—_l >8>0 (C).
Pi€EN j#i 1-zizj
H. Shapiro et A.L. Shields [12] ont montré que la condition (C) était également

nécessaire et suffisante pour que, pour p=>1, T _HP(\) = ¢P(IN) et V. Kabaila [13]

p

a obtenu le méme résultat pour 0 <p <1 ; de plus P. Beurling [14] a montré que si (C)



0.2
était vérifiée alors il y avait extension linéaire bornée de ¢ (N) dans H0),
c.a.d. il existe un opérateur U, borné de ¢ (IN) dans H™(\) tel que
T_U_ = identité de ¢(N).
Dans ce travail on étudie ce type de problémes dans le polydisque unité D"
de a". Apres avoir défini convenablement les classes de Hardy HP (xn) et 1'opérateur

Tp associé i une suite de D" on obtient tout d'abord le :

3 - I3 13 w Id
THEOREME 1. Soit o une suite d'interpolation pour H (/\n) et T p 1'opéra-

teur associé ; on a alors, pour tout p positif :

i) T HP () = ()

ii) il existe une extension lindaire bornée Up de P(N) dans Hp(xn).

On utilise, pour montrer ce théoréme 1'étude que nous avons faite dans [3] et
le théoréme d'extension linéaire de e°°(N) dans Hw(xn) dii 2 A. Bernard (2] et qui
généralise le résultat de P. Beurling.

On peut remarquer que méme dans le cas du disque DD le résultat ii) n'était
pas connu, de plus, avec essentiellement la méme preuve le théoréme 1 reste valable
en remplagant le polydisque de c" par un domaine Q strictement pseudo-convexe.

Dans le cas n= 1 on a rappelé que la réciproque du théoreme 1 était vraie

mais si n=2 il n'en est plus de méme a cause du contre-exemple étudié dans (1 1, 1e

THEOREME 2. II existe une suite ¢ dans D2

qui est telle que T2H2(A2)= 2(N)

mais qui n'est pas d'interpolation Hm(xz).

On introduit ensuite, comme dans [4], la notion d'ensemble de type S dans D"

et on caractérise de plusieurs maniéres les suites ¢ situées dans W xD, o1 W est



0.3

1

de type S dans D" , qui sont telles que TpHp(An) = PIN) ; on montre en particulier le

THEOREME 3. Soit ¢ une suite dans W xD, oll W est de type S dans IDn'1 ;

).

alors si pour un p >0, TpHp(xn) = ¢P(N), ¢ est d'interpolation H 0

Enfin dans le dernier paragraphe on montre que tous nos résultats se généra-

lisent aux fonctions analytiques a valeurs vectorielles.



1. NOTATIONS ET PREMIERES DEFINITIONS.

Soit an={_z_=(z1,....,zn)€Cn, lzil< 1, i=1,2, ... n} le polydisque

unité de Cn, ™ = {_z_: (z', .., zn) € Cn, |zi I =1,i=1,2,.. .n} le tore de dimension

n que 1'on munit de la mesure de Lebesgue normalisée )\n.
Pour p> 0 on note nP (A n) les espaces de Hardy classiques :

P
p _ . n P _
H ()\n) = {f analytique dans D t. q. :2;]) JT“ lf(r_z_) l dAn(_z_) = Hpr < +oo}

et Hoo(k ) = {f analytique dans D" t. q. sup lf(z)| =kl < +oo}.
n zeD"? T ®

Soit o = {Ek , keN} une suite dans D" et p t.q. 0<p<=< -+, onnote
1
Vot Cpss p N 3 _
Tp 1'opérateur défini sur H (/\n) ainsi : Tpf = {((1 lgk I%)p f(gk), keN} pour

fe Hp(/\n) et avec la convention : ¥ z € D", z= (zl, .., z"), on pose

(-lzP)- 112413,
j=1

DEFINITIONS. i) On dit que o est d'interpolation Hp(ln) si Tp(Hp(An))ZQP(N)

ii) On dit que o est fortement d'interpolation Hp()\n) si, de plus, il existe

C>0 a v f ¢ HP £l < clll_ .
vec (An), ”Tp Hp C”Hp



iii) On dit que o a la propriété d'extension linéaire bornéde si il existe un opéra-

teur lindaire U b de Bp(N) dans Hp(xn) et une constante D > 0 tels que :
VwelPN), TU(w=w et [JU(w)l = DHw,l
PP p
Il est clair que la propriété d'extension linéaire bornée implique celle d'interpola-
tion.
2

onnote, Vz=re'®ep, veelo,2n], P (0)= l-r le
14r7-2r cos(8 -¢)

noyau de Poisson de z ; de méme si §=(Z1,...,Zn)€an et Q_:(G'\,...,Bn)

onnote P_(8)=P (61)...P (8").
- z z

Soit p>1 et zED, le noyau de Cauchy-Szegd normalisé dans HP( 1) sera
1

2\q
noté e(p)(C) = c(z,p) (_1;|_z_|__)__ , 1+1_1 etla constante c(z) = c(z,p) vérifiant
z (1-23%) P
0< alp) < c(z,p) < Blp) ol « et B ne dépendent pasde z€D ; dans D" il vient
1
alors : 2.P
(- 1z 1)
P - ‘p’< ¢ P s ) ———
£ z (h-z L)

avec c(_z_)=c(z1)...c(zn) et (1-z0)= g(i-ijcj).

2. RESULTATS GENERAUX

On va montrer le théoréme suivant.

THEOREME 2 1. Soit ¢ une suite d'interpolation Hoo(/\n) alors :

a) pour tout p>0, o ala propriété d'extension lindaire bornde ;

b) pour tout p> 0, 1'opérateur Tp est borné de Hp(,\n) dans fP(N),

c'est-a-dire o est fortement d'interpolation HP (kn).




Dansle cas n=1, si o estd'interpolation HP(A l)’ pour un p> 0, alors

o est d'interpolation Hoo()t ]) : cen'est plus vrai pour n> 1 a cause de

THEOREME 2.2, Il existe une suite o dans 02 qui est fortement d'interpola-

2
tion H™(A 2) mais qui n'est pas d'interpolation Hm(lz).

Le théoreme 2.2 a été démontré dans LT ] ; montrons le théoreme 2.1

a) Supposons d'abord p> 1, soit ¢ = {-Z-i’ iE€EN } une suite d'interpolation

dans H°°(xn) de constante C > 0, c'est-a-dire V w € BOO(N), 1fc Hm(kn) t. q.
T I=w et ”f”oo < C“w”°° ; une telle constante existe toujours gréace au théoreme de

1'application ouverte .

On sait qu'alors il existe une suite de fonctions {si y i€N} de Hw(kn)
telles que [2] :

o0
Vi,jeN, e(z.)=6., et X ls.(z)l SC2, vzeD" (2.1).
i=j ij i b- =

On définit alors 1'opérateur Up comme suit :
VwetPiN), w=(w, ieN), U (@)) =

T w. eép))(?:) (), £eD";
i=1 + % T 1 :

on a alors, grice a (2.1) et au fait que e(;) (gi) = c(g_i_;) {1 - IZ-i |27) p , TpUp(w) =W ;

Z; _
p 0 r
d'autre part HUp(w)Hp = Iiflwi c(_z_i)_1 e(;i) () ei(g) Ip dAn(Q), par Holder

p p/q
HUp(w)”p < f(E Iwi c(gi)—1 ez(?) (%) W(E lsi(_{) ]q) dx _, mais (2.1) implique
i &2 i

(z Isi(g) ]q)p/q < C2p et e(zp) est normalisé dans Hp()\n) donc
i -i

llUp(w)HES 2P TP (p)llw”p

! -n
np .

puisque c(_z_i)_1 < «

Supposons que 0<p< 1, ilexisteunentier m telque p'=mp>1; posons




alors f(C) ((p )(C)) §€Dn, §€Dn. On a, bien sir,
1

Hf H _He(p I o1, et )= P ) = o) € G-1z1% P (2.2

p' z

[e0]
— ) -m _ 1 p
Posons alors Up(w) = i=21 w ¢ (zi ,p') f?_i(g) ei(g), Vws= {wi,leN} € E7(N).

p
Clairement (2.2) =>Tp Up(w): w; calculons HUp(w)Hp

p oo
HUp(oo)Hp = fl z w; c—m(gi,p' ) fZ-(_g) ei(_E) 1P ax (C) mais par Holder,

o]
o) ! mp
I z wl Z. Imp E lw f lmp( E Ie Iq avec ql Conjugué de p| = mp
i=1 i i=1 -i i=1
' P/q"
d'ol prenant les racines m® lzw f g |p< )> Iw f Imp( Ele |q

i 1 —1 i=1

1
mais, puisque m=2, ona (Z lwi fZ ’pm)m <z lwi £, [P

-i =i
et (2.1) implique (Z l g ’q‘ )p/q' <P on en déduit donc
HUp(w)HE < %P (x—mpn”w”i; , puisque, par (2.2) ”fz”g =1, ce qui achéve la preuve
du a).
Montrons le b), nous ferons la démonstration dans D2, le cas général se montrant

de maniere identique.

Nous aurons besoin de deux lemmes.

LEMME 2.1. Soit 0= {(zk,wk), keN} une suite de 02 fortement d'interpo-

lation H2(A ). Alors les suites o ={(zk,W ),‘keN}, o ={(2k,wk), keN},

{(zk , W kEN} sont aussi fortement d'interpolation H ()L ) et pour les

mémes constantes que o

1
Preuve Utilisant ]-_— 3, chap. II § 3:] , onsait que o fortement d'interpola-

tion H2(A2) est équivalent au fait qu'il existe une base orthonormale {fk , keN}
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de E 1'espace engendré par { (2) keN} dans Hz()\ ) et un opérateur
o’ P P ?Zk’w]? ’ 2 P

lindaire Q de JL(E_) tels que: V KEN (2) =Q ik On en déduit que
o k’wk)

1'opérateur Q*Q a pour matrice, dans la base orthonormale {fk , k€N},

M(o )"{<?(2) k' EN}, car <Q*Qf,f,) = (0L, Q1) =

’ e(zku ,Wkt)> ’

(2 (2)
zk, WI? ?zz “Z

Dire que o est fortement d'interpolation est donc équivalent au fait que

Mo) et M(o )"1 sont bornées. Mais iciona:

- - _ (2) (2) }

Mo,)=M(o,) et M(o,) =M )= {( e(ze’we>> kL EN
donc puisque Mo 1) est bornée et d'inverse bornde il en est de méme de M(oi) et de
M(oi)"1 , i=2,3,4 etce par les mémes constantes. On en déduit le lemme 1. (Pour
plus de détail, voir [3 chap. II] ).

Soit maintenant ¢ une suite d'interpolation Hoo()t2) de constante C > 0 ;

. [ ] . s . 2
on sait 3 chap. II] qu'alors o est fortement d'interpolation H (Az) de

2

constante C.

Si o= {(zk,wk), keN} , notons u la mesure associée,

si f€ L2(

(=}
p = E(1-lzk|2)(1—|w |2)6 A,), notons f 1'intégrale de
k=1 k 2

(2, ,w,)
Poisson de f, ?(g)= Jf(g) PZ(Q d/\Z(E)-

On a alors le

LEMME 2.2. Pour toute f dans Lz(k 2), f positive, on a 1'inégalité :

[ aw<2c ke

Preuve. Soit f 1la transformée de Fourier de f et posons, 6,0 € [O,er]:



T0,0= £  feme®m) T on 1z fe,m )
=0, m=0 20, m<0
A 3 6 A . e
10,0)= = f(e,m O 0,0).  z i(g,melC0Hme),
€<0,m=0 €<0,m<0
On remarque que, les fi étant orthogonales dans L2(A 2) ona:
totvnt, o JHL= 3l (2.3)
I I | 27 i=1 i2 '
et ?1(z,w)= z f(e,m)zewm ; Eé(z,w): z  f(e,-m) 287 ;
¢=0,m=0 €20, m>0
?Z(Z,W) = I f(-€,m) zBw™ et ¥4(z,w) = ) f(-& ,-m) zew™,
€>0,m>0 £>0,m>0

Posons enfin : g1(z,w)='t"'](z,w) ; gz(z,w)=nf2(z,ﬁ) ; g3(z,w)='f3(2,w) et

g4(z,w)=? (z,w); 1ilestclairque, Vi=1, 2, 3, 4, g € H2(

4 /\2) et

. ~ 4
Calculons alors : I = J"fzd# = Jlf1 +.. .+ f4 |2 du < [E( lfi |2 d/.t)1/2:| ; d'oli :
i=1
4 ez
I<2 % f. 2.5
= S (2.5)
et Jl'ﬂ 1% au - J[g, 2 au = C2”g1H§ car g, € H2(>«2)
Jl%’z 2 qu - 2 (1 -lg 30 b 12 [Tty m0 12 - Z(1- |2, 12 - Tw, 13 le (2wl
mais le lemme 2.1 nous affirme que o 5 = {(zk,\?/k), keN} est aussi fortement

d'interpolation H2(A2) et pour la méme constante que o =0 donc :

‘]’

JIFZ |2 du < Cz“gzllg et de méme pour i=3et4 ; portant cela dans (2.5) il vient

4 2
J“fz du <2 ?z ”gin ; utilisant (2.4) puis (2.3) on a enfin : J}Qdu < 2C2”f”§
i=1

Preuve du b) du théoréme 2.1. Soit ¢ = {(zk,wk), k€N} une suite de D2 qui

est d'interpolation H™(A 2) ; pour p>0 considérons f¢€ HP (An), et, si f*

p/2
%

désigne les valeurs au bord de f, posons g = lf*l ; g estdans L )\2) et



positive et on peut donc lui appliquer le lemme 2.2,
2 (1- |z [P)le@)1? = 2c? gl = 2?lP.
k
Mais lf Ip /2 est pluri-sousharmonique donc lf(_z_) Ip /2 < Ig(Z_) | et

2 p 2/1!p . N c s
ké)N((l— [Zk I ) If(gk) I < 2C ”f”p, ce qui acheve la preuve du théoréme 2.1,

3. ENSEMBLES DE TYPE S DANS D".
Les résultats de ce paragraphe ont tous été montrés dans [4] .
Soit ¢ une suite dans D" ; onditque o estséparde siilexiste §>0

telque Vz,w€o, Z#W, dg(g , W)= 8, ol dg désigne la distance de Gleason

pour H (1) [5]

DEFINITION. Soit W< D". On dit que W estunensemble detype S dans

D" siona 1'équivalence, pour toute suite o dans W:

{0 est d'interpolation H™(A )} e {o est séparée} .

Le théoreme suivant, dii 8 N. Th. Varopoulos [: 6 Théoreme 1'] , nous permet-

tra de montrer qu'une union finie d'ensembles de type S est de type S.

THEOREME 3.1. [-N. Var'opoulos:[ . Soit A une algebre uniforme sur X et

Ei c X, i=1,2 deux ensembles d'interpolation de constantes Ci’ i=1, 2, tels

que E] U E2 sot totalement disconnecté ; supposons de plus qu'il existe € > 0 tel

que la distance de Gleason de deux points distincts de EI1 U E2 soit supérieure a €.

Alors 1'ensemble EI]U E2 est un ensemble d'interpolation de constante




c=c(, C,» C;) ne dépendant que de C,, C,, L.

En effet, ce théoréme admet le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3.1. Si o, et o, sont deux suites d'interpolation pour H™ ()

telles que o, Uo, soit séparde, alors o,Uo, estd'interpolation pour HO(L).

Un énoncé plus général se trouve dans [ 3 chap. II] .

Preuve. 11 suffit de tronquer les suites :

oy ={z, ien} ng)={zi , i<k}
02={‘-Vi’ i€N} ng)={wi, iSk} alors o-(lk) et og{)

vérifient les hypothéses du théoréme d'ou interpolation avec une constante indépendante
de k. Il ne reste plus qu'a utiliser la propriété de Montel que vérifie H”(\) pour

conclure.

COROLLAIRE 3.2. Une union finie d'ensemble de type S dans D" est de

type S.

Preuve. Evidente avec le corollaire 1.

3.b) EXEMPLES. On dira que I‘z c D est un cone de sommet z, €T et
(o)

d'angle o si Tz cD U{zo} et Arg(z - zo) € [—a , +o&] . On voit facilement que
o

I‘Z est de type S. Plus généralement, si {Gn} est une suite de réels tendant
° () o 9,
vers 6 exponentiellement, soit {I‘n y n€N} la famille de cOnes de sommet e

R

i6 .
et d'angles « telle que Ul‘n )ﬂ T= {e n , neN} U{ele}, alors on a montré que

[+].



PROPOSITION 3.1. W=U rfl“) est un ensemble de type S dans D.
n

De méme on a montré le

THEOREME 3.2. Soit Wis i=1, ..., n, une suite d'ensembles de type S

XW X...XWn est de type S dans D".

dans D. Alors W=W1 >

Soit maintenant o une suite dans DXW ou W estdetype S dans Dn_1.

Partitionnons W en cellules a la Carleson [7] , {Ck , keN} , disjointes et telles

que: VKEN, Vz,weC dg(g R \_y) <§, ou dg représente la distance de

k,

Gleason dans H“(xn_]) ; on peut faire cela pour tout § >0, la famille {Ci( , keN}

dépendant évidemment de §.

Posons Vk €N, Ko ﬂ(DXCk) et '&'k={z€D, t.q. yec, avec

k
(z,y€o }
c'est-a-dire que 'EJIk est le projection sur la premiere coordonnée de 0’k.

Utilisant alors le théoréme de N. Varopoulos [6] et celui de A. Bernard [2]

on a moniré le

THEOREME 3.3. Soit o une suite dans DxW _o_h W est un ensemble de

type S dans D" ', Ppour que o soit d'interpolation Hw(ln) il faut et il suffit

que :

—————

i) o soit séparée

il) 36>0 telque VKEN 1lasuite ¢ k so0it d'interpolation pour HOO(A ])

Z -W

=6'>0

de constante indépendante de k, c'est-a-dire Vke€N, inf 1
z€o = wEo
wi#z

1 -2zw|

6' indépendant de k.
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Ce théoreme donne une description "concrete" des suites d'interpolation o de
D xW. Utilisant un théoreme d'approximation dii a E. Kronstadt [8 ] on a aussi obtenu

une description abstraite de ces suites,

THEOREME 3.4. Soit ¢ ciD W olt W estun ensemble detype S dans

1. Pour que ¢ soit d'interpolation Hoo(kn) il faut et il suffit que les idempotents

. - 3 7 7 w
élémentaires soient uniformément bornés dans H (An).

Rappelons que si ¢ = {Zi’ iEN} , les idempotents élémentaires dans Hoo(kn)

sont des fonctions { "y iE]N} telles que g(z) =8 e g€ H) VieN.

ij

Les résultats rappelés dans cette section généralisent des résultats dii

a E. Kronstadt [ 8 ], et ce par des méthodes trés différentes.

4. INTERPOLATION HP
Dans le disque unité 1D considérons 1'ensemble suivant
iep h h
0<h<1, 6€[0,2n] Sy 6= z€D,z=re * t.q. 1-hsr<1 et 6-5<p<6+;
’
introduit par L. Carleson [7 ] Dans ]Dn nous considérons les produits de tels

ensembles V h=(h,,...,h ), 8=1(6,,...6)

S S XS

h,g~ °h h..g X eee XSy

18 b n’

Soit alors u une mesure positive dans IDn, on dit que u est une mesure de

6,

Carleson dans D" siil existe C >0 t.q.

Vn’ VQ, u(SE’Q)SCh1,h2 ces hn.
On dit que u vérifie 1'inégalité Hp()\n), +0>p>0,si 31C>0, VfGHp(xn)
§ M) P au(g) < cPlell,
D >

On est maintenant en mesure d'énoncer le
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THEOREME 4.1. Soit y une mesure sur ]Dn, positive et telle que pour un

p positif y vérifie 1'inégalité Hp(kn) , alors u est une mesure de Carleson dans

D".

La réciproque de ce théoréme, vraie dans le cas n=1 [9 ], est fausse en
général pour n>1 a cause d'un contre exemple de L. Carleson [10] .
Preuve du théoreme. Supposons d'abord p > 1. Soit alors 1'ensemble S

h,8

i6 ig
et considérons le point z =z, ,= ((1-h1)e 1, cees (1-hn)e M . associons lui le

8

noyau de Cauchy Szeg8 normalisé dans Hp(kn)
1

. 2 -
ez(p ) - c(z) ?1 -g—-Ji[)—q . Il est facile de vérifier que pour g] €S
) o
201 -123%)
déduit que Y C€S

on a
64

, & étant une constante strictement positive absolue. On en

1

(p) nPY 01
, ley (=5 aln,p) T A = S [ —————
L8 Tz F10-1217) 5= 3P

\ez(p)(g)l 26—011 —1 . Appliquons a
- - 2p (h1 24 -ohn)
eip) 1'inégalité HP() ) de I'hypothése, il vient

mais z =1z donc Y (€S

h,8 h, 8’

P_¢ P c p P H(Sp, ¢
cle®P2{ (PP > | PPl
Z 'p n Z s z 2 = 2 h1h2...hn
b h,8
(p) o 2c :
-— .00 ’
Comme e_z_ est normalise il vient u(SE’ §)< . h1h2 hn donc u est bien

de Carleson.
Soit maintenant 0 <p < 1. I1 existe un entier me€IN tel que p' =mp>1.

| ]
Soit fe HP (An) alors meHp(An) et on a

S n s ey qone § o ieaus clel

P
p
et 1'on est ramené a la preuve ci-dessus. Pour p =2 ceci est un cas tres parti-

culier de 1'étude [ 3 chap. II], et la preuve est analogue.

On va maintenant donner une réciproque de ce théoréme dans le cas ol la
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mesure p est dans DXW ol W est detype S dans ]Dn_1.

THEOREME 4.2, Soit u une mesure positive portée par ID X W (_)_‘li_ W est

un ensemble de type S dans ]Dn-1 . Alors si u est de Carleson elle vérifie les

inégalités HP() J» ¥ p>o0.

Ce théoreme sera conséquence des lemmes suivants.

Considérons la partition de D en "cellules" a la Carleson Y k€N, Ve€IN, e<2k,

_f. . i6 -k-1 -k 278 2m
Ck,e" z=re €D, 2 <1-r<2 ’;E'S 9<;E(€+1)} .

Un calcul classique montre qu'il existe une constante absolue M >0 telle que :
Yk, vev 2€Cy 4, 0na P_(0)<MP _(6), Voe [0,27] (4.1).
De méme, posant k= (k,,.. .,kn) eN", ¢ = (1seees en) eN" on recouvre

n _
D" par les "cellules" C =C
K, 2 k1’ e1 n’"n

Soit maintenant W un ensemble de type S dans D" et considérons la

famille d'indices A= {(l_g,_e_) t.g. C, ,NW# ¢} . Pour tout (k,¢) € A notons

k,

un point de C N W ; notons aussi o la suite o = {Zk o (5,_8) € A}. On a
e

k2 k, ¢

alors le lemme

LEMME 4.1. Lasuite ¢ est 1'union d'au plus 4" sous-suites o telles

que, Yi=1,..., 4", o; soit séparde, donc d'interpolation H7O).

En effet, en une dimension posons :
Iy =1 (k,¢) t.g. k=0(mod2), ¢=0(mod2)}
J, = {(k, 9 t.q. k=0(mod2), ¢=1(mod2)}
J3 = {(k,e t.q. k=1(mod2), &=0 (mod2)}

J,={(,9 t.q. k=1(mod2), ¢=1(mod2)}.

A
&
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Soit alors i€[1,...,4] et (k, 80 € J;, (k',e')€J;, (k, &) # (k', ¢') ; on voit faci-

lement qu'il existe une constante absolue § >0 telleque Yz€C YweC

dg(z,w)z §5>0.

Dans an, faisant tous les produits possibles, on obtient 4rl familles d'indices

Vgéck’ﬁ,‘d}yeck,’g_, ona dg(g,\_g)25>0.

Posons alors, Y i€ [1,2, i N A =ANK; et o= {zk 0? (k,2) € Al}
n ==

on a bien que ¢ = 191 Gi» et Vi€ [1,2,... ,4n] o5 est séparée. Comme de plus
o; cw, Nie [1,2, .o .,4n], et que W est de type S, o, est bien d'interpolation

H ().

1

Preuve du théoréme 4.2. On fera la démonstration dans D' pour utiliser

les notations ci-dessus.
Soit g une mesure de Carleson portée par W xD, ot W est un ensemble
n
detype S dans DD .

k

Recouvrons W par les cellules C et posons, si k€N, ¢€EN, ¢<2,

X

2’

S, .= {z = r'ewElD, 0<t-r< 2_k, 2ne 6<27—T(2+1)} : de m&me dans D" :
k,¢ 21{ zk
Sk, ¢ = Sk1’ 21 Xo o o X Sk e ; on a, avec les notations du lemme 4.1,
-k -k
1 n n 2 oo
(g_’.g ECE,_e” W),2 ...2 "=s2 ((1-|§K"§l )). Pour (k,p) € A définissons la

(8) = —— (c
Hi, ¢ ((1- Iz, 8|2)) ok, 8

on voit que pu est une mesure de Carleson dans D de constante indépendante

34

de (_15, _e) car, si S est un ensemble de Carleson dans ID il vient :

h, 08



-k -k
1 n
p‘k e(sh 6) o ——— 1 2- u(ck e )(Sh 6) Ah 2 .ol > S2]’1 Ah, Q\\'"]///’
SR (RIS L) ((-lz) 1) o

m §
v
a ,g, ot
ou A est la constante de pu. s &
Soit f continue sur ’It‘n+1 et positive, '\f’(g.,w) son intégrale de Poisson
dans D" xDD; si zZ eD" et wET, on note encore '\f’(g,w) =S nf(g,w)PZ(g)dkn
on = z'e
dem@me si wé€D et z€ ’K‘n,'\f'(g,w) = S f(z, Q)Pw(g) d)\1(g). Ona:
T
(Pau - fc  Pewasv® £ (-1, 312»5;)2(;5 pWdy ) (4.2)
(k,9€n ¥k, exD (o)en Kt e M

~ o . ) itérd
car f(z,w)= Sf Pg'Pw dkm_1 etsi z¢€ CE’_Q, par (4.1) itéré :
i(z,w) ¢ Mnf(gk,g_, w).
Mais p, 2 est de Carleson de constante 2"A donc ] A,>0t.q., Yk, 9 €,
R,
~ 2 -\.2 . . . .
S]th(_z_k 2,\&) d“k,_e(w) < Aj Srf (_z_l{.’-g,w)dx1(w) ; portant dans (4.2) il vient :

“2 2,20 2 2
(Pau<awm (E?Q)EA((L.@E, A ))ST‘f (2, ) Oy () (4.3).

Gréce au lemme 4.1 on peut diviser ¢ en au plus 4" sous-suites o5 qui soient
d'interpolation Hoo(kn) de constante ¢ ; posant C = supC, il vient, i=1,2,.. .,4",

2¢ ~2
(5?_2_)6 ((1- 1z, gl) (zk,g’,w)szc S 1 @w (D) @.4),

grace au lemme 2.2, applicable car o; est d'interpolation Hw(kn).

Dans (4.3) on échange somme et intégrale il vient :
n
4
~2 2
(Pau<aln® sz o ((-lg 2 K, 07w () ;
=1 T (k, Q€N

en y portant (4.4) on arrive a :

Sfdp<A2M2n 4.2 ng

2
Tn+1lf| dAn+1'

M Apey)s £20, e {f, kEN} une suite

Soit maintenant f dans L2(T

de fonctions positives de & ’]I‘n+1) qui converge vers f en norme L2()\n +1). On a
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o~ n
que fk converge ponctuellement dans IDn+1 vers f ; appliquant le lemme de Fatou

il vient alors :

Shmlnff du = Sf dp<hm1nfS[kdy
k

d'oll, puisque les f, sont dans %‘(’H‘nﬂ):

ST2@S4n2 A2M2n Aliel2, viet’a ). @5

On achéve alors la preuve du théoréme 4.2 comme celle du théoreme 2.1 : soit
B

p>0 et £€HP(O ) ; |f|2 est pluri-sous-harmonique donc appliquant (4.5) a

n+1

. B
g=|f"]2 ¢ Lz()\m_]) on en déduit le théoréme 4.2,

)

’ . - - - 3 m
On va donner encore une caractérisation des suites d'interpolation H (An +1

contenue dans D X W ou W est de type S dans D"

A une suite ¢ = {gk, k€IN} on associe la mesure sur D!

W)= = W a-1A P, .
k€N j=1 k

THEOREME 4.3. Soit g une suite contenue dans DX W, @ W est un en-

semble de type S dans Dn. Pour que o soit d'interpolation Hoo(xn +1) , 11 faut et

il suffit que ¢ soit séparée et que pu(o) soit de Carleson.

Si o est d'interpolation 10

n+1)’ o est clairement séparée ; la mesure

associée u(o) est de Carleson comme cela a été montré, dans un cadre plus

général, dans [ 11) et dans [3 chap. II].

Réciproquement supposons ¢ séparée et u(oc) de Carleson dans 1Dn+1.

n+1

Recouvrons ID par les "cellules" Ck . Puisque ¢ est séparée, dans chaque

k,2

cellule Cli 2 il y a au plus ny

2 points de ¢ avec nk 2= <N <+, On peut donc
LS
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diviser g en N sous-suites o5 telles qu'il n'y ait qu'un point de o; dans cha-

que cellule Ck

2° Gréce au corollaire 3.1 il suffit de montrer que o, est d'inter-
215

polation Hm(xn +1). Appelons donc encore g cette sous-suite o; - Elle a la propriété

. . . n .
suivante : si nous recouvrons W par des "cellules" Dk ¢ cID et si nous appelons
2

01—(——{(2 w)éo,wED } puis OE——{ZED t.q. wEDk 0! (z,w)éc},
Ry &

k, ¢

\ - 0 - -\ rd R 3 k
c.a.d. la projection sur la premiere coordonnée de o—’=, alors : la suite §-’ L est

séparée uniformément par rapport & (k,2) (4.6).

D'autre part, choisissons dans ID le point :

) &

_ 1 n .ol
wk’&— {(w}s,-g,..., WE’-Q) : “k,g

_ (-2 K Y)pi2n &2,

Alors, comme pour la preuve du théoréme 4.2 la mesure B g ainsi définie :

V¥ B borélien de DD, oy (B) = ulc)[BxD, ,] 1 est de Carleson
K,2 k,2- n i
Rl (1 IWJ 3 l
J =1 5
dans ID de constante indépendante de K, ¢ . Mais la mesure v (1— 1z|%)s,

== zéok

est telle que Vlis 2 < “I_E: Ix grace au choix de wE donc Uk, 9 est de Carleson

&’

dans D de constante indépendante de k, ¢ : la suite c)—(-’ £

est donc d'interpolation
Hoo(l1) de constante indépendante de k, ¢ et on peut alors appliquer le théoréme 3.3

pour conclure puisque g est dans DX W avec W detype S.

COROLLAIRE 4.1, Soit ¢ une suite de ID xW, ol W est de type S dans

D"". Pour que ¢ soit d'interpolation H°°(xn) il faut et il suffit que o soit for-

tement d'interpolation Hp(xn) pour un p >0,

Si ¢ est d'interpolation H°°(xl1) alors grace au théoréme 2.1 ¢ est d'in-

terpolation Hp(xn), Y p>o0.
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Si ¢ est fortement d'interpolation Hp(x n), p >0, alors le théoréme 4,1
nous affirme que u(o) est de Carleson. Pour appliquer le théoreme 4.3 il reste

a vérifier que o est séparée, ce qui est fait dans le lemme suivant :

LEMME 4.2. Soit ¢ une suite de D" et p>0 t.q. ¥z, w€o, z#w, il
1
existe K>0 et fEHp(An) avec Ilfl[psK et ((1-—|§lz))pf(_z_)= 1, f{w)=0,

alors la suite o est séparée,

La preuve est trés simple si p=2 [3 chap.Il] mais sans la factorisation en
fonction intérieure et extérieure c'est plus long. Soit p>0 et f € uP ()Ln) alors :
2 l n ]
((1-1z|“NP K@) <C(p) Mfdp (4.7)
en effet pour n=1 lamesure (1-|z \2) 5, est de Carleson dans ID donc vérifie

les indgalités Hp(x1), Y p>o0.

Supposons la vraie dans ph-!

, et soit f EHp(An) ona:

Vzen"™ !, web : |1, (z,w)|P((1-12]%) = cPlp,n-1) | le (¢ w) Pax_;(0
avec fr(_g_,n)=f(r_§,r‘n) ; mais, ¢ fixé, fr(_g,n) est dans Hp(A1) donc
It,(cow) P(1- | %) < Cp(p)g I£.(com) P d,(m)  d'olt en reportant, Vr <1,

(- l2I2)(H w 1) gz, w) [P = CP(o) CPlo,n-1) 1, 11D
d'oll , laissant tendre r vers 1, 1'inégalité cherchée avec C(p,n) = C"(p).

Soit 0<h<1 et (z,w)€a@? t.q. |z|=<1-h; |w|< 1-h ; posons

z

h - 1 Tow?
== et 2 aZ, wia¥onar [ZX 2] ZI | g

1-zw 1-z'w!

en effet posons p=-—, ona |z-w|=rlz'-w'], |E'w'|<p2 d'olt

|1-§w|=r2l—1-2-2'w'|5r2-22——2- |1-z'w' | <4r|1-z'w'| d'ou (4.8).

r 1-p
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Soit alors o, z, w et f comme dans le lemme 4¢la preuve étant faite dans

]D2 et supposons de plus que :

a) z= (z1,22) ;W= (w1,w2) avec lz1| =1-h; ; 1-2h, < le | < 1-h,
et |28 =1-hy; 1-2h,< [w’|<1-h
Posons r —1—t-]—1-' r —1-r..l.2.
1 27 27 1.?. )
= 1
Posons G((,n) = f(r‘1g,r2n) hﬁ) hg on a par (4.7)
2 2
[Gll,=4C™(p) [, =4C(p)K
z1 22 ww 1
d'autre part, posant z'=(>~, =) ; w'=(—, =), il vient G(z')=- et G(w')=0
- r,’ry) 0= r,’r, = 4 -

donc il existe § >0 ne dépendant que de K, C(p) tel que, dg(_z_',yv__' )=6>0;
utilisant le fait que,

gEDZ, n E]Dz, dg(_g_,n) = max[dg(g1,n1), dg(gz,nz)] et (4.8), onaque

dg(z,w)z%’.

b) Supposons que lz1 =1-h, et |w,|<1-2h,, O<h <1 , alors on a
1 1 1 2
|z -W

1

1.1 1-h-(1-2h)
>

A 1-(1-h,)(1-2h,

1 1
) = 3 donc dg(z,\l’_) = 3

Les autres cas se traitent comme a) ou b) et cela prouve le lemme 4.2 et achéve

la preuve du corollaire 4.1.

5. FONCTIONS ANALYTIQUES A VALEURS VECTORIELLES

Soit E un espace de Banach de dimension strictement positive, E' le

dual de E et E{ 1a boule unité de E'.

On dit qu'une fonction f de D" dans E est analytique a valeurs dans E si:
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Ye€ E;, eof(_z_'_) est une fonction numérique analytique dans D" ; on note cet espace
n
o(D",E).

SFimit « 1P _ n oy, C p _nenP
¥p >0 on définit : H"(x ,E) = {{€6(D,E) :2;315 ltfpuE dax, =Nl g <t}

ou fr désigne la fonction fp(g) = f(rz) et HallE est la norme de a dans E ;

0, n 3 .
H (An,E) = {{€ (D ,E),Zselill[))n Il = ||f[|°°’E <+ »}. De méme :

p _ no. P.. _ P
H (A ,E) = {£€6(D,E) ; sup. :111)1 leof ["ax = I, ¢ <+}.

eGE1

Pour p=>1, || |l et || Il sont des normes sur Hp(xn,E) et Hi«.()‘n’E) qui

p,E P,¥*

rd . - . p ’ Id
vérifie : V€ H (kn,E), llfllp,*s ”f“p,E . Ces normes sont, en général, non
équivalentes.
P g P p
De mé&me, on définit : ¢ (N,E) = {u€ E’iE1 ”wi“E = ”wup,E <4+ o}

2]
p _ P_ P
et e*(]N,E)_ {w; €E, sup % [e(wi)| —”o,“p’*<+oo}.

t i=1
8€E1

Ces deux espaces sont différents en général et, bien sfr, P (N,E) c ez(N,E).
Soit ¢ une suite de IDn, o= {g_k, kKeEN} et Tp 1'opérateur linéaire ainsi
défini :
o
VEeHPB), Tyt= (-l P ilg), ket

de méme Tp .. Sera l'opérateur :

’ 1
VieHS( ,E), T, f= {((-]z, POPi(z), keN}.

DEFINITIONS. On dit que - ¢ est d'interpolation uP O‘n’E) si

TpHp(xn,E) > P(N,E).

- o est fortement d'interpolation Hp(xn ,E), si, de plus 3Ct.q.

Vi enPO,E), HO- Iz PliE )G = cial &
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- ¢ ala propriété d'extension lindaire bornée de ¢°(IN,E) dans Hp()L ,E)
si il existe un opérateur lindaire Up de ﬁp(N E) dans H (k ,E)

tel que : Y w € ¢P(IN,E)

U <C t T U =W,
U (@l 5 =Cllally 5 et T U (w) = w

P 4P
De méme avec H, 8* et Tp,’)'c .

THEOREME 5.1. Soit E un espace de Banach non trivial et ¢ une suite

d'interpolation Hoo()tn ,&) alors :

a) 0<p<+w, ¢ alapropriété d'extension linéaire bornée de P (N,E) dans

HP(\,E).

b) O<p<+®, g estfortement d'interpolation Hp(kn ,E).

a') 0<p<+%, g alapropriété d'extension lindaire bornée de Ei(N,E)

p
dans H*()\n,E).

b') O <p<+w, o est fortement d'interpolation Hg_()tn,E).

De plus toutes les constantes sont indépendantes de l'espace de Banach E.

Preuve. a) Avec les notations du §2, soit d'abord p> 1 et soit
_ p . I N () = -1_(p)
w = {¢, KEN} € &'(N,E) ; la fonction : Up(a,) (z) ;{E‘L)I\kac(_z_k) e-z_k @) ¢(2)

résoud le probleme ; en effet, posant f=U p(w) on a Tpf =  : immédiat ;

(p)

-1
et P g =V iz clzy) ez (°C) 4 rOIg (0

utilisant alors HSlder on obtient, comme dans le théoreme 2.1

2p (\-Np P
IlfPHp’ < C*"oAp) llwllp’E ’
ou C est la constante d'interpolation de H ()« ,€) ; faisant tendre r vers 1

on en déduit a) pour p> 1.

0 <p<1.0npose encore p' =mp>1, m €N et on introduit les
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£ (¢ = [e(p')(c)]m . soit w€ P(IN,E) ; w= {w, k €N}, alors
Z.j_ -Z-i S ’ ’ ’ (&k: s

(o]
= = 1)y—m
t=Up(ed =2, o [clz;,p')] fEi &
résoud le probiéme comme dans le théoréme 2.1 : HUp(w)“g ES 2P a—npm“w”p E?
?

ce qui résoud a).

R
b) Soit p>0 et soit fEHp(Xn,E) ; puisque nf(g)||‘123 ~ sup | eof(z) | et que
chaque |gof(z) lz est pluri-sous-harmonique, llf(g)ll‘é 1'est aussi et, clairement,
Y
Hf(g_)llé poss&de un majorant harmonique g, dans Lz(kn) tel que Hgng = llfllp

Appliquons & g le lemme 2.2, il vient : E‘ ((1- |_z_k| ) lg(zk)l <2c? l]gllz , mais
P
Ilf(_Z_)lléS g(z) donc: E((szlz))llf ) H;S ZCzllfllg,E

a') Soit p>1, w={y , kEN} € eg_(lN,E) alors
5w clz)teP
(w) kEkacz ezk e

résoud le probleme, en effet :

T K f=w:immédiat ;

Py¥*
P _ : -1t (p_ p
et it L= sup (12 elw) clz) e R g P ax
8€E1 =k

mais {e(wk), k €N} appartient uniformément a ¢°(N,C) on a donc par application
directe du théoreme 2.1
213 —-np p
f P #=C
Il l| Ilwllp, %
Soit 0<p<1 et wEt eg_(N,E), p' =mp >1, m €N ; on introduit encore
. _ AN 1 - .

les fonctions f et on pose, f= Up(u) =T uy [c(zi,p )] fEiei cette fonction

=k

résoud le probleme Tp . f= w etona encore
, n

p 2p ~npm P
f %= C
iEnp el
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b') Soit p>0 et f¢€ Hi(kn,E) ; on applique le théoréme 2.1, b) a la fonction

gof ol L€ Ei . On en déduit de suite
1

2 2\p p 2
A(1- 1z, | N1 2otlz ) 1P = £ (e[(1-12, | Pz ) ]I < 2cmp .
Enfin 1'extension lindaire dans H°°()\n,E) est: Y we ¢ (N,E) on pose
[ee]
f=U_(w)= T w; e; qui résoud le probléme avec
i=1
< CAllwll, g -
o oo,E

On peut donner une réciproque au théoreme 5.1 si g se trouve dans un ensemble

DxW ol W est detype S dans p™*!

THEOREME 5.2, Soit ¢ une suite dans DxW, ou W est de type S dans

]Dn-1 . Alors si pour un p >0, o est fortement d'interpolation uP O‘n’E) (ou

H_g_(k n,E)) alors ¢ est d'interpolation Hoo(kn,(ll).

Preuve. Puisque E est non trivial, par composition avec un élément de

E; on se ramene aisément au cas scalaire et on applique alors le corollaire 4.1.
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