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INTRODUCTION

Ce texte a été rédigé a partir des notes de cours prises par Miles BAHOURI
et OUNAIES et M. DEHMAN.
Qu'ils trouvent ici mes remerciements pour ce travail.

Son but est double :

a) D'une part, présenter un ensemble de faits classiques concernant les équations
différentielles ordinaires. Ces faits, rarement enseignés en Maitrise, sont généra-
lement méconnus des analystes, bien que leurs implications dans de nombreux domaines
des Mathématiques et de la Physique soient considérables. I1 semble que le petit
nombre de spécialistes Frangais de ces questions et, paradoxalement, 1'essor impor-
tant des équations aux dérivées partielles soient cause de ce délaissement.

b) D'autre part, montrer que certains développements récents des équations aux dé-
rivées partielles (opérateurs pseudo-différentiels classiques, étude des singularités
a 1?aide de solutions asymptotiques approchées, théorie de Maslov, etc ...) ne sont
pas aussi indépendants de la théorie des équations ordinaires que certaines présen-
tations le laisseraient supposer. Bien plus, la réduction a un probléme d'équation
différentielle ordinaire s'est avérée &tre, dans certains cas, un outil efficace
(pour 1'&tude de 1'hypo-ellipticité, des opérateurs hyperboliques a caractéristiques

doubles, etc ...).

On s'est efforcé d'écrire un texte se suffisant & Tui-méme, accessible & des
étudiants du niveau de Maitrise ; le chapitre concernant les équations aux dérivées
partielles ne présuppose aucune connaissance spéciale. On s'est abstenu de faire
montre d'une érudition que 1'on ne possédait pas, et de surcharger le texte de réfée-
rences. ' '

Les ouvrages les plus accessibles que le lecteur pourra consulter, 3 propos de
chaque chapitre, sont les suivants :

CHAPITRE I : J. Dieudonné "Calcul infinitésimal" , Hermann, Paris 1968.
A. Erdelyi "Asymptotic expansions" , Dover Public, New York, 1956.

CHAPITRE II : Les 3 conférences de B. Malgrange au Séminaire Goulaouic - Schwartz
1971-72 (Ecole Polytechnique, Paris ; exposés n° XX, XXI, XXII).
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CHAPITRE III, IV, V : W. Wasow "Asymptotic expansions for ordinary differential
equations", Krieger Publishing Comp. New York 1976.

CHAPITRE VI : Consulter Wasow et Erdelyi pour les §§.I-IV.

Le §.V est emprunté aLynn et Keller "Uniform Asymptotic solutions of second
order linear ordinary differential equations with turnihg points"”, Communications
on Pure and Applied Math., vol. XXIII, (1970).

Le §.VI rend compte du chapitre X de Y. Sibuya "Global theory of a second order
linear ordinary differential equation with a polynomial coefficient", North-Holland/
Amer. Elsevier, n° 18.

CHAPITRE VII : Le matériel du §.I est couvert par la plupart des cours sur les opé-
rateurs intégraux de Fourier (par exemple celui, assez peu accessible, de Duistermaat
"Fourier integral operators", Courant Inst., New York 1973).

| Le §.II,2 a peut étre rapproché de 1'article de P.D. Lax "Asymptotic solutions
of oscillatory initial value problems", Duke Math. J. 24 (1957).

Le §.1I,2 b est emprunté & Flashka et Strang "The correctness of the Cauchy
problem", Adv. in Math. 6, 1971.

Le §.III,1 est une partie de 1'article de Ludwig "Uniform asymptotic expansions
at a caustic”, Comm. on Pure and Appl. Math. vol. XIX, 1966.

Les §§.111,2,3,4 sont empruntés au livre trés difficile de Guillemin et Sternberg
"Geometric asymptotics", Math. Survey n° 14, AMS, 1977.
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CHAPITRE I - EXPANSIONS ASYMPTOTIQUES D'INTEGRALES DEPENDANT D'UN PARAMETRE.

Nous présentons ici quelques faits &lémentaires concernant la méthode de Laplace
et la méthode du col. Les 1ntégra1és oscillantes et la mé#hode de Ta phase station-
naire sont introduites au Chapitre VII, ol elles trouvent naturellement Teurs places

dans 1'étude de solutions asymptotiques d'équations aux dérivées partielles.

La raison d'étre de ce chapitre est que de nombreuses solutions d'équations clas-
siques (Bessel, Airy, Weber ...) peuvent étre représentéesia 1'aide d'intégrales
de contour : ces cas sont illustrés dans les exemples. De p]us, il apparait que les
1ntegra1es oscillantes (cf. Chapitre VII) fournissent des‘modes plus généraux d'écri-
ture des solutions, ce qui ne pouvait étre compris que par comparaison avec des cas
simples.

I - La Méthode de Laplace

Le résultat principal est le suiyant.

oo
e’ h(x) glx)dx , oi g et h sont réel-

Théoréme :  Considérons l'intégrale I(t) = J
‘ , o
les, continues par morceaux, et vérifiant les conditions :

oo
) J |g ()| ) g < 4w,
0

7z) 3 60 >0, V&< 60, Va8, hx)g h(s).

111)  Au voisinage de zéro, g et h admettent les approxima%ions suivantes :
- - - |

B

|
glx) ~ 2", h(z) = a - cx® + o(xB) ,a>=-1,8>0, ¢c>0, 4+ 0.

Alors :
atl

(I.1) I(t)~ é—r(gglJ eat (ct) B lorsque t + + =,
' | b\ —cts® | 8
Preuve : 1) on examine J(t) = J X e dx (b fixé, b > 0). En posant u = ctx”, il
vient °
- Oil cth &ﬂ -1

.J(t):Bl(ct) 8 JO eV yb du



g atl
eth™ ===l o+l
et J u e du-~ F(—E—) lorsque t -~ + «, par définition de la fonction T.
o :
o+l
B

2) Notons K(t) = g-r(g%l).eat (ct)

Pour tout A > 0, il existe 8(2) > 0 tel que, pour 0 < x < §(1),

x*(A-1) s g(x) < x*(A+1) , a - (c+M)x® < h(x) < a - (c-a)x® .

. D'ou

JG(A) xH(A-) etlam(en)ly, fé(k) g(x) e™M(*) ax ¢ IS(A) X etla=(eE 4
0 ‘ 0 © ’

- pour t > 0. Du point 1) et de cet encadrement on déduit facilement :
| J5(X)

0

g(x) eth(x)dx

V€>O,3_}\>0,3t1>0,t>,tl#

~1{lgg .
K(t)

3) Enfin

J+m g(x) eth(x) dx = J+m g(x) e(t'l)h(x) eh(x) dx, et si §(r) < 840 ON obtient
s(r) §(2) '

J+m g(x)eth(x)dx

< [T
K(t) K(t) 0"

+ at+l

ctext B e tTh(0)-h(s(2))1 | ¢ Torsque t » + «.
Ce théoréme formule de fagon précise 1'idée fondamentale de la méthode de Laplace:
puisque h décroit a partir de 0, seuls les comportements de h et g prés'de 0 impor-

tent dans 1'étude de I lorsque t » + «.

Corollaire : Sotent h et g deux fonctions réelles de classe 02 sur Ja,b[ (non néces-

sairement borné), telles que :

b
) J |g ()| PUC PP
a
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%) 3c € la,bl , glc) £ 0 et h admet un maximum strict en c(h"(c) < 0).

b /
Alors J' g(x) eth(x) dx ~ V7 gle) eth(c) :7—571_?’—(07 Zorsgj ue t > + o .
a

c b
Preuve : On coupe 1'intégrale en J + J . Pour la seconde intégrale, o = 0, A = g(c),
a €

2
h(x) = h(c) + 15%52- h"(c) + O((x—c)z), avec les notations du théoréme. Pour la pre-

miére, on fait. le changement u = - (x-c). Compte tenu dul fait que r(1/2) = /=, les

estimations du théoréme donnent celles du corollaire. ?

: Formule de Stirling. Par définition

+oo

-t 1 L |
r(x+1) = J e " X dt = x*F J eX(Log u-u) 4, (en posant t = x u) .
0

0
La fonction Log u-u ayant un unique maximum en u = 1, le corollaire donne

r(x+1) ~ /21X (x/e)X Torsque X -~ + « (on rappelle que r(n+l) = n!).

I - Equations différentielles et intégrales de contour

m 5
1 - Soit une équation différentielle linéaire ) aij)y(J) = 0, dont les coef-
, Jj=0 '
ficients aj(x) sont des polynbmes.

I1 est loisible de chercher des solutions de cette éhuation sous la forme

y(x) = [r eX? v(z)dz , ol v est une fonction holomorphe ﬁt r un chemin du plan com-
plexe, tous deux a déterminer. Puisque y apparait comme une transformée de Laplace

de v, dériver y revient @ multiplier v par z, et multiplier y par -x a dériver v
(formellement). L'équation initiale est remplacée par une équation différentielle sur
v, dont 1'ordre est le degré maximum des aj (ce qui n'esﬂ intéressant que si ce de-

~

gré est inférieur & m).
Les principales difficultés sont :

i) Choisir v et I en sorte que les opérations formelles décrites ci-dessus aient un
sens.
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11) S'assurer que y n'est pas identiquement nulle.
2 - Exemple 1 : 1'équation d'Airy.

C'est 1'équation (II.1) y" - xy = 0.

43

a) Formellement, v doit satisfaire zzv +v' =0, soit v(z) = e 3—: Le chemin T doit
étre choisi infini, et tel que Re 23

dans les directions & 1'infini de r.

tende vers + « assez vite (par rapport a |z|)

Classiquement, tois chemins s'offrent :

\

2n b
3

T

1 I3

01 :*zc
"2
<
3

& 1'infini sur ces chemins, |z| tend vers 1'infini etarg 23 est voisin de 0, ce qui

assure i). On obtient ainsi trois solutions
3

¥4
XZ-=
J e 3 4z (i =1,2,3) .
T

i
3

(I1.2) ui(x) =

Grace au théoréme de Cauchy et & la décroissance rapide de e dans les di-

rections & 1'infini sur les T., on obtient facilement

(I1.3) Up + Uy + Uy =0 .



= 19 m

Si les chemins T, se déduisent les uns des autres par des rotations d'angle

%§‘= on a de plus
Y S o 2ig
(I1.4) up(x) = J ug(dx) = 3" uy(3"x) » ot jze .
Enfin, on note
Ai(x) = ?%ﬁ ul(x) (cette solution est appelée intégrale d'Airy) .

b) Comportement de Ai(x) lorsque x > + ~. Nous allons montrer que :

_ _ 3/2
,l_ X 1/4 e 2/3 x , lorsque X + + « .

I1.5 Ri(x) &
( ) i(x) >

Cela assure en particulier que Ai n'est pas identiquement nulle.

3‘,
3/2 u-/3 &
Preuve : Posons z = x/2 u : ug(x) = x1/2 f e® (u- J du , et grice A
=12
X Iy
Théoréme de Cauchy, on a en fait :
3
3/2 , _u
uq(x) = x1/2 J e® (- 3) gy .
1 |

* On va maintenant préciser Iy
|
3 3 3 5 B3

Posons u = a + i : Re(u- %;) =aq - %T + a 32 » Im(u- %T) =B - B+

2 82 ' u3
'Sur 1'hyperbole o~ - - = 1, on a donc Im(u- 7;) =0, et

3 2 ~
Re(u- %?) = - %-(1 + %;)1/2 (1+ %-62) = h(B) pour la branche ol o < 0. Cette

branche a pour asymptotes les droites 8 = = V3 a =t (tg-%)a, on la choisit donc

+co 3/2 2 L
pour T¢, et ul(x) = x1/2 J e* h(8) [i - %—(1 + ggq‘l/zlde .

L'application du Corollaire de I.(h posséde un maximum strict en 0) conduit &
(11.5) |
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3 - Exemple 2 : 1'équation de Weber.

2
C'est 1'équation y" - (ér +a)y=0,o00a€eC.
| 83%2_ | | Exz
a) Posons y =e "u (e =% 1) : il vient y' = (e-% u+u')e L s
2 .
X“/4
Y'=lsu+e %-u’ +u" o+ e%~@>§ u+ u')le® , et 1a nouvelle &quation s'écrit :
u" + exu' - (a «-%)u =0 .
* Cherchons des solutions u(x) sous la forme U(x) = J e*? v(z)dz. La fonction v
_ St 2
: : Y A F N
doit satisfaire 22v - g(zv)' - (a --%)v =0, soit v(z) = e° g 1/2-ae

- Pour ¢ = + 1, nous choisissons les chemins r, indiqués sur Ta figure 1 ; les
déterminations de argz sont indiquées sur la figure 2.

T+

fia. a | me

2
avec ces choix, v décroit comme e |z| a I'infini sur r., et 1e calcul formel est
justifié.
b) Considérons par exemple la solution correspondant a ¢ = - 1 (on verra au chapi-

tre V, I1.2, que c'est la solution sous-dominante de 1'équation de Weber dans le
2 2
-x“/4 f X2 72/2 ja-l/2
T

I 1 v
secteur - < argx <'I) :y(x) =
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« Pour Re a > - %—, on peut remplacer le contour r_ jpar celui de la figure 3 :

qmrﬁm éb_Tuzﬁyhk 20

v

%.g

En faisant tendre ensuite r vers 0, on obtient, pour x > 0, la formule

2 40 2
y(x) = e X /4 i(cos 1 a) J g 20 g8 /2 $2°1/2 45 . Dlou :
0
2 400 2 2
y(x) = e /4 i(cos 1 a)x'(a+1/2) J o™ gm0 /2% a-1z 4.

0
%8 -(a+1/2)
n i(cos 1 a) r(a+l/2)e X , lorsque x -+ + « .

Bien sbr, pour a = 1/2, 3/2, ... ,onacosnta=0, ety(x)=0:c'est évident,

car pour ces valeurs de a, 22712 ogt holomorphe, et 1'on peut déformer r_ en le

=

passant "a travers 0" pour le faire s'évanouir & 1'infini. Dans ces cas, on prendra
comme solution :

i e

0

2 +oo 2
X /4 J “Xs g7s /2 s21/2 4o .
et non pas y(x).

« A 1'aide d'une intégration par parties, on voit facilement que :

- Ia+1(x) + X Ia(x) + (a-1/2)Ia_1(x) =0,
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Supposons alors Re a > - %-, a* - %-: cette formule, combinée avec 1'équivalent

de Ib(x) (Torsque Re b> = %) trouvé au point précédent, permet d'obtenir

a+1/2)

I(x) ~ Eii;? i(cos(a+1)n)r(a+3/2)x'(a+3/2) = i(cos I a) P(a+1/2)x'( , car

r(z+l) = z r(z). Autrement dit, 1'équivalence asymptotique (lorsque x + + «)
établie pour y lorsque Re a > - 1/2, demeure valable pour tout a, a # - 1/2, - 3/2,...

- Pour les valeurs a = - 1/2, - 3/2, ..., T(a+l/2) a un pdle simple, qui est
compensé par le fait que cos I a = 0. En fait, (cos T a) T(a+l/2) = ETT??:ET B
comme le montre la formule des compléments d'Euler r(x) r(l-x) = ET%_ETQ .
d¥ xz -2°/2 _k+a-1/2
Du reste, Ia(x) est alors un polyndme, puisque g I_(x) = J e”" e z dz=0
dx® @ T

pour k + a - 1/2 = 0.
4 - Exemple 3 : 1'Equation de Bessel.
] 1A 4 2 n 1 2 2 -
C'est 1'eéquation x~ y" + xy' + (x=2")y=0(€c).

i) Nous nous écartons un peu de la lettre de 1a méthode utilisée dans Tes deux
premiers exemples en cherchant cette fois une solution sous la forme

y(x) = J g~ 1% sin Zy(z)dz .
r

2

=iX S | oF ; 3°F
En posant F(x,z) = % ST" 2 on observe que-%i (Fv'-v =) = Fv" - v 7 et donc
on deyra prendre v tel que v"(z) +>12v(z) =0 et‘%g v-Fv' »>0al1"infini sur T,

Nous choisissons v(z) = e' M2, et pour T 1'un des deux contours L, ou LZ re-

présentés sur la figure :
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Les fonctions correspondantes

o3[ esnze g, .
L
Hi(x) i} __% J cixsinz +inz

Lo

sont appelées fonctions de Hankel d'indice A.

ii) Vérifions que ces intégrales ont un sens et définiséent effectivement des
solutions de 1'équation de Bessel pour Re x > 0.

Avec x =a + iB, z=E +in, A =a + ib, on a :
Re(-ix sin z + iAz) = a cos & shn+ B sin & chn - (an+ bE ) .

Pour £ =0, n~> - », Re x > 0, Re(-ix sin z + iAz) v -}% LRSI rapidement.

Pour ¢ = + I, n-> + =, Re x > 0, Re(-ix sin z + ixrz) &(--% e" + - » rapidement.

BF  _ pyr = oTiX sinz + iaz

D'autre part, dans 1'expression == (-ix cos z - ir),

le facteur - ix cos z - ix a une influence négligeable sur 1'exponentielle lors-
~que z tend vers 1'infini sur L1 ou L2, Re x > 0. Cela prouve 1'assertion.

iii) Nous prolongeons maintenant Hi et Hi a tout ¢ -‘{ﬂ?_} de la facon suivante.

Soit gy, - W < £y < I et Lg le chemin représenté sur la figure :
0

|
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La fonction H_ (x) = -4 J
2 L

e-ix sin z + i)z
" it

dz sera une solution bien définie de
o

1'équation de Bessel pourvu que Re(-ix sin z + iiz) tende rapidement vers - « lors-

.. - e N . .
que zZ > « Sur Lg . Or Re(-ix sin z + ixz) ~ S (g sin gy ~ @ COS go) pour £ = g, ,

(¢]

N
n-+ = o, et Re(~ix sin z + ixz) ~ %? (g:sin E, ~a COS E.) pour g = Eg "I s n>+t .

Donc Hg est définie dans le demi-plan complexe - g sin g, t o COS £, > 0.
; (0] '

D'autre part, si on a & 1a fois Re x > 0 et o cos go - 8 sin By * 0 , alors

HO(x) = H_ (x). En effet, il suffit d'appliquer le théoréme de Cauchy aux contours

OABC ou O'A'B'C' représentés sur la figure, et de s'assurer que J >0 et I +0

BC B'C'
lorsque y -+ + w.
A
”c' B!
A
L LI
i v
-N- fo By | 5 & go
' N A
o' A
L A A -
L v
4 3,
C B

‘ -1
Or Re(ix sin z + iaz) ~ 92—-(5 sing - o cos g) lorsque n+ - » , £ fixé : pour

0< g« Ey 1e-poTnt z = £ - iy décrit BC, et g sin g - o cos & décrit le segment
[- asB sin Eg ~ & COs g.1, d'ol Ta conclusion. On raisonne de méme pour B'C'.
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En particulier, si 1'on prend & =-§ et & = --g » on obtient un prolongement

1

analytique de HA

dans le plan complexe fendu le long du demi-axe réel négatif.

iv) Pour By = —-g , on obtient 1'expression, valable pour Im x >0 ,

_; AT
2 (to
- in J-w

Sur 1'axe imaginaire positif, il vient ,

-1x-§

oo |
Hi(is) = & J ™S Cht - At 4
. : 'i]'[ -C0 .

On peut appliquer a cette derniére intégrale la méthode de Laplace (Corollaire I)
et 1'on trouve :

es 11
-iA
P
Hi(is) v - -%? eSS, s+,
' in
De méme
1
iA
: Z
Hi(-is) n 28 A S satw,
- in .
v) On note souvent
11 2 . 4 e 6
J,(x) = 7 Hx(x) + Hl(x) (fonction de Bessel d'indice 1)
et ' _ | ‘
NA(X) = f%‘(Hi(x) - Hi(x)) (fonction de Neumann d'indice 1).

IIT - La méthode du Col

Cette méthode permet 1'évaluation asymptotique d'intégrales de la forme

J eth(z) g(z) dz , ol h et g sont holomorphes, et r est un chemin du plan complexe
F

De telles intégrales se présentent naturellement dans 1'étude des propriétés
asymptotiques de solutions d'équations différentielles, comme 1'ont montré les
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exemples I1.2 - II.4 précédents.

1 - Le principe de la méthode est (grdce au Théoréme de Cauchy) de déformer T
en un chemin T tel que '

i) Im h(z) = cte sur T.
ii) ST R 3 s » y(s) est un paramétrage de ¥, on peut abp]iquer a 1'intégrale

T thiy (s))
[ e (v (s g(v(s)) v'(s)ds la méthode de Laplace (cf. I) ; ceci requiert en par-

-0

ticulier que Re h(y(s)) posséde un maximum.

Supposons que ceci ait lieu en s = Sg ° Alors :

d d .

45 h(x(s)) =45 (Re h) (v(s)) + i gt (Inmh) (v(s)) =0 ens =5, ,
soit h'(y(so)) y'(so) =0, et h'(r(sy)) =0 . D'od Ta procédure usuelle :
a) Déterminer les points “critiques"z, ol h'(z) = 0.

b) Pour ‘chacun d'entre eux, examiner les courbes Im h(z) = cte qui le traversent,
pour voir si 1'une d'elles peut étre prise comme nouveau contour ?,vsatisfaisant i)
et ii).

Un exemple "pur" d'application de cette procédure a été fourni au paragraphe

I1.2.b : ‘on a en effet h(z) = z - %; » d'olt h'(z) =0 pour z =+ 1 ; les courbes

Im h(z) = cte = 0 passant par ces points sont les branches de 1'hyperb01é
' 2
o -B 1 (z=a+ip) .

Nous esquissons ci-dessous deux exemples plus sophistiqués.
2 - Deux exemples.

+oo | o 3
Exemple 1 : Soit I(t) = [ (IH)Z°T7) 47 (4 4 4 o)
.
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Nous avons h(z) = (1+i)z - 23, h'(z) = (1+1) - 322, et Tes points critiques sont

tz, =t 1 21/4 em/8 .
_ /3

_iH

- Nous pouvons remplacer T = R par r' = R, e g" qui passe par Z,- En effet,

si AB est 1'arc décrit par Re'® (0 < o s-g), on a

J oth(z) 4, +L oth(z) dz =J eth(z) 4, .
0A , B 0B

3

or Re h(z) = - R” cos 3¢ + O(R) sur AB, soit Re h(z) < - cte. RS , et

| 3
'Il eth(z)dzl < cte.Re”Cte-R , qui tend vers 0 lorsque R+ + » (t > 0 est fixé).
B

« Posons z = z_+ u : h(z) = (1+i) (zo+u) - (zo+u)3 # (Id)z, - z3 = 3zou2 - .
2

0 (0] 0

+ u3) =0 ; en négligeant

Sur une courbe Im h(z) = cte passant par z

u3 par rapport a u2

: i
» On a Im(3zéu

prés de u = 0, on obtientargu = - %% + k % ]

0

Choisissons k = 0, et déterminons ﬂa branche correspondante I'" de la courbe
: . -j .
Im(320u2 + u3) = 0, en posant u = e % s(1+w(s)), ot w(s) est une fonction com-

plexe de la variable réelle s (s voisin de 0), w(0) =0 : il vient :

.1 . |
-1 -31 ;
Im(3z0 e 8 (1+w)2 + e 6 s(1+w)3) =0 3

Le théoréme des fonctions implicites, appliqué au point w = 0, s = 0, fournit alors
la fonction w(s) cherchée. ‘

La situation géométrique est celle de la ffgure 4

i\

-~
St

U]

\'s
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1}

Nous remplagons maintenant r' par T = OCDEF» . Si DE est décrit par u lorsque

€ [-r,+r]l, nous avons i eth(2)gz - (J+r et(Re h) (Zo+u(s))u'(s)ds>xeit(1m h)(z,)
E -r

[72]

2 0 ‘
eth(zo) J+r e-3|zols t(1+w(s))

u'(s)ds , ol W est une fonction réelle, W(0) =0 .
-r

A cette intégrale, on peut appliquer le Corollaire de I, et 1'on obtient :

. I
- th(z,) -i 1/2
i eth(z)dz noe " e IB‘( L >. lorsque t » + «.
E t‘zo‘ '

Considérons enfin les valeurs de h sur les contours OCD et EFw :

+ Avec u = peiw, on a Re h(z) = Re h(zo) - 3p2(Re 2 e3iw) (140(p)), et

2i n 0 i - cx B -
Re z_ e ® 50 pour ¢ € [~ 16 > gl 3 Si o, > 0 est choisi assez petit, CD et EF

étant des arcs du cercle |z-z » on a donc Re h(z) < Re h(zo) sur ces arcs,

ol = 0
et les intégrales i eth(2)g; ot i eth(z)y, correspondantes sont & décroissance
F

D
t Re hfz)
-y lorsque t » + =,

| _
i
+ Sur les arcs 0C et F», u = e Ps P < 7 0y et p > Po respectivement. Comme

rapide par rapport a e

Re h(z) = - cos (%?) (3p2|20|+p3), les valeurs de Re h(z) sur ces arcs sont stric-

tement inférieures a Re h(zo), et lTes intégrales correspondantes négligeables.

th(z,) _i'f% T
o) 7138 ¢

4 1/2
En résumé, I(t) ~ e’ i ) Torsque t + + «.
t]z, |

1 itz3
Exemple 2 : Soit I(t) = J e dz .
0
L'origine est le seul point critique de h(z) = 123. Les courbes Im h(z) = cte,
i g +1 -g +51 -g

passant par 0, sont les rayons R, .e s H§+.e » R . Aucune d'elles

.e
+
ne passe par 1. Cependant les courbes Im h(z) = cte passant par 1 sont données par

a3 - 3a32 =1, avec z =4 + ig ; la branche r' de cette cubique passant par (1,0)
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est représentée sur la figure :

-~

* Nous sommes conduits & remplacer le chemin de départ par le chemin 0A=B, i.e.
S i
le chemin partant de 0 Te Tong du rayon R,.e B.et revenant @ 1 le Tong de r'.

3

tz est 3 décroissance rapide (pour t > 0 fixé)

: i 3 i
- Ce remplacement est Ticite, car e
en |z| lorsque z tend vers 1'infini,arg z &tant voisin de %~. Donc :
3

. I
too L, 3. 1 5
I(t) = J elts™i o' B 4o J et 4z .
' 0 r

L'arc de la deuxiéme intégrale est décrit par z = (1+is)1/3, d'ol

oo
e1t ts
0

. 1T
1 P
I(t) = r(4/3)e 35V3-%J "2/3 g5 .

(1+is)
La derniére intégrale est évaluée par la méthode de Laplace, ou mieux encore, en

~-2{3

développant (1+is) en série au voisinage de s = 0, on obtient ainsi :

L3 H
) ; 1 . ©
I(t) v r(4/3)e Ot V3 o1 o1ty g3y (i)™
£(-1/3) nZo

(1e signe " indique 1'équivalence asymptotique).



= B3 =

CHAPITRE II - GENERALITES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

Dans ce chapitre, on introduit une mesure de 1'irrégularité d'un systéme dif-
férentiel en un point singulier. Cette mesure est fondée sur la comparaison entre
1'action de 1'opérateur sur les séries formelles et son action sur les séries con-
vergentes. I1 se trouve que le clivage points singuliers réguliers / points singu-
liers irréguliers correspond également a des types de singularités différents des
solutions du systéme (singularités modérées / singularités exponentielles). Cet
aspect sera largement développé aux chapitres III, IV et V, ou 1'on donnera en outre
des procédés de calcul effectif de 1'allure des solutions.

I - Rappel : Etude au voisinage d'un point régulier

Nous supposons connu le théoréme suivant.

P 5 5 _d .
Théoréme :  Soit Q un ouvert simplement connexe de C, et D = i A(x) un opérateur

différentiel (on A est une matrice carrée m x m d coefficients holomorphes dans Q).

m . _ _ . .
Pour tout Yb €l et < € Q, le systéme {DY = 0, Y(xo) = Yb,possede une unique

solution dans Q, qui est holomorphe.

Remarque : L'exemple @ = {x, 0 < |x| <1} et D = é% --% (m=1) montre qu'il est essen-

tiel, pour obtenir une solution dans tout @, de supposer @ simplement connexe.

En particulier (cf. IV), nous avons :
| m ' -1

, , _d ‘
Soit @ un ouvert simplement connexe de €, et D = EZE + am_l(x) E;ETT oo+ ag(x)

un opérateur différentiel & coefficients holomorphes dans Q. Pour tout X, € 9 et

m s
Y0 =l(y0, run B ym-l)ve € , le systéme

y(m-1)

{Dy=0, y(x)) =ygs v » (%) = Yot

posséde une unique solution dans @, qui est holomorphe.
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IT - Mesure de 1'irrégularité d'une équation différentieﬁ]e

m
Soit D = am(x)%—]ﬁ + ...+ ao(x) un opérateur différentiel (scalaire) & coeffi-
X ; ,
cients holomorphes au voisinage de x = 0.

Nous notons o 1'espace des germes de fonctions holomorphes en 0, 3 1'espace des
séries formelles en x.

Nous faisons opérer D dans g et dans § (dans ce derﬁier cas, la multiplication
par ai(x) signifie la multiplication par la série de ai(k) en x = 0).‘

Enfin, si b(x) = x¥(b +by x+ ...) avec by + 0, on dit que k est la valuation de

b, notée v(b). Le poids d'un terme aj(x) 9~3 est, par définition, Jj- v(aj). (dans
dx |

cette notion, les puissances de x "équilibrent” 1'effet des dérivations).

1 - Action de D dans o et §. Nous avons les deux pk¢positions suivantes :

o
-
o
o
o
(7]
—le
ot
pars
(@]
3
[a=y
™
[+)]
o
©
e
de
()
Q
‘-'-
-to
o
=]
o
[«»r}]
¥
(<>}
[£)]
(7]
(a d
Qn
-
>
o
pury
(2]
(2]
-
(6]
wn
o
S
ande
p
Q.
ury
O
[¢>]
0]
(72}
d
M
[{a}
[3
—
o]

sup (p-V(ap))-
O<pgm -

Qn

Proposition_2 : L'application D : ¢ ~ ¢ est & indice, et/ son indice est égal

m-v(a).

Preuve : Nous ne montrons que 1a Proposition 1, 1a Proposition 2 étant un peu déli-
cate, du fait de la convergence.

Rappelons qu'une application linéaire f est dite a jindice si ker f est de di-
mension finie, et Im f de codimension finie ; son indice est alors défini comme
dim ker f - codim Im f.

Soit 2 = sup(p-v(a_ )) et J = {p, p-v(a,) = 2} . Eninotant a _(x) = ) ad xJ
# H P jxv(a,) P
on a, pour k assez grand : P
5 " - v(a )
DxK = ¥ a (x) k(k-1) ... (k-p+D)xKP = xXK% (7 K(k-1)...(k-p+l)a_ P') + termes
p=o P ped | P
.kl

enx. ,kt>k-2+1.
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k

IT est clair que si k = ko; le coefficient Cy de xk'z dans Dx" est non nul.

Siy= E ijJ est une série formelle, on obtiendra donc une solution
J2K -4 : '
(o

- -~

X = x.xJ de DX = y en déterminant successivement les X; : ¢, X, =¥ 3
ik 9 I 7 Tkg Tk Tkgme
70

()

Cko+1 xk0+1 = yko+1'“ + termes connus, etc ... . Une telle solution est unique. En

d'autres termes, si 1'on pose m* = €8s v(¥) 2k}, D‘ K mK 5 mK% est une bi-
m

jection pour k > k0 . D'autre part, 8/  est un espace vectoriel de dimension k, et
m

on voit aisément que :

indice (D : m"

indice (D :  » ) >mh) + indice (D 8/ > 8 ) =

m

1}

0+ dim (8/ ,) - dim (3/ ,_ ) = & .
mk mk 2
2 - Définition de 1'irrégularité.

La preuve de la Proposition 1 montre en particulier que D : 8/¢ » 8/o est sur-
jective (puisque toute série formelle est obtenue dans 1'image, & un polyndme prés).
Enfin D : 8/0 - 8/0 est 4 indice, et son indice est : indice(D : & - 8) - indice

(D : 6 ~0). D'ol 1a Définition.

Définition : On appelle irrégularité de D en x = 0 le nombre

i(D) = indice (D : 8/0 » 8/0) = dim ker(D : 8/0 ~ 8/8) = sup (p—v(ap)) - (m-v(am)) .
Ogpsm

On voit que i(D) > 0, ét i(D) représente la dimension de 1'espaceides séries formelles
non-convergentes dont 1'image par D est convergente.

Si i(D) > 0 (ce qui implique am(O) = 0), on dit qué 0 est un point singulier

irrégulier.
Exemple : D = x2 é%»- 1 . Alors i(D) = 1, et 1a série formelle (non-convergente)
X = z n!xn+1 est une base de ker (D : /6 -~ 8/0), car DX = - X.

n:=0
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3 - Irrégularité et comportement des solutions

Soit K 1'espace des germes de fonctions méromorphes en 0, et S 1'espace des ger-
mes de fonctions a singularité essentielle.

De méme qu'au §.1 on a comparé 1'action de D dans g et %, nous avons ici :

Proposition_3 : a) L'application D : K » K est & indice et son indice est - i(D) .

b) L'application D : S ~ S est d'indice nul

c) D : S/K »~S/K est surjective et dim ker (D : S/K »S/K) = (D).

2 d 1/

Exemple : D = X wTl,iD) =1, ety=e X est une base du noyau dans S/K.

IIT - Extension aux systémes du ler ordre.

Le cas des systémes est beaucoup plus dé&licat comme nous le montrons par quel-
ques remarques simples.

-

1 - Passage d'une équation & un systéme.

m
Soit D = am(x)-g—ﬁ + ... + a,(x) un opérateur différentiel.
dy 4" Yo |
En posant y, =y , y; = T e s Vg =2y s et Y =| 1 ), on peut écrire
dx ' ’
' Ym-1

1'équation Dy = f sous la forme équivalente d'un systéme du ler ordre (m x m)

{ §=a00Y +Fx)

01...0
01 : 9
ol A(x) = T s F(x) = ﬁ
- 2 Q

: £(x)
|
a am_l ‘V
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. Cette méthode standard est cependant facheuse si 1'on travaille prés d'un point

singulier.
. 2d° . d . 2.2
Soit par exemple D = x =5 + X o ¥ (x“=2") (équation de Bessel d'indice 1) :
dx

La méthode précédente conduit a

2., 0 x2~
[ xYt=\,2 2 _, Y.

. _ _ . dy . .
Si par contre‘on pose z, =Y » Z; = X gy » on est conduit au systéme

0 1>
{xZ' = Z
x2-x2 0
.

« Plus généralement, si D = am(x)-——ﬁ + ...+ ao(x) a en 0 un point singulier
v dx ]
régulier, i1 existe k € Z tel que ka‘= bm(x) (x-é%)m U bo(x), bi holomorphes
v(a,)
et b, # 0. En effet, am(x) =x M bm(x) : sil'onprend k =m - v(am), le ler.

k

terme de x'D est de poids 0, et les autres de poids négatifs ou nuls ; en écrivant

. P d,2'
les termes xl-g——,cqmme des combinaisons linéaires des (x Hi)

2 (&' < %), on obtient
dx :

les bi‘(i <m).

Si alors nous posons z =y , z; = (x.é%)y, con s Zp iy = (X é%)m'l ¥, nous

obtenons le systéme {xZ' = BZ, équivalent & ka, ou

0 1. 0

ou B = _6 est holomorphe prés de x = 0 .
1
bo - bm-1

b . b //
Dans 1'exemple de 1'équation de Bessel, le rapport entre la lere réduction a un
systéme (inconnues Y) et la seconde (inconnues Z) s'exprime par la formule

7= (1 0}y,
0 x



“ 98 =

Le fait que plusieurs systémes différentiels équiva]ent# puissent présenter des
singularités en apparence différentes est & 1'origine de la brocédure développée au

§.2.
2 - Mesure de 1'irrégularité d'un systéme.

Elle se fonde sur la proposition suivante, qui présentq une réduction inverse de
celle expliquée au §.1 dans le cas d'un point singulier régd]ier.

Proposition_1 : Soit le systéme D = X é% - M, ou M est une matrice m x m a coefficients

méromorphes.

IT existe A € G2(m,K) telle que, si 1'on pose Y = AZ, on a A~ loy = Bz , ol

01 0...0 .
B = d N, N = . 2 1, et ]es_Ai sont méromorphes .

\\\Ao R |

Remarque 1 : La notation A € Ge(m,K) signifie que A est une matrice carrée inversible
dans K(i.e. 3B, AB = BA = id) et non pas une matrice inversible en x = 0. Par exemple,

- ((1) 2) € Ge(2,K).

Remarque 2 : Le systéme U est &quivalent & 1'opérateur scalaire

b= (k)™= ()™ - -, diapres Te §.1 .

La proposition 1 et la remarque 2 suggérent la définition suivante, qui sera
justifiée par la proposition 2.

i(D)) le nombre i(D) = i(xkA) = sup (-v(r.)) (k€ N gtant choisi de fagon que
ospsm-1 P

Définition : Soit D comme dans la proposition 1. On appelle irrégularité de D (notée

xkA soit & coefficients holomorphes).

Eh apparence, (D) dépend de 1a matrice A qui opére la réduction de D a B. Mais
nous avons la : - '
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de (K)™ dans (K)™ et de K™ dans K™. L'application D : (K/K)™ > (R/K)™ est & indice,
est surjective, et son noyau est de dimension i(D).

Enfin la proposition suivante donne une réalisation fort commode des systémes a
point singulier régulier.

sertions suivantes sont équivalentes :

i) i(D) =0 .
ii) I1 existe A € Ge(m,K), telle que b= A'1 DA = x-é% - N, ou N est holomorphe.

Preuve : « i) = ii), car si 1'on prend A donné par la proposition 1, i(D) = 0 implique
que Tes a; sont holomorphes.

+ Pour 1'imp1ication inverse, on.prouve directement que ker(D : E/K * R/K) =0
cela sera fait au chapitre III.

3 - Irrégularité a 1'infini.

De facon traditionnelle et commode (voir chapitres IV, V), on aime @ dire que
1"infini (~) est un point singulier régulier ou irrégulier. Cela signifie simplement
que, pour 1'équation transformée par le changement de variable x =-% , le point z = 0
est un point singulier régulier ou irrégulier.

~

Soit par exemple le systéme D = xk é% - M(x), ou M est holomorphe & 1'infini
(i.e. M est holomorphe de z =-% prés de 0 : M(x) = '} MZ (1/x)£). Posant z = 1/x, on

220
obtient B = -z K2 L - M(1/2). i <k#2 < 1, i.e. k3 1, i(H) = 0, et 1'infini est

un point singulier régulier pour D.

Aux chapitres IV, ¥V, nous étudierons, au voisinage de 1'infini, les systémes

D

x'q-é% - M(x) avec q > 0. Cette classe de systémes contient ceux pour lesquels

1'infini est un point singulier irrégulier, mais aussi certains systémes d'irrégula-i:
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rité zéro qu'on a simplement "mal écrit". Cette difficulté réapparaitra donc, & 1'oc-
cation de 1'étude des "points de transition" (chapitre V).

Remarquons enfin que la théorie développée dans ce paragraphe ne fournit pas un
moyen effectif de mesurer 1'irrégularité d'un systéme, ni méme de voir si elle est

nulle.
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CHAPTTRE III - SYSTEMES A POINTS SINGULIERS REGULIERS.

Soit D = x-é% - A(x) un systéme Tinéaire, ol A est une matrice m x m & coeffi-

cients méromorphes en x = 0.

Nous faisons, dans ce chapitre, une &tude locale de D prés de x = 0, dans le
cas i(D) = 0 (point singulier régulier). | o

D'aprés le chapitre II, on peut alors supposer que A est & coefficients holomor-
phes en x = 0 (quitte & faire un changement méromorphe inversible d'inconnues).

Dans la paktie I, nous donnons une démonstration élémentaire du fait fondamental :
Toute solution formelle Y de DY = 0 est convergente, et donc est une vraie solution de

DY = 0.

"Ensuite (partie II), nous utilisons ce résultat pour réduire D (par un changement
inversible d'inconnues) & une forme simple, permettant le calcul explicite des solu-
tions. o - |

Les calculs de la partie II sont purement formels, et pérméttent,,dans la partie
III, 1'&tude du cas ol x est réel, et A € C”. ’

I - Solutions formelles et vraies solutions : le fait fondamental.

Théoréme 1 : Soit D = &lé%-q A(x), ou A est une matrice m X m a coefficients holo-

morphes pour |x| < xo,'gz_soit Y= ) a £ une solution formelle de DY = 0. Alors Y
: . p2o '

est holomorphe pour |x| <z .

Preuve : I1 suffit de montrer que Y ést holomorphe dans un voisinage de 0, car en
dehors de x = 0, Te théoréme I du chapitre II permet de prolonger Y au disque |x]<x0.

« I1 suffit de montrer que, pour un M >0 ,

(I.1) |ap[ < Ll » p>0 (|ap| est la norme de ap) .
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En effet, 1a série ) a xP est normalement convergente dans tout disque
p>0

IXI £ Xl EY X]. < 1/M.

- La matrice A s'écrit comme une série convergente dans |x]| < Xgs A(x) = ) A x* .
f 220
En particulier, il existe ¢ > 0 tel que Al < ¢le 50 (|A, ] est Ta norme de

1'application linéaire définie par Az)‘

Dire que DY = 0 formellement, c'est dire que si 1'or développe DY en série
(en x), tous les coefficients trouvés sont nuls. On a donc les relations :

AoaO =0

(1.2) E |
{('A)a= A a sp>/l.
S

A

Pour p assez grand (p z.po), p - A0 = p(id - 7?) est inversible, et

l(p-Ao)-ll < cte = o. Ceci permet d'obtenir une estimation des a par récurrence a

P
partir des formules (I.2).

. Subposons que M > 0 soit tel que, pour unr > Po et pour p < r, la | < Mp+1 .

‘ r+l r+l1 | r+l1
1 gr+2-2 _ | r+3 Cy2+1
Alors |a_.4] < o Al la,q1_,] s o M =ja M ( w)
r+l 221 | 2 | r+l zl 221 zzl N
r+l
. + Cya+l C\2 1
Si de plus ﬁ <1, Z ( ﬁ-)l 1 < Z (M) = (M) - s et
2=1 = l-M
| < m2 s at® 1,
r+1 < 1-—C 'M' <
M

z
On choisit donc M > 0 tel que M > C , %%% é <1, eﬁAJap[ & P+l pour p £ p, »

et on obtient (I.1). m

IT - Simplifications du systéme et solutions explicites.

1 - Le cas standard
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Théoréme 2 : Soit D = x % - Alx), ou A est holomorphe en x = 0. Supposons que A(0)

ne posséde pas de couple de valeurs propres dont la différence est un entier non—nul.

Il existe alors une matrice P(x) holomorphe, P(0) = id, telle que le changement d'in-
connues Y = PZ transforme D en Y=g % ~ A(0). ‘

Remarque : La matrice A(O) peut trés bien posséder des valeurs propres multiples.

Preuve :

a) Calcul formel.

1

Avec Y = PZ, an a DY = xP'Z + xPZ' - APZ, etfi=xadi+xP' pr -P"lAP=xa§-B ,

ol A,YP et B sont Tiés par la relation

(II.1) xPr = AP - PB .
Nous posons formellement P(x) = } P x° , B(x) = } By 1K » et nous notons
$30 k>0

A(x) = 7§ Az x* . L'équation (II.1) est satisfaite formellement par P et B si
220

n
o

Ay Po = Po By
(I11.2)

(S"AO)PS - PS B = izl (Ai PS'i --PS'i Bi) s S Z 1 .
Le probléme consiste maintenant a choisir 1és Bk les plus simples possib]es>de facon
3 pouvoir résoudre le systéme (II.2) avec P0 inversible. C'est une question purement

algébrique, dont la solution repose sur le Temme suivant.

e Lemme : Sotent U; V deux matrices de tailles mxm, nxn respectivement. Le systéme

UX - XV = W admet une solution unique X (de taille mxn) pour toute mxn-matrice W st

et seulement §1U et V n'ont pag de valeurs propres commnes. ®

Admettons ce lemme pour 1'instant. Par hypothése, s - AO et AO n'ont pas de

valeurs propres communes pour s > 1 ; nous prenons A0 = Bo , P_=1d, Bk = 0 pour

0
k > 1, et utilisons le Temme pour déterminer successivement les PS (s = 1) par les

équations (II.2).
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b) Convergence

La solution formelle PS x> de (II.1) obtenue au point a) est convergente,
$20

d'aprés le §.I, puisque (II.1) est un systéme Tinéaire a point singulier régulier.
Cela achéve la preuve du théoréme.

¢) Preuve du lemme

- Soit A une valeur propre commune & U et V ; X est aussi valeur propre de tV, et
soient a et b des vecteurs propres correspondants : Ua = Aa , tVb = Ab. La matrice
X = atb est alors solution de UX - XV = 0.

- Inversement, soit A une valeur propre de V et b un vecteur propre généralisé de
V pour la valeur propre » : 3p€N ,p>1, (V—A)p b =0. Si X satisfait UX - XV =0
on a aussi (U-A)kX = X(V_-A)k (k € N), et donc (U-A)pr X(V-A)pb = 0. Comme A n'est
pas valeur propre de U, Xb = 0. Les vecteurs propres généralisés de V formant une base
de ¢", on en déduit X = 0.

« L'endomorphisme X » UX - XY est injectif, donc bijectif, ce qui achéve la preuve
du lemme.

2 - Réduction du cas général au cas standard.

Théoréme 3 : Soit D = x % - A(x), ou A est holomorphe énx = 0. Il existe une ma-

trice holomorphe S(x), inversible dans l'espace des matrices a coefficients méromor—
phes; telle que le changement d'inconrues Y = SZ réduise D a D= Ed%_ - B(x), ou B

satisfait a4 1'hypothése du théoréme 2.

Preuve : Elle repose sur 1'artifice (formel) suivant, appelé "shearing". Supposons
que A(O) posséde deux valeurs propres A et A+k (k € N, k > 0) ; quitte'a faire un
changement d'inconnues Y = TZ (T constante), on peut supposer que A(0) se présente
sous la forme canonique de Jordan, les deux derniers blocs a droite étant relatifs
aux valeurs propres A et A+k respectivement :

A(0) =

A
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Posons alors Y = %(x)Z, ol

ud, 0
Z(x) = ' , la multiplicité de x comme
o x i /
/

valeur propre de Z(x) étant &gale & celle de A+k comme valeur propre de A(0). Le

~

nouveau systéme obtenu est D = X é% - C(x), ol

C=x7tar - xxTle = AQ0) + xxIAE 4 0(x) - xeTlet L or

. (o
Xz “x' = , et

N

o (o)
XZ Alz = Al

+ 0(x)

i
%
?_‘

Donc C(0) a les mémes valeurs propres que A(0), & ceci prés que A+k est remplacée
par A+k-1 (avec la méme multiplicité).

- $'il y a lieu, on peut recommencer avec C(x) ce qu'on vient de faire avec A(x)
(noter que C(o) n'est pas sous la forme de Jordan), et ainsi de suite. La matrice S
de 1'énoncé du théoréme est donc un produit de matrices telles que I et de matrices
inversibles constantes ; elle est inversible au sens des matrices méromorphes. =

' . aq,-1
Remarque : Si les valeurs propres de A(o) sont notées A s xl+ki ITE Al+k1'1 "
an=-1 a -1 .
| 2 1 P ] J
Ay sy kg ,.q,,%p, Ap + kp s sew 3 lp + kp » ol les k;y et les a; sont des

entiers positifs, aq + ... + oy =M, et A; - Aj £ Z(1cs i,J < p) » les valeurs

propres de B(0) sont les Ay (1< i< p), avec les multiplicités ST

3 - Forme des solutions.



- 36 -

a) Cas d'un systéme.

Les théorémes 2 et 3 permettent de réduire D = x-é% - A(x) a Y= x-ﬁ% - B(0)
par un changement Y = SZ.

Un systéme de solutions indépendantes de DZ = 0 est fourni par les colonnes de
B(0) _ ¢B(0)
avec des valeurs propres distinctes A de multiplicités o (1< i< p), onvoit que
}\ |
X 1 0
LA
0 - x P

coefficients sont des polyndmes en 1og x de degrés au plus 4y - Ly wue s up -1.

la matrice x log X, Si 1'on suppose B(0) mise sous la forme de Jordan,

eB(O)]Og X = N(x) , o0 N(x) est formée de blocs triangulaires dont les

b) Cas d'une équation.

Bien que, d'aprés le chapitre II, ce cas se réduise h celui d'un systéme, i1 est
bien commode, dans 1a pratique, de pouvoir calculer directkment des solutions, sans
passer par la réduction du théoréme 2 et le calcul de P.

Nous indiquons rapidement 1a fagon de procéder et traitons des exemples.

i) Soit un opérateur scalaire D que nous supposons déja écrit sous la forme (cf.

. d\m d m-1 \
chapitre II,III.1) D = bm(x) (x HY) + bm-l(x) (x Hi) PN bo(x) » ol les bj(x)
sont holomorphes, bm # 0. :

Une "approximation” de D en 0 est 1'opérateur & coefificients figés

D= bm(O) (x-é%)m o . bO(O). Si 2 est une racine de 1'é@quation

bm(O_)Am + oee. + bo(O) = 0 (qu'on appelle "équation indicielle" de D),'xA est solution

de Dx* = 0. I est raisonnable d'espérer qu'a cette solution correspond une solution
dans le noyau de D de Ta forme xAx(série entiére en x).

Bien entendu, 1'équation indicielle de D n'est autre que le polyndme caractéris-
tique de A(0) (le systéme auquel D se réduit étant noté x'é% - A(x)).

On devra distinguer deux cas :
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. Les racines de 1'équation indicielle sont simples : pour chaque racine A il

existe alors effectivement une solution de 1a forme y = xk ) a, x" (d'aprés le
nzo

théoréme 1). On détermine les a; en écrivant que Dy = 0 formellement ; a, est arbi-
¢ a .
traire, et 1es-5g-(j > 1) sont alors déterminés successivement.

0

« I1 existe un couple de racines dont la différence est un entier (éventuellement
nul). Les solutions de 1'équation sont alors susceptibles de contenir des polynomes
en log x. On peut alors soit réduire D & un systéme (pour y voir clair), soit écrire
une forme a priori convenable de la solution (avec des coefficients indéterminés),
soit encore, si 1'équation est d'ordre 2, faire "varier la constante".

ii) L'exemple de 1'équation de Bessel.

2

C'est 1'équation Dy = xz-i—%.+ xﬂg% + (x2 -vz)y =0 , v €¢C.
X

En écrivant D = (x ﬁ%)z + (x2 - vz), on obtient 1'&quation 1ndiciel1e,k2 - vz =0

soit A =z v.

« Si 2v € Z, 1'équation posséde un systéme de deux solutions indépendantes de la
%

forme %° (1 + 0(x)).

« Si v =20, le théoréme 1 montre qu'il existe une solution série entiére, et une

autre contenant un log x. Cherchons la premiere : en posant y = kz .bk xk , i1 vient
=0
x2y" + Xy' + xzy = byx + (22b2 + bo)x2 + (33b3 + bl)x3 b s
' 2 2 2, 2p+1
+ ((20) by + bzp_z)x P+ ((2p+1) bope1 + Dp-1)% P s .. s

- ' i S (2 2
d'ou les relations by =0, ..., (2p) b2p + b2p-2 =0, (2p+l) b2p+1 + b2p-1 =0, etc.

On a donc b1 = ena = b2p+1 = ...=0, et
p Do
by, = (-1)7 ——— , d'ol
°p 2°P(p!)

k x2k

y=by ¥ ii%l""”Z' :

k30 2°%(k!)
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«Sivs= %-, p entier non-nul, les solutions s'exprimenF a 1'aide des fonctions
élémentaires, et ne contiennent pas de log x (ce qui est un peu miraculeux). Voyons
le cas v = %—:

- 2 ] 1 2 2 | 1
y = xk( ) a, x") , x A(x y' o+ xy' + (x --%)y) a(x" - %) +ag(2x + 1)x +

nzo

+ ) x" (an_2 + n(2x + n)an) + ... ; d'od AZ =~% (on retrouve de toutes fagons 1'é-

nx2
quation indicielle), a1(2A+1) =0, n(2x+n)an ta, 5 = 0 (n > 2).

T - - - - 2 = (-1\P 0
+ Si T'on prend X = 1/2, on trouve ap = ... = a2p+l = ... =0, et a2p = (-1) T2p+1)T
d'odl y = a_ Y2 gin x.

+ Si 1'on prend A = - 1/2, a; est arbitraire (c'est 1a le fait exceptionnel), et

a a
1 e -1/2, .
8p ~ (-1)P (ZE%T > A9n4] T (-1)P TZpFyT > 4oy = x / (a, cos x + a; sin x). On

trouve donc en fait la solution générale de 1'équation.

- Dans le cas v = 1/2, utilisons les développement asymptotiques du chapitre I,

. 1 2
II.4. pour calculer H1/2 et H1/2 .

Nous avons, si y = x—l/z(

. (=172 _ o ay,
y(ies) =-Ll%§l (a (e &y g2 +-7% (e7%% - e®%)).

a, Cos x +a; sinx), e = ¢ 1,

La fonction y(ies) ne sera a décroissance rapide lorsque si> + = que si ia, = eay
Pour ¢ = + 1, on obtient alors
. I
Ll S 3 2 12 2
Ly L - -s € o =8 © : = -i1/ 2
y(is) = a, e s GRSl Tt e ~ lorsque s +:+ » soit aj = -il|/3

' i “1/2 i 5 s 12 2 a1y2 -
et Hi/z(x) = =i \/—gx 1/2 e'lx . De méme, pour ¢ = -1, il vient Hl/z(x) - 1\/;;)( 1/2e ix

IIT - Cas d'un systéme a coefficients gf.

Supposons maintenant que D = x-é% - A(x), ot A est une matrice c” de x(x réel
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voisin de 0).

Nous disons q'une fonction C* f(x), définie au voisinage de 0, est plate en 0
si, vk »0, £k (0) = 0.

L'étude d'un systéme, dans le cas holomorphe, comprend les deux volets : "solu-
tions formelles" et “"convergence” ; dans le cas C*, il n'est pas question de conver-
gence, et le volet "convergence" est remplacé par une étude de 1'action de D dans
les fonctions plates.

Le 1ien entre les séries formelles et les fonctions C* est celui de développement
asymptotique (lorsque x - 0).

Definition : Soit ) a xP une série formelle, et f une fonction C*. On dit que f est
p>0

asymptotique & } a xP lorsque x + 0 si
p>0 P

m
vm=>=0, Tlim y [f(x) - ) a xp] =0.
x>0 ps0 P

On note ce fait

fx)~ J a_xP, x»0
pso P

On s'étendra davantage sur cette notion au chapitre IV. Notons seulement pour
1'instant que, étant donnée une série formelle, il existe toujours une fonction c”

(déterminée a une fonction plate prés) qui Tui est asymptotique. On peut alors énon-
cer 1'analogue du théoréme 1 du §.1I. '

Théoréme 4 : Soit D = x %—- A(z) ; o A est une matrice mxm 4 coefficients ¢” pour

P . ° X
-z, <% <X, (x réel), et soit F une fonction C .

5'i1l existe une solution formelle Y de DY = F, alors il existe une solution "y

de DY = F, avec Y~ Y, et un tel Y est unique.

Preuve :.I1 suffit de montrer que D est résoluble dans les fonctions plates. En effet,



w df) =

soit V une fonction C, Yooy ; on cherche Z telle que D(V+Z = F, soit DZ = F - DY.
Comme Y est solution forme]le de DY = F, la fonction F - DY est plate. Si Z, plate,
est solution de DZ = F - DY, Y + Z est la solution cherchée.

- Les preuves des théorémes 1 et 2 montrent qu'il ex1ste une série formelle

= i PS x> telle que le changement (formel) d' inconnues Y = PZ transforme D en
$20

o>

o>

= x-é% - N, oli N est une matrice constante.

Si P est une matrice C*, avec P ~ ﬁ, le changement Y =PZ transforme donc D

N ©
enD = x é% -N+Q, ou Q est C plate. L'équation DY = F devient DZ P 1F.

+ On peut alors traiter séparément 1'équation pour x > 0 et pour x < 0. Supposons
|
par exemple x > 0 : on pose Z = x'V, d'od Bx'V = MW+ x W -y + oy = Pl

soit

dv -Np-1

X 9% - X Qx V = X F .

Mais maintenant x'NQxN est plate, ainsi que Te second membre xNp71F . 1a division
par X nous raméne au cas d'un point régulier, od 1' existence et 1 unicité sont clas-

sique.

De méme que les simplifications présentées dans les théorémes 2 et 3 se dédui-
sent d'un calcul formel par 1'application du théoréme 1, le théoréme 5 se déduit des
mémes calculs formels par 1'application du théoréme 4.

Théoréme 5 : Soit D = x ZZC.ZE - A(x), A € ¢, Il existe une matrice ¢” P telle que le

changement Y = PZ réduise D a4 D=z —ng— - N, ou N est z/mq‘ matrice constante.

~ Preuve : Comme on 1'a remarqué dans la preuve du théoréme 4,a), il existe un tel
changement formel, c'est-a-dire une solution formelle de 1'équation xP' = AP - PN.
D'aprés le théoréme 4, i1 existe donc aussi une solution C~ P de cette équation.

On déduit du théoréme 5 la forme des solutions, comme on 1'a fait en II.3.
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- CHAPITRE IV - SYSTEMES A POINTS SINGULIERS IRREGULIERS : SOLUTIONS FORMELLES ET
VRATES SOLUTIONS.

L'étude des systémes dans le cas i(D) > 0 (point singulier irrégulier) suit le
méme plan qu'au chapitre III : on &tudie tout d'abord le lien entre les solutions
formelles et les vraies solutions ; on applique ensuite Tes résultats pour obtenir
une simplification du systéme, permettant 1'écriture explicite des solutions.

Mais, alors que dans le cas i(D) = 0, toute solution formelle est une vraie so-

Tution, i1 en va tout autrement ici : & toute solution formelle correspond, dans tout
secteur d'angle assez petit, une vraie solution qui Tui est asymptotique dans ce sec-
teur. Tout le chapitre IV est consacré a la démonstration de ce fait fondamental. Les

applications sont reportées au chapitre V.

I - Développements asymptotiques dans des secteurs.

Leur introduction résulte de 1a constatation suivante : les solutions formelles

d'un systéme & point singulier irrégulier ne sont pas, en général, convergentes (cf.
chapitre II). '

Nous posons quelques définitions.

S={z€¢C, z#0, 6, <arg z < eé}, ol 84 et 2 sont des réels donnés, et arg z est
est 1'argument de z.

Définition : Soit ) a x" une série formelle, et soit f une fonction définie dans

---------- nso "

.un secteur S. On dit que f est asymptotique & J a, x" dans S si
: ' nzo

-m 1 n
vmz0, Tim x 7 [f(x) - )} a x1=0.

X0 n:o
XE€S ‘

On note fa a_ x" » X€S, x=-»0.
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1 - Propriétés algébriques des développements asymptotiques. Nous rappelons
rapidement quelques fait bien connus.

a) Unicité : une fonction f posséde au plus un développement asymptotique (pour
xe S, x >~0) ; en fait '

m-1
limx™" [f(x) - ] a x"1=a .
X-0 n=zo0

X €S

b) Lingarité : Si h(x) = of(x) + Bg(x) (a,.B :constantes), 2t si

n » n
aa X » g~ ) box , alors

n
h ~ (Ob.an + an)x .

)
nso

c) Multiplication : Si f ~ ) a x" et g o y b x" (dans S), alors fg est asympto-
n=o n ns0 n

tique dans S a la série obtenue en multipliant formellement les séries de f et g et
en ordonnant les termes.

d) Composition : S1 f  § a, X pour x € S et
n>,l '
gn ¥ bn u" pour u €S' , et

n>o

si f(x) € S pourﬁx € S, alors g(f(x)) est asymptotique, dans S, a la série obtenue
en substituant formellement la série de f & u (dans la serie de g), et en ordonnant
les termes.

e) Inversion : Si f o Y 3y, x" dans S et a, # 0, alors %(x) existe dans S pour
nxo '

x| < %, et-%(x) ) bnxn,. Les coefficients b peuvent &tre successivement déter-
nzo

minés en écrivant que le produit formel ( } a, xn) () bn xn) est 1.
no n=o
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2 - Propriétés analytiques des développements asymptotiques.

Dorénavant, toutes les -fonctions f considérées dans un secteur S seront suppo-
sées holomorphes dans S.

IT importe d'abord de comprendre pourquoi 1'on considére des secteurs du plan.

____________ 0’ et si

n n .
fo ] a, x Torsque x > 0 dans cette couronne, alors Y a_Xx est une série con-

n>o n=o0 i

vergente de somme f.

Preuve : Comme f(x) > a, lorsque x > 0, f est, en fait, holomorphe pour Ix| < Xy -
Elle est, bien entendu, asymptotique & son développement en série, qui ne peut donc
étre que ) a, x" , par unicita.

n>o

______________________ " x" dans S, alors
‘ nz0

Ix ( ) z xﬂ+1 s 0
f(t)dt ~ a s XE s X0,
o B n n+l

c) Proposition_3 (dérivation) : Si f Y a, x" dans S, et si S est d'angle positif
n>o v

(i.e. défini par 0 <arg z < 8, 5 By < 92) , alors f' (x) N Y nanxn'1 dans tout sous-

nx1
secteur
* ‘ * * * %k
S = {Z’ 61 <arg Z < 62} Y 91 < 91 9 92 < 62 .
' 4 n m |
Preuye : Pour tout m, définissons Em(x) par f(x) = } a, X' + X Em(x) (avec Em(x) +0
n=0

lorsque x ~ 0 , x € S).
Nous avons alors
3 _ 0 n-1 xm-l m .,
f'(x) = nzl na  x T +m E (X) + x7 Ep(x) .

Soit maintenant o > 0 tel que le disque de centre x et de rayon |x|a soit dans S pour



= A =

X € s*, et soit M(x) Te maximum de ]Em(z)l pour z sur le bord de ce disque. Par la
formule de Cauchy on a |Eh(x)| < Méﬁ% , d'ol

m

1 "1 '1v M e | '1
N R LT CIRE S R

ce qui achéve la preuve.

d) Proposition 4 (existence) : Soit S un secteur et ) a, x" une série formelle. I
n>o

existe une fonction f(x), holomorphe dans S pour |x| < X, » telle que
n>o
Preuve : On peut toujours supposer (quitte a faire tourner x) que

S={z,- 6 <argz < 6} . Nous posons ar(x) =1 - exp(- g%} , ol br >0etB,0<8B8<1
sont & choisir. .
Le nombre g est pris tel que, pour x € S, Re xB >0 (i.e. 8O <-g) : on a alors

b
lar(x)l < rB , en vertu de 1'inégalité facile |1 - e%| < z pour Re z < 0.
] |
La série } a, an(x)xn a son terme général majoré en module par Ianlbr x|~ 8
n>o '

(pour x €'S) 3 nous prenons b, = Ianl'1 sta #0 . bn = 0 sinon : la série
yoa, 0‘n(x)xn est alors normalement convergente pour [x| X, < 1.
n-o ‘

‘Montrons enfin que la fonction f(x) = § a_ o (x)xn ést asymptotique a ) a, x".

njo NN n>o

Pour m 3 0, nous écrivons

m m b
-m ni_ ny~(m-n) ‘ n-m
x fF(x) - a, X ] = - a_ exp(- —)x + ) a o (x)x .
[(' né : w& n xP nzmtl "

Le premier terme tend vers zéro lorsque x -0 (x €S). Le second est majoré en module

n-m-g 1-p 1 . . 0
par ) |x] = |x| T=TxT > ul tend aussi vers 0.
nzm+l * 1%
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- La proposition 4 montre que Te fait, pour une série formelle, d'&tre asymptotique a
une fonction holomorphe, dans un secteur si grand soit-il, n'impose a cette série
aucune propriété particuliére.

IT - Solutions formelles et yraies solutions : le fait fondamental.

Dans toute la suite, nous traiterons, au yoisinage de x = », d'un systéme de la
forme D = x'q-é§ - A(x), ol g € N, et A est holomorphe & 1'infini (i.e.
A(x) = } An x'n). Tous les développements asymptotiqués auront lieu lorsque x » «
nzo
dans un certain secteur S (Tes propriétés énoncéés,dans la partié I se transposant
immédiatement).

Théoréme 1 : Soit q € I, et S"u_n‘éec‘te‘ur du plan complexe d'angle au plus ZZ—% .

Soit flx,z) € & une fénction’ de x et de z € e avec 1es propriétés suivantes :-

1) f est holomorphe en % et z pour

2| >, x €5, et |2] < I

17) f admet un développement asymptotique en x,

flx,z) ~ ) f%(z)x_n s, x>® , x €S, uniforme pour |z| < z

nzo I

117) Le terme principal fO (z) de f(x,z) (pour x = =) posséde, en z = 0, une matrice

Jacobienne inversible :

afo
det 55 (0) £ 0 .

Supposons que le systime ™! = flx,¥) possede une solution formelle

r=3 y &".
r2] z

Alors il posséde, pour |x| » x4 dans S, une ‘solution Y ‘holomorphe, telle que Y N Y

dans tout sous-secteur de S, lorsque x -+ .
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Preuve : 1) Pour exploiter pleinement les hypothéses ii) éﬂ iii) sur f, nous avons
besoin du lemme suivant, dont nous omettons la preuve :

Lemme : Soit flx,3) satisfaisant les hypothéses i) et ii) du théoréme. Alors les

f,(z) sont holomorphes pour |z]| < 2, et

of _
of (x,2) ~ ) ), x>w x€S,
oz 92

- n3o

uniformément dans tout disque |z| < 2, <2 .

Soit alors a(x) = f(x,0) , A(x) = %; (x,0) , et g(x,z) = f(x,z) - a(x) - A(x)z :
g est la partie "quadratique" de f en z =0, et

: . ' o afo
A(X) Qv nZ'O An X ’ AO = S-i—' (O) .
Le systéme x V' = f(x,Y) s'écrit x"W" = a(x) + A(X)Y + g(x,Y).

Soit ¥ une fonction holomorphe dans S, telle que ¥~ ?,.x €S, x>« (on prend

-~

en fait v dans un secteur un peu plus grand que S de fagon & pouvoir différentier
dans S) : on cherche Y sous la forme Y = ¥ + U, ol u vérifie

x du = a(x).+ A(x)?(x) - x4 A(x)u + g(x,;'+ u) .
Comme Y est une solution formelle, on a
atx) + AT - X = - g ) + b(x)
ol bv0, x€S, x>,
De nouveau, nous décomposons 3 en partie Tinéaire et partie quadratique :
‘ g(x,?+u) = g(x,?)»+.A*(x)u + h(x,u)., oli

A¥(x) = —3% g(x, V+u)
‘ ' =0

Enfin, nous posons B = A + A*x |
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Résumons les propriétés des fonctions introduites au cours de cette réduction

du probléme :

. _n -~ agn
) glz,2) ~ ) g,(zlx ", o gn(O) = (0) =0 .
nze

. 09, 39
. . P n -n * _ o} _ 1
Le lemme implique 3 glxz,2) ~ nZO Er R (z)e ™ , done A (x) = (Y(x)) = 0(_.27) "

7

soilt A*(x) >0 lorsque € » w , 2 € S, car Y(x) » O'Zors‘cmé T > con

Done lim B(x) = AO .
L0

€S

0 , on obtient facilement

ii) Comme -2 hlx,u)
— JU —
u=o

Ve>0,3n'(e) >0, |u]| < n lugl < n' = |nle,u)) - hiz,ug)| < elu; = uy| .

2) Nous devons maintenant trouver une solution u de 1'équation x %u' = Aou + p(x,u),
avec u ~ 0. Ici,p(x,u) = b(x) + B(x) - Ao)u + h(x,u) est essentiellement petit
lorsque |x| est grand et |u| est petit, d'aprés le point 7).

Pour trouver u, nous rémplagons 1'équation différentielle donnée par 1'équation
intégrale

1 g+l
(1V.1) u(x) = [ exp ( A i A, ) £9 p(tu(t))dt ,
_ r{x) q+1

ou I'(x) désigne un chemin dans S aboutissant & x. Plus précisément, supposons que Ao
soit sous la forme de Jordan, avec des valeurs propres non nu]]es_xl, ";"AN : le

membre de droite de (IV.1) représente en fait N intégrales scalaires, et nous prenons
pour chacune de ces intégrales un chémintY-(x) (j = 1,...,N) différent, adapté a A,

. J J
(comme on le verra). L'ensemble de ces chemins est désigné par T'(x).

L'équation intégrale (IV.1) sera résolue par approximations successives, en
posant u, = 0, et

Upgp(x) =

r(x)

g+l _ g+l
exp(.)s____t__ 0

A .) £ p(t,u (t))dt , n >0 .
q+1



= 48 -

Le point crucial de la preuve sera 1'estimation de Upgg ~ Uy - Auparavant, nous allons

n
préciser le choix des chemins TI'(x).

3) Choix de r(x).

Le principe de ce choix est simple : i1 faut que pour t € Yj(x) s

g+l . . g+l
Re(xq+1 ) tq+1)x x* - -t- y ) <)

j €0 (en sorte que |exp<
q+1

Nous décrivons 1'image de YJ(x) par 1'application x - xq 1. L'image de S est un

secteur » d'angle au plus . Nous posons g = _q+1 s T = q+1.

Considérons les 2N rayons du plan définis par Re(rx ) =0 (j =1,...,N). Quitte
a retrécir 1égérement S s'il le faut, on peut touaours supposer qu'aucun de ces ra-
yons ne forme un bord de :. Deux cas se presentent alors :

ler cas : A; est telle que Re(rxj) < 0 dans tout I.

2eéme cas : I1 existe un rayon 2 de T sur lequel Re(Tij) > Q.

Soit ; sur la bissectricé de z ( Izll assez grand), et I* le secteur de sommet
Eqs de cOtés paralléles a ceux de £. L' image rec1proque de‘z* dans S est un domaine
S* delimité par deux courbes se rencontrant en X1 = & /a4 1 ,_et ayant les cOtés de
S pour asymptotes : S$* contient donc Tes points de modu1es‘assez grands de tout sous-
secteur de S. '

Soit x € S*, ¢ = xq+1 € r*. Dans le ler cas, on note d-(g) le segment orienté de
gq vers &, et Y5 .(x) son image réciproque dans S*. Dans le Zeme cas, on note §. (§) le
rayon de I¥ 1ssu de &, paralléle a &, et Y5 son 1mage rec1proque (orientée de 1'infi-
ni vers X)}

Les choix sont illustrés sur la figuré §




4) Estimation de 1'intégrale.

Lemme :  Soit x(x) hoZOmorghe’ddns-S*'gg'telle‘ggg‘Ix(x)l ceclel™ (>0, me€ W).

xq-frl L .
Alors Y(x) = J exp ( ——————————-AO ) 4 x(t)dt est bolomorphe dans S*, et
I'(x) q+1

lp(x)| < K e|x|™ (K, constante indépendante de x).

Preuve : « On écrit d'abord

A 0
1
A = R )} + H, oll H est nilpotente et commute avec A . Alors
0 Ay
, g+l g+l

g+l _ ,q+l v g+l _ .g+l
- Aj ) . exp ( T -ty ) s
q+1

AO ) = diag < exp
q+1 q+1
LAl _ e+l

LA+l _ tq+1‘k ) c|t|™™
q+1

< cte ( 1+

et |exp ( H ) x(t)

pour un certain k .
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En effectuant le changement t = tq+1 dans 1'intégrale, i1 vient

m
il sctec [ e (LTl Il T e o) Joe] .

85(¢)

Le choix des chemins garantit que, pour un g > O (indépendant de gl),

Re(g - T)xj < - Blg - 1| sit€ aj(g) .
Donc
| - T
93001 < ccte [ exp(-gls-el) - (1elel) ol T fa] -
5j(€)
Avec 0 < v < g et une autre constante, on a
_m
lo;(x)| < ¢ cte gt || Lo |dz] .
5j(§)
- ler cas : on pose ¢ = ¢ - pei“ , et
- L le-£] -
A N S A
Gj(g) 0
| |&-¢4| |e-gq172 le-g4]
Nous coupons en J et
0 0 |e-£q1/2

Dans la lére intégrale, |t| > |g|/2 (faire un peu de géométrie !), donc
Sleals 1( 1 1
- - -m/q+
< (ely™at [ evegy = L gzt
0 o

Dans la 2éme intégrale, |r| > [gq] » et

|£'€1| o
‘ -m/q+1
s Iglj /q

-n/qe1 1 Y/21EE
Y
le-g,]/2 » |g-£,1/2
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m
Le dernier terme écrit est borné par cte . le| E;I-. Plus précisément :
. B B R R AL USB RS
si |g-g,] < 151, alors g4l > 5, et lEll ;e <2 () ;

m
. T g+l
si |g-gq] > l%L ,Iill .

- 2éme cas : on a alors, pour T € §,(€) , |t] > dlel, pour d > 0, indépendant de

m Y |€| m m

- X lg-g4] - - -
e TN Lyl e T el e @

==

£1 (de nouveau, un peu de géométrie). Avec |E-t| = o , on a donc

oo

_ m _ m - m - m ’ _ m
el e T ) cd T g FT[ " goaly T g T

55(€) 0

Enfin, ¢ est holomorphe dans S* car, dans le cas od Yj(x) n'‘est pas un segment
(28me cas), 1'intégrale qui définit ¥ converge trés bien, uniformément en x.

5) Conyergence des approximations successives.
Rappelons que p(x,u) = b(x) + (B(x) - Ao)u + h(x,u) . D'aprés le point 1), pour tout
e > 0, on aura

(1v.2) [(B(x) = Ay) (U = up) + h(xsup) = h(xsup) | < & lug - u,l

pourvu que [x| > x;(¢) et Iull , |u2| < n{e). Le point délicat est qu'on ne peut
utiliser (IV.2) pour estimer Up4q ~ U, Que si 1'on sait dé&ja que !unl et Iun-ll sont

assez petits. On va donc estimer (par récurrence) simultanément Iunl et |un'+1 - unl.

I1 faut remarquer que 1'on peut augmenter lxll (et donc changer S* et Z*) sans
que la constante K, apparaissant dans le lemme ait besoin d'étre augmentée.

Fixons m > 0, et soit ¢, >0 telle que |b(x)| < cmlxl'm . On procéde comme suit :

-~

on choisit ¢ < Kﬁl » puis [x;| assez grand (sans toucher & K ) pour que, dans S*,

lSCme

T_—_Em 1X|

r ,r+l -m -m
Supposons alors que [u,.,, - u.| <€ K chXI et Iur+1
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pour r ¢ n, et montrons ces relations pour r = n + 1. Comme

n+l n+l -m
[P(tsupiq) = P(EsUp) | s e JUupyy - Ul s e Ko~ CmlXl T s

n+l

. . n+2 -m :
- X .
le lemme implique que fu .o - U 4] < ¢ Ko Cml*I ; mais alors

-m . n+l
Iun+2|‘5 [Unez = Uneal * [Upeg = Ul * e+ Jug] oo Kylx] (L + ekp + oo+ (eKp) )
c. K
< ]'IP—% le-m .
€

D'autre part, ces relations sont vraies pour r = 0 (d'aprés le lemme), elles
sont donc yraies pour tout r.

La preuve s'achéve alors facilement : la série ) Upeq ~ U, converge normale-

n:o

ment sur tout S* vers une fonction holomorphe u, dont on voit facilement qu'elle sa-
tisfait 1'équation intégrale (IV.1). Comme u ne dépend pas de m, u existe dans une
région indépendante de m, et u ~ 0 Torsque X - w, X € S* .
III - Cas d'un systéme a coefficients C .

Soit f(x,Y) une fonction C* de (x,Y) € H2m+1 au voisinage de (O,Yo), a valeurs
dans R™.
Théoréme 2 :  Supposons qu'il existe une solution formelle lA’,‘ a coefficients réels,

ie_ L'équation

xk+1- % = f(x,Y) » avec 3’(0) =¥, (k € 2) .

Alors 1l existe une solution Y de classe ¢*, avec ¥ n Y lorsque x -+ Q.

Nous ne démontrerons pas ce théoréme assez délicat, mais ferons quelques remarques.

« Si 1'on compare le théoréme 2 au théoréme 4 du chapitre III, on voit que la ré-
solubilité dans les fonctions plates n'est pas liée & 1'irrégularité du systéme : elle
a.toujours lieu.



- 53 -

En revanche, un systéme (disons linéaire) a point singulier irrégulier n'a pas,
en général, 1'unicité dans les fonctions plates, comme on le voit par exemple sur 1'é-
quation xzy'-y = 0.

« I1 est clair que, dans les applications (cf. chapitre V), le théoréme 2 jouera,
pour les systémes & coefficients C*, le méme réle que le théoréme 1 pour les systémes
& coefficients holomorphes. La situation géométrique étant plus simple dans le cas
C* (absence de secteurs), nous laisserons au lecteur le soin d'énoncer les théorémes

correspondants.
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CHAPITRE V - SYSTEMES A POINTS SINGULIERS IRREGULIERS : FORMES SIMPLIFIEES ET
SOLUTIONS EXPLICITES. ‘ '

Dans ce chapitre, on présehte une méthode de découp]§ge des systémes, qui per-
met de réduire leur étude a celle de plusieurs systémes dé tailles inférieures. Dans
le cas le plus fayvorable, le systéme mxm est découplé en # équations scalaires, dont
il est facile d'écrire explicitement les solutions. Le cas général est esquissé sur
des exemples.

Le théoréme 1 du chapitre IV conduit a étudier les modifications du comportement
asymptotique d'une solution d'un secteur & 1'autre du p]ah : c'est le phénoméne de

Stokes, qui fait 1'objet de la derniére partie de ce chap%tre.

I - Découplage des systémes lingaires.

1 - Aspect formel du calcul.

Théoréme 1 : Soit D = xz q é% - A(x) (q € I, A holomorphe d 1'infint A = ) Anx—n)
nzo

un systéme linéaire.

Supposons que A soit de la forme

A = | » ou A et A,, sont deux blocs carrés sans valeurs propres

11 — 722

communes .

Alors il existe une série formelle P = y Ps z 2, qvec P = id, telle que le

830
chaggement Y = PZ transforme D en
- - B &x40
220
Q sz(x)

étant décomposée en blocs de mémes tatlles que ceux de A
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Preuve : - Les matrices A, P et B sont 1iées par la relation
(V.1) x4 P = AP - PB .

En posant B(x) = y B, x_z > (V.1) équivaut formellement au systéme des relations

220
Ao PO - P0 Bo =0
(V.2) .
A, P, - P, By = SZO (PS Byg = Mg Ps) - (¢ -q- I)Pl-q-l , 021 .

Nous prenons PO = id, A0 = B,- La difficulté est alors que 1'équ5tion AOX - XAo =Y
n'a pas de solution X pour toute matrice Y, car le noyau de X ~ AOX - XAd contient
A0 + 0. Pour £ > 1, on supposera donc Bo""’Bz-l’ Po,...,Pg_1 connues , et 1'on choi-
sira BQ telle que 1'équation AOP2 - Pon = Bg + matrice connue posséde une solution.

. Omettant les indices pour 1'instant, prenons

0 |P
P = 12 : i1 vient
Pryl O
0 | Mi1P127P1A22
AOP - PA0 = - . L'équation
A22P217Pa1P11 l g
H1a . Hyg
AOP - PAo =H = a une solution de la forme de P pourvu que
AN | H

H11 = H22 =0 , car les équations

A11P12 = ProPpp = Hpp et
A22P21 - P21A11 = H21 ont toujours une solution, en

vertu du lemme du chapitre II. 1) et de 1'hypothése du théoréme. Comme on peut choi-

0 *
sir Bx (de la forme voulue) pour que B2 + matrice connue =<: 0,> » 13 preuve est
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compléte. Remarquons que la matrice P trouvée & la forme

2 - Aspect analytique du calcul.

L'idée fondamentale est la méme que celle de la pretve du théoréme 2 du chapi-
tre III : elle consiste 3 remarquer que la matrice de transformation P cherchée doit
étre solution d'un systéme différentiel, ayant le méme type de singularité que D, et
pour lequel le point 1) a déja fourni une solution formelle. I1 suffit alors, pour
conclure, d'appliquer Tes théorémes reliant 1'existence d'une solution formelle a
celle d'une vraie solution (c'est-a-dire les théorémes 1 des chapitres II1 et Iv).

Théoréme 2 : Soit D = z 4 ECJZE - Alx) , ou

4
A0=

communes, comme au théoréme 1.

>~ est décomposée en deux blocs Aqq et Ay, sans ‘valeurs propres

Pour tout secteur S d 'aﬁgle au plus E[% > Ll existe alors des matrices P(x) et

B(x), holomorphes dans S (pour |x| assez grand), P(x) ~ P, z°,

820

- 1
B(x) "~ ILZ By x * lorsque x + = (dans tout sous—secteur de S), telles que le change-
0

ment ¥ = PZ transforme D en B=xd % - Blx) . De plus,
By | 0
0 IB

B(x) = 0 *

est décomposée de la méme fagon que A, et B =4

22(x)

Preuve : Nous cherchons P(x) sous la forme
0 I P15(X)

P(x) = id +
Ppy(x) ' 0

, et B(x) sous la forme du théoréme.

L'équation x 4 P' = AP - PB se scinde alors en quatre équations :
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(1) Aqp + AgoPpy - By =0

(2) Agp + AyiP1p - By = 0

+

_q a _
(3) x "P1p = Ayp + ApaP1p - Pp2Bos

 des
(4) x P21 YA21

+

AyoPr1 = PoiByg -

Aq1(x) l A1p(x)

Ici 1'on a posé A(x) =

A
21(X) | Apa(x)
En obtenant de(1l) et (2) les valeurs de B11 et Byys il vient

-Qpr _ 3 )
(5) x 7P1p = App + Ag1P1p = Piohon = P1oRriPyo

-q., i} i
(6) x 7ppy = Agq + AgaPry = PajAry = PogAroPoy

Le théoréme 1 et sa preuve montrent que la série formelle ¥ PS x~S fournit

. $20
des solutions formelles de (5) et (6), nulles @ 1'infini.

D'autre part, a chacun des systémes (5) et (6), on peut appliquer Te théoréme 1
du chapitre IV : en effet, les hypothéses i) et ii) sont aisément vérifiées ; 1'hypo-
thése iii) résulte du fait que les applications linéaires

X > ApoX = XA;q (pour (6)) sont inversibles, car Ay et
A22 n'ont pas de valeurs propres communes.

Ceci compléte la preuve. &

IT est essentiel de bien comprendre que P et B, et donc le systéme simplifié B
lui-méme, dépendent du secteur S choisi, alors que les expansions asymptotiques de
P et B, calculées formellement au §.1, n'en dépendent pas.
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3 - Applications du découplage dans le cas standard : forme des solutions.

Nous appelons cas standard celui ol le terme principal de A(x) & 1'infini, noté
A0 , a toutes ses valeurs propres distrinctes.

Théoréme 3 : Soit D =« 1 Edg - Alz) , o8 A=} A, " est holomorphe a 1'infini,
nz0 ‘
et les valeurs propres Ay ...,\, de A, sont distinctes. Il existe alors une matrice

Q(x) diagonale, dont les eZements Q (ac) sont des poZynom‘es en x de termes de plus
: q+l
haut degré )\J ) (§ = 1,...,m) ; une matrice diagonale constante A, d'éléments aj 5

une série formelle Y(x) = Y T, x ", det Y %0, tellegs que, pour tout secteur S
nzo

d'angle au plus > Ll existe une matrice fondamentale Y(x) de solutions, holomor-

A Q(x)

q+l
phe dans S (pour |x| assez grand), de la forme ¥(xz) = Y(x)x

. avee Yiz) ~ T(x)
lorsque x + » (dans tout sous—secteur de S). o

Preuve : . L'application répétée du théor2me 2 montre qu'il existe des matrices P(x)
et B(x), holomorphes dans S, B diagonale (d'éléments by(x), 1 = 1,...,m), P inversi-
ble, telles que le changement Y = PZ transforme D en ﬁ ‘ x 9 é% - B(x).

. L'équation scalaire x Jdy' = bj(x)y a pour solution (pour X, €S, |x0| assez
grand)

X
J 9, (t)dt
X ’ A q
= 0 = q -r -(q+1) -
y=ce c exp( J ) byt by qurt + r;(t))dt)
X
(o}
.
q+l . b
_ X J.q+l A (43
= Cte exp(a;]—-bj’o+...+x bj,q)x exp(J t rJ(t)dt) .
X
0
g+l &
Comme t - rj(t) est holomorphe et nulle a 1'infini, exp(J t9 rj(t)dt) est holomorphe
b
0

et non nulle & 1'infini.

Enfin les bj o ne sont autres que 1es»xj, ce qui compléte la preuve.
L]
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La encore, comme 1'indique le théoréme 3, i1 faut noter que Q,A et Y ne dépen-
dent pas de S, et peuvent étre calculés comme dans le théoréme 1, ou par une métho-
de de coefficients indéterminés.

d

Exemple : Soit 1'équation de Bessel x2y" + xy' + (x° - Az)y = 0. Son irrégularité a

1'infini est 2. Avec Y = (YJ » on peut 1'écrire sous la forme de systéme

\Y
! v g 0.
o (33405 0) % (1)
‘ X A

Les valeurs propres de A0 sont i et -i, on est donc dans le cas standard du théoréme 3.

Avec T = (/% _%\) , on obtient T'leT = <8 19 , et le changement Y = TZ conduit

au systéeme
et et | 2l 2 SR W T A G
=02, 00 C(x) = \g - x 1)tz 1)
La procédure expliquée au théoréme 1 conduit a chercher
1 Ppp by O
P=1{ 7" JetB = telles que le changement Z = PW transforme le sys-
\Py; 1 0 by

téme en W' = BW. On sait que P0 = id, B0 = Co’ De plus, B1 =Cq = COP1 - PGy > d'ol

B, = <'162 _192> et Py =-% (,_g é > . Nous arrétons 1a le calcul de P et B.

IT existe des séries formelles al(x) et az(x) (scalaires) telles que, dans tout sec-
teur d'angle au plus T, i1 existe deux solutions holomorphes indépendantes Y1 et y,
de 1'équation de Bessel avec

yl(x) f\, e_1X x~1/2 ul(X) ,
Yp(x) ~ o~1x (172 az(x) Torsque x + =, X € S.

4 - Esquisse du cas général.

a) Remarquons d'abord qu'en vertu des théorémes 1 et 2, on peut réduire ce cas a
1'étude d'un ou plusieurs systémes du type suivant :

D = x4 é% - A(x) , et A0 n‘a qu'une valeur propre A.
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xq+1

iy

Par le changement Y = Z e » On peut méme supposer Aoinilpotente (i.e. A =0).

+ Comme dans Te cas du théoréme 3 du chapitre III, on va effectuer un “shearing"

pour tenter de réduire ce cas a un cas plus simple. Mais auparavant, il faut prépa-
rer le systéme trés soigneusement, grdce au lemme suivant.

Lemme :  Supposons A, sous la forme de Jordan. Dans le secteur S ou l'on travaille,

il existe une matrice P, P~ | P, ¥, P, =1d , telle que le changement Y = PZ
230

change D en U = & 4 éé - B(x) , on B a les propriétés suivintes :

¢) Bz~ § B x ' ,B =4
220

i) Pour & > 0, Bz n'a d'éléments non nuls que sur les lignes 92~A0 n'a pas de "1".

On péut alors montrer qu'il existe un rationnel g >0 tel qué la transformation
("shearing")

-g
Z = % 0 T = ST réduise B

0 x'(m'l)g

1

en D = x~ 9@ é% - C(x) , ol C(x) = S™'BS -~ x4 slsa1a propriété que

lim xJ C(x) = C: est différente de A, » en un sens que nous allons préciser plus loin.
X€S

On écrit alors le systéme x9 D = x~(a-9) é% - x9 ¢(x) en posant x = ath » ol

o = pl/g-q-l » et p est le plus petit entier (positif) tel que pg € N ; il en résulte
un systéme de la forme

¢h g% -8(t) . ot C(t)n 62 t*

230

to =C¥,eth=pg+1-g)-1.

+ Le gain (d'avoir remplacé A0 par Cg) n'est pas immédiatement apparent : en effet,
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g a été choisi en sorte que C¥ a au moins un &lément. non-nul sur ou en-dessous. de

la diagonale (et est égale A, au-dessus). Dans Tes bons cas, C§ aura au moins deux
yaleurs propres distinctes, on pourra donc découpler Te systéme fh‘é% - ¢, et ainsi
de suite jusqu'a la réduction 3 des équations scalaires.

Malheureusement, il arrive que C¥ ait une seule valeur propre. Néanmoins, on
peut montrer que si 1'on répéte la suite des opérations précédentes - réduction du
terme principal & la forme de Jordan - préparation du systéme - shearing - multipli-
cation par une puissance fractionnaire de x - changement de variable - assez long-
temps, on finit par aboutir au "bon cas".

Ceci fournit donc, en principe, la solution du cas général. Néanmoins, il est
trés difficile de décrire clairement la solution obtenue, ainsi que la taille du
secteur ol son développement asymptotique est valable.

b) Quelques exemples'

i) L'équation d'Airy y" - xy = 0. L'irrégularité & 1'infini est 3. Avec Y ;(i) » On
obtient le systéme équivalent

x4%§=umv,Au)=<g 8>f%<8 é).

Le systéme étant déja sous la forme "préparée” mentionnée en a), on peut poser

to . -1 dz 0 X% i . j -
Y= 0 19 Z ; onobtient x © gz = 9 gx'2 , et T'onprend g = -5,
t=x Y2 Le systeéme devient
0 2 0 0
-2 o 1 |
t27 = .t 7

2 0/ t\o -1

auquel on peut appliquer le théoréme 3 : on trouve que dans tout secteur d'angle au
plus-% , il existe une matrice fondamentale asymptotique a Z(t)tA eQ(t) s Ol
2/3t 0
Q(t) = 3/ En revenant & la variable x, on trouve, dans tout secteur
0 -2/3 t

d'angle au plus %g , une matrice fondamentale asymptotique a i(xl/z) xA/2 eb(x) s
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232
ou Q(x) = . On peut comparer ce résultat a la formule (II.5)
0 -2,

du chapitre I.

i1) Considérons le systéme

1
0 % 0
V' = a 0 1 }y.
1 9 q
X

/

La matrice A0 est nilpotente et le systéme dans son ensembhe est déja préparé pour

le shearing.

1 A
En posant Y = x~9 Z , on est conduit & choisir g = %-, et le
_2g
X
nouveau systéme s'écrit
0 x1 0
3 7 - 0 %-X'Z/B 1 Z, soit, avec x = 373/2 3
1 0 2 x'2/3
t"l Zl - O 32/3t-3 0
0 t? 1 i
1 0 2172
0 0 O . )
Le nouveau terme principal est B0 = g 8 é » qui est nilpotent. On doit donc

recommencer.
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A 1'aide du changement constant Z = TV ,

0 O 1
T = ((1) g 8> , on met B0 sous la forme de Jordan :

323 o0 o

B1en que ce systéme ne soit pas préparé pour le shear1ng (au sens du lemme de a))

il se trouve que le changement
’ 1

| W conduit au systéme

Q 3t'1 1 W , auquel on peut appliquer le
-1

wl

33/2 o ot

théoréme 3. Nous laissons les détails au lecteur.
c) Remarques sur 1'irrégularité d'un systéme.

i) I1 apparait difficile, en général, de lier 1'irrégularité d'un systéme au compor-
tement des solutions au voisinage du pbint considéré (sauf dans le cas d'un point

singulier régulier, caractérisé par le fait que toutes les solutions sont & singula-
rités au plus "polynomiales"). Par exemple, y' =y et y" =y ont pour irrégularité

3 1'infini 1 et 2 respectivement, et les so1ut1ons sont e et e X

I1 est clair que 1'entier q > 0 qui apparait dans 1'écriture D = X -4 é%-- A(x)
n'a pas en général, de sens indépendant des changements d*inconnues. On n'est méme
pas slr qu'un tel systéme ait & 1'infini un point singulier irrégulier. Les théorémes
2 et 3 fournissent néanmoins une information & ce sujet : si A0 posséde une valeur
propre simple A non-nulle, le point & 1'infini n'est certainement pas singulier régu-
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Xq+1

T 4 1infini).

A
lier (car une solution du systéme se comporte comme e

ii) En fait, la procédure esquissée en 4) a) montre que si A est nilpotente, les
termes principaux des solutions du systéme seront eCX , OU p < q+ 1 (et peut-étre

= 0), car g > 0. Donc, si A0 n'est pas nilpotente, le po1n£ 1'infini est singulier
irrégulier.

Le sens du "shearing" est le suivant : si A est nilpotente, le systéme a 1'air
plus singulier qu'il n'est en réalité, il a donc été mal ecr1t et i1 convient de
faire un changement d'inconnues. Expliquons nous sur 1' exemp]e de 1'équation de Bessel
déja utilisé au chapitre II, III.1 . Avec Y = (if) e equat#on

2 2 0" & . ]
x“y" + xy' + )y =0 s'écrit x7Y' = <x2—x2 —x>Y , et 0 apparait comme un

2
(x
point singulier irrégulier. On a

0 0 0 0 o (0 1
A(x) =| o + X + X > Ay nilpotente.
A 0 0 -1 -1 0

1 0 '
Le shearing Y = < ,> Z conduit au nouveau systéme

0o «x9
2 0 K1 \
X~ 7' = 2 o - Z ;onprend g=-1, d'ol
(AC-x5)x"9 —(g+l)x
0 1
xZ' = Z , et.1'on voit que 0 est un point singulier
xz-xz 0

régulier. Les "bonnes" inconnues sont donc y et xy', et non pas y et y'.

IT' - Phénoméne de Stokes.

Considérons un systéme D = x™ 9 é% - A(x), ol A= ] A, x* est holomorphe & 1'in-
230

fini, et A0 a ses valeurs propres_kl,...,xm distinctes (cas standard du théoréme 3).

Une solution Y(x), holomorphe dans un secteur S, se prolonge analytiquement (de

facon multivaluée) au voisinage de 1'infini ; a supposer que Y soit univoque prés de
1'infini, et asymptotique dans S & une certaine série, la validité de ce développement
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ne peut s'étendre a tout un voisinage de 1'infini que si Y est holomorphe et égale
d la somme de la série (d'aprés le chapitre IV, 1.2 a) ).

Ce cas exceptionnel mis & part, il existe donc des rayons du plan au-dela des-
quels le développement asymptotique d'une solution Y cesse d'étre valable : ce phé-
noméne est appelé phénoméne de Stokes, et de tels rayons lignes de Stokes.

Nous nous bornerons ici & quelques propositions simples, déduite du théoréme 3,
et illustrées par les exemples des équations d'Airy et de Bessel.

1) Rayons séparants.

Définition : On appelle rayon séparant (pour le systéme D) un rayon & du plan sur

Exemple : Pour 1'é&quation de Bessel, Ay =1, 3, = - 13 les rayons séparants sont
définis par Re(ix) = 0, ce sont les axes réels positifs et négatifs.

“Au vu du théoréme 3, i1 est clair qu'un rayon séparant est le lieu ol s'échangent
les tailles relatives de deux solutions de D. ‘ '

Alors toute solution Y de DY = 0 posséde dans £ un développement asymptotique

. % Sj Qj(x) ; v
Y(X) ~ c; Yj(x) x e s X>w 3 XETI,

pour un j, 1 s j « m (notations du théorgme 3), et une constante <5 €C.

i T ) )
Preuve : - Le changement x + e X transforme un rayon séparant en un autre, donc

z est d'angle au plus ﬁ%T .

. Soit, dans I, Yl,...;YmAun systéme de solutions holomorphes,

Qj(x)

- .
Yi(x) ~ V5 (x)x Je X+>wo, XEZI.

I1 est possible de ranger ces solutions de la plus grande a la plus petite, en ce
sens que les positions relatives des nombres Re(Aj xq+1) sur 1'axe réel ne varient
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pas lorsque x décritz . On peut supposer que
q+l g+l q+1\
Re(2y x1°7) >Re(n x''7) > ... > Re(xm X)) .

Une solution Y s'écrit Y = cq¥q + .. 4 [ pouq certaines constantes c; .

\ ,
v - - = ; . \ -
Supposons €] = ... =Cj g = 0, Cj # 0(1<Jj<m:alorsy = c5 Yj(l + e(x)) »
oten0 ,X+w,X€ET. nm

Cette proposition montre, entre autres, qu'un déve]oPpement asymptotique, vala-
ble dans un certain secteur S, est valable en fait dans 1e plus petit secteur, bordé
de rayons séparants qui contient S.

Exemple : Une solution de 1'équation de Bessel, ho]omorphF et asymptotique a
. _ A ' v 1

et X 172 u(x) (voir I.3)) pour Re x > 0, garde ce développement asymptotique dans

- tout le plan complexe fendu le long de R_ .

2) Solutions sous-dominantes. -

- - ————,

Re(2q xq+1) > ... > Re(ny xq+l) dans r. On appelle solution sous-dominante dans 3

~

celle des solutions de D (déterminée a une constante présb qui se comporte comme
g+l
X

A o T
e™ L dans Z, lorsque x » « ,

Exemple : La solution H% de 1'équation de Bessel, définie au chapitre I, I1.4), est

sous-dominante dans le secteur 't : O <argx < I . En effet, soient u; et u, deux
T ix -1/2 Six 172 ~

~solutions dans I, ul(x) ve X al(x) ,'uz(x) noe X x Uy(x) . On a
‘Hi(X) = CqUp + ColUy, et la formule
~ix 3
1 e Ml s '
Hy (is) ~ < e (Torsque s ~ + =) montre que ¢, =0 . =
: in

On va voir maintenant que les solutions sous—dominan#es jouissent de propriétés
asymptotiques particuliéres.



- 67 -

La validité du développement asymptotique de la solution sous-dominante de D dans x
s'@tend jusqu'aux rayons séparants suivants ceux qui bordent :.

Preuye : « Soit S un secteur d'angle au plus a%j-, rencontrant = et son complémentaire
et soit Yl""’Ym un systéme de solutions holomorphes dans S, admettant, dans S, les
développements asymptotiques

5 5J- QJ(X)
Yj(x) " Yj(x) x Ve » XES 3 X >,
Dans S n %, 1a solution considérée Y s'écrit Y = clY1 + ...+ CmYm « 51 Yi est la
: 0
plus petite des Yj dans S n I, on a nécessairement ¢y = 0 (3 = 1,), c; * 0, soit
‘ )
Y = ¥ Yi . Comme le développement de Yi est valable dans tout S, celui de Y aussi.
0 o 0
. En faisant varier S, on obtient 1a proposition. u

En d'autres termes, dans la situation de la proposition 2, les bords de : ne
sont pas des lignes de Stokes pour la solution sous-dominante.

Exemple 1 : La validité du développement de Hi dans Ie_demieplan supérieur s'étend
3a tout €~ R_ (de méme que celle du développement de Hi).

Exemple 2 : Au paragraphe 4. b. i) ci-dessus, on a réduit 1'équation d'Airy y" - xy =0

au systéme
. /0 Z
t72 7' = 1 2
. s .1
3,
t/
. 5 i0 _ . I i 51
Les rayons séparants de ce systéme sont H2+ e ,pour 6 =t g,y ,t g Dans le
secteur ¥ = - %-< argt < %-, il existe deux solutions Z, et Z, se comportant & 1'infi-
o3t 23 1S

ni comme e A

et e . La solution Ai(x) de y" - xy = 0, distinguée au chapi-

tre I, I11.2, et satisfaisant

n —oya (312
1178 -2/3 x

Ai(x) v
2/

lorsque x +~ + « ,
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fournit une solution Z du systéme ci-dessus se comportant\essentie]]ement comme
|

3 |
e2/3 ¢ , donc Z = cte. 22 . D'aprés la proposition 2, 1a§va11d1té du développement

de 22 s'étend au secteur —-% <arg t <-§ » donc Ai(x) est ﬂa solution sous-dominante

de y" - xy = 0 pour --% <arg X <-% , et la formule

| 3/2
Ai(x) o -1 x"1/4 o2/3 X
2y

reste valable pour - 1 <argx < I.

Quel est le comportement de Ai(x) pour X » - « ? on 1'obtient grace aux formules
du chapitre I :

Mi(x) = = up(=x) = ug(=x) = -J Ai(=3x) - 3° A(-3%) s

donc pour x >0, X >+ « ,

2152 L2432

-1/4 ( + ie ) .

Ai(-x) ~ cte x e

Exemple 3 : L'équation de Weber y" -(%r + a)y = 0. En posant Yo = é-y, ¥y = y' , on

la réduit au systéme

1 1 0 1
-1 ;2 Z 2
x Y = v Y , pour lequel A =
1 5 2a 0 0 1
z7 32 'z 0

a des valeurs propres distinctes = %-. Dans tout secteur $ d'angle au p]us-% s i1
: . 1
existe donc deux solutions y;(x) et Yo(x) de 1'équation de Weber ,

2,0 81 4
/% x 1«y1(x)

8

yl(x) n e

-x2/4 x 2 &2(x) Torsque X + = ; XES.

¥o(x) " e
Si 1'on prend pour S le secteur --%-<arg X <-% » on voit que y, est sous-dominante,

et la proposition 2 montre que

xe/a 8o -

Yo(x) noe” x © yo(x) pour - 3411 <arg X < 2’411- .
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En particulier, les formules prouvées au chapitre I, II.3, lorsque X » + =, restent
valable dans le secteur
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CHAPITRE VI - SYSTEMES CONTENANT UN GRAND PARAMETRE : THEORIE CLASSIQUE ET POINTS
DE TRANSITION. -

Dans ce chapitre nous étudions des systémes de la forme D = eh é% - A(Xse) »

(o0 A(Xse) v ) An(x)en lorsque ¢ + 0, ¢ € £, et he N) au voisinage de x = 0.
no

La théorie classique concerne le cas (dit "sfandard“) ol A, (x) a ses valeurs
propres distinctes ; elle se développe d'une fagon tout a féit analogue a celle du
comportement des solutions d'un systéme au voisinage d'un p&int singulier irrégulier,
présentée aux chapitres IV et V : on établit d'abord un thé$réme qui lie 1'existence
d'une solution formelle (comme série en e¢) du systéme a celle d'une vraie solution 3
ensuite, on présente une méthode de découplage des systémes, dans ses aspects for-
mels et analytiques ; enfin, 1'application du découplage conduit a des systémes sim-
plifiés dont on peut écrire les solutions explicitement. Ces trois étapes font 1'objet

des parties I, II, III.

En gros, on dit que x = 0 est un point de transition sﬁ AO(O) posséde des valeurs
propres multiples. Seul le cas des "points de transition d'Airy" semble complétement
8lucidé (partie IV). Les cas les plus généraux ne bénéficie%t, d la connaissance de
1'auteur, que d'une réduction formelle, esquissée dans la partie V.

Enfin, dans la partie VI, on donne les grandes lignes Pe 1'étude d'une équation

~ du second ordre, pour x dans certains domaines non-bornés, dont la géométrie est in-
téressante.

I - Solutions formelles et vraies solutions.
Avant de commencer 1'&tude, nous rappelons le théorémefsuivant, classique.

1 - Le cas d'un "petit" paramétre

Théoréme :  Soit D un owvert simplement connexe de C et E un ouvert de C. Soient
A(x, €) une matrice mxm holomorphe dons DXE, et Yo(e)’gg‘veéteur holomorphe dans E.

Alors la solution Y(x,e) du probléme (xo € D)

est holomorphe dans DyE .

Y' = Alx, €)Y
.Y(."L‘a') = .Yo(s)
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Dans toute la suite de ce chapitre, nous étudions des systémes de la forme

CeM' = Ale)Y ,

ol he N et A(Xse) v ) An(X)gn » e>0, ¢ €z, uniformément pour |x| < x

s
nzo 0

(A est, bien sir, supposée holomorphe en x et e, |Xx| < X

03662).

Le cas h = 0 fait 1'objet du théoréme ci- dessus Nous disons que le systeme
contient un "grand paramétre” si h > 0, car alors e A(X,e) est non borné 1orsque
e > 0.

2 - Lien "solutions formelles -vraies solutions".

Le théoréme suivant est 1'analogue du théoréme 1 du chapitre IV.

Théoréme 1 : Soit f(x,3,e) € ¢ une fonction de x,z € & et e, ayant les propriétés
sutvantes : ' ' :

i) f est holomorphe de x,3,¢ pour |x| <, |a] <z, 0 < |e|l <e, ¢ E L (T est un

0
secteur du plan). '

i2) f admet, lorsque e ~ 0 dans , un développement asymptotique

Flx,z,e) & Y f (x,2)e", uniforme‘po’ur || < a&é, |z] < z,.
nzo

111) Le terme principal de f (en e= 0) posséde, en x = z = 0, une différentielle

partielle inversible :

o,
det 57 (0,0) # 0 .

Supposons que le systéme { ehl’ "= f(x,Y,e), h entier > 0, posséde une solution

formelle Y= ) yr(x)e d coefficients holomorphes pour |x| < x -
r3l

Alors, pour tout rayon % € I, 1l existe un secteur I* voisin de %, et une solu-

tion Y(x,e) du systéme, holomorphe pour || < g € € 1%, 0 < |e] < e 2OI% telle que

Y(x,e) ~ Y lorsque € + 0, € € &*,
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-~

Preuve : Elle est si semblable & celle du théoréme 1 du chapitre IV que nous n'insis-
tons que sur certaines différences.

1) Posons a(x,e) = f(X,0,¢)s A(X,e) = %;-(x,o,e), g(x,z,eP = f(X,2,¢e)-a(X,e)~-A(X,¢e)2

(g est la partie "quadratique en z" de f). Le systéme s'é&rit

ehY' = a(x,g) + A(Xse)Y + g(x’Y’.E) *

Soit ?(x,a), holomorphe en x et €, |X| < x , ¢ € £, te]]egque ?(x,e) n ?, e >0,

0
4"
e € . On cherche Y sous la forme Y = Y + u, ol u vérifie

shu' = h(x,e) + B(X,e)u.+ h(x,u,e) , avec

l1im B(X,e) = A(0,0), b(X,e) v 0 (e € &), et
X0
&0

h "quadratique" en u.
2) En posant p(x,u,e) = b(x,e) + [B(x,e) - A(0,0)Ju + h(ﬁ,u,s), on est amené a

chercher une solution u de shu' A(0,0)u + p(x,u,e), avec u ~ 0. On remplace cette
équation par une équation intégrale

]

u(x,e) = 'J exp(e'h(x-t)J)a'hp(t,u(t),e)dﬁ ,
r(x)

-

od J = A(0,0), T(x) désignant un ensemble de chemins aboutissants & x. Plus précisé-
ment, nous supposons que A(0,0) se présente sous la formé de Jordan

A ;s
J = A(0,0) = <:é..‘0 ;) + H, ou H est nilpotente et commute avec J, et les i,
A
- N

sont non-nuls d'aprés 1'hypothése iii).

3) Choix des chemins Aj(x).

C'est 1a la différence essentielle avec le théoréme|1l, chapitre IV. Ce choix
est fondé sur le fait que exp(g'h(x-t)xj) doit &tre bornée lorsque ¢ -~ 0, t € Yj(x).
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« Soit ¢ un rayon de 1, et soit & une droite passant par 1'origine telle que pour

X€8 X0, c€2, ¢ 0, Re(e'hxbxj) #0, 1< J < N. Il existe alors une constante

B >0 telle que

'Re(e'h X A3) < -8 |X€—h|
pour e dans un secteur I* c I yoisin de 2, et x dans un secteur voisin de 1'une des

deux demi-droites qui composent 6‘(se10nvAj).

 Nous procédons alors comme suit : soient a et -a deux points opposés de §, et
R le losange d'angle au sommet o représenté sur la figure ; pour x dans R

et o > 0 assez petit, les segments joignant -a & x et a & x ont des directions assez
proches de celle de & pour que

Re(e™M(x-t)2;) < -6 [e| ™ |x-t|
lorsque ¢ € r* et t appartient & 1'un des deux segmenfs, selon Aj;

Nous prenons pour'yj(x) (x € R) précisément celui des deux segments, orienté
vers X, qui convient (au total, I'(x) n'est donc constitué que de deux chemins).

Bien entendu, g ne dépend que de o, et non de a : on prendra |a| assez petit pour
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que R soit contenu dans {x,|x] < xo}, et on le diminuera encore par la suite, sans
changer B.
4) Estimation de 1'intégrale.

Lemme : Il existe une constante K > 0 telle que, pour X{x) holomorphe au yoisinage

de R, et 0 < o] < cpr e € 2%

| J exp(e—h(x—t)J)e_hx(t)dtl < K sup Ix ()] .
I'(x) XER

Preuve : On a, pour t sur le chemin convenable,

- = ‘ - - -h - - |
lexp(e (xet)a)e ()] < 1™ e BlEl T Dt e (e M xtil Ix(e)]
et comme H est nilpotente, on obtient, avec 0 < y < 8, une majoration en
-h v ]el N x-t]
ctele]l™ e Ix(t)].
D'ou, avec p = |x-t|,

| J' exp(E'h(x-t)J)thx(t)dtl < cte . suplx(x)] .
r(x) xeR

- -h |
el J eVl 4o < K osup Ix(x)]
0 xeR-

5) La preuve est ensuite trés voisine de celle du théoréme 1, chapitre IV, et nous
omettons les détails. |

II - Découplage des systémes.

La différence fondamentale entre la théorie du chapirre V et celle qui va étre
développée est la suivante : au chapitre V, on manipule des séries formelles en X, en
sorte que 1'existence de transformations simpiificatrices convenables se réduit & des
manipulations d'algébre linéaire entre matrices constantes ; i¢i1 au contraire, les
coefficients des séries formelles en ¢ sont des matrices holomorphes en x : le fait
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que les invariants de ces matrices (multiplicité des valeurs propres, formes de
Jordan, etc ...) puissent varier avec x, créé des difficultés considérables (dont
les "points de transition”). '

1 - Aspect formel du calcul.

Théoréme 2 : Soit D = eh Ed'z_c - A(x,e) (h entier >0, A n ¥ An(a;) ). 'Sﬁpposons que
: 120

A,(0) soit de la forme

A,(0) =

o o
s ou All et A22 sont deux bloes

carrés sans valeurs propres communes.

Alors il existe une série formelle P = y Py () €° (& coefficients holomorphes -
820

ddns un voisinage fixe de x = 0), avec PO(O) = id, telle que le changement Y = PZ

N
~ transforme D en D = b4

e B(:c, €e), ol B = 22 Bz(x) ez ‘est une série formelle A coef-
20

que ceux de AO(O).' De plus, Bo(x) a les mémes 'vaZeurs propres gue Ao(x).

Preuve :

a) On a d'abord le lemme suivant.

‘Lerme : Soit A(x) une matrice holomorphe prés de x = 0, telle que A(0) soit décom-
; : [2] [2] v . -
posée en deux blocs Ay, et Ay, sans valeurs propres communes :

A0) =

Alors il existe une transformation ‘holomorphe T(x), T(0) = <d, telle que T_lAT sott

déeomposée en blocs comme A(0) :

,'..Bll(x)'l | 0.

T 1(x) Ax) T(x) =
0 I B22(x)
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Preuve : Elle repose sur le théoréme des fonctions 1mp1ic?tes. On a

A () | Agp(x) :> | 5 s
A(x) = , 00 A{1(0) = Aq1s Ayn(0) = A s,
_ <fA21(X) I Ay (x) 11\ 112 722 22

A12(0) = Ayy(0) = 0. Nous cherchons T(x) sous la forme

/" id | T1p(%) ‘ .
T(x) = - 1'assertﬁon du Temme équivaut

TZl(x) id

aux relations_ All + A12 T21 & Bll

I
—
[
N
o~}
N
N

A1 Tip + Ao =
Aoy + Pop T = To1 Byn
Bp1 T1p *+ Agp = Bpp -

Eh é]iminant Bllret Bzz,.iljvient

1
o

(1) Agp + Agq Tip - T1p Ao = T1p Ap3 T1p =
(2) Apy + App Toy = Tpy Ayp = Top App Ty =0

Le membre de gauche de (1) est une fonction de. le et de y, nulle pour le =0 et

X = 0 ; sa différentielle partielle par rapport a le au po1nt Ti2 = 0, x =0, est
1! app11cat1on Tinéaire T1p > All Ti20 = T12 A22 » qui est b1Ject1ve car A11 et A22

n‘ont pas de valeurs propres communes. Donc le théoréme des fonctions implicites,

app11que 3 cette fonction au point Tqp = 0, x =0, fourn1F une matrice holomorphe

le(x) solution de (1), avec Ty,(x) = 0. De méme pour (2). m

h) « En appliquant le lemme a) a la matrice A (x) on obthent T(x), et 1e changement

T(x)Z méne au systéme eh a5 " A*(x,e), ol

A (x,e) = TIAT - P11, et A%(x,0) = T72A ()T .
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On peut donc supposer dés le départ que Ao(x) est décomposée en blocs
All(x) l 0

Ay (x) =

Le calcul est alors pratiquement le méme que celui de la preuve du'théoréme P
chapitre V. Les relations entre les coefficients sont cette fois

Ay(X) Py(x) = Po(x) By(x) =0

2-1
Ao(x)Pz(x) - Pz(x)Bo(x) = szo Ps(x)Bx_S(x) - Al_s(x)Ps(x) + P' h(x) s 221,
Nous prenons Po(x) = 1id, Bo(x) = Ao(x), et les P2 et Bz se déterminent successivement
dans un voisinage fixe de x = 0, ol All(x) et Azé(x) n'‘ont pas de valeurs propres com-
munes. ®

2 - Aspect analytique du calcul.

De la méme fagon que nous ayons déduit, au chapitre ¥V, le théoréme 2 du théore-
me 1 & 1'aide du théoréme 1 du chapitre IV, nous déduisons ici le théoréme 3 du théo-
réme 2 & 1'aide du théoréme 1.

Théoréme 3 : = Soit D = eh Zdi - A(x,e) comme au théoréme 2 (e € t), avec

AO(O) =

22 ——

QZ.AJE et A, n'ont pas de valeurs propres commines.

- Pour tout ra yon % de t, il existe un secteur I*, contenant L, et une matrice

0<le|l <e,»e€x*, Plase) ~ SZO P_(z)e® Zorsgge e+ 0,

" _
e € I*, telle que le changement Y = P(x,e)Z transform en D = eh é%-— B(x,e).
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La matrice B est holomorphe pour |xz| < z, 0< |e| <e_, e € I*, et

| |
Blzye) v} Byz) ', e 0, ¢ €% ;

220
Bll(ac,e) 0 ‘
de plus B(x,e) = est décomposée en blocs de la méme fagon
0 l 322($,€)

que A (0).

Preuyve : Elle est si semblable & celle du théoréme 2, chapitre V, que nous 1'omettons.
n

I11 - Applications du découplage dans le cas standard : forme des solutions.

1 - Nous appelons cas standard celui ou Ao(x) a toutes ses valeurs propres
distinctes.

Théoréme 4: BSott D= eh % - A(x,€) comme précédemment.

Supposons que les valeurs propres A J(x),. ’ .,)\m(ac) de A _(x) sont distinctes (x voi-

~

gin de Q). Il existe alors une matrice didgonale Q(x,c) = ) Qk(x)e—k,' d coefficients
T "—' ‘ k=1 ° -

(>
holomorphes, Qh(x) ayant pour éléments J , Aj(t)dt (§ = 1,.0.,m) ; une série formelle
: o
%(x,e) 2 3 Yn(x)gn, a coefficients holomorphes, avec det Y o ¥ 03 telles que, pour
nzo ' ~

tout sous-secteur assez petit ¥ de i, il existe une matrice fondamentale Y(x,e) de
o Q(x,e)
8)@

solutions, holomorphe pour |z| < x5 € € t*, de la forme Yj‘(x,a) = '.\?(x, , avee

CY(x,e) v Y(xe) 5 €0 , € €1

Preuve : « L'application répétée du théoréme 3 montre qu'il existe des matrices

P(x,e) et B(x,e), holomorphes pour |x| < X1> € € I*, P inversible et B diagonale

(dfé]éments bj(x,s)), telles le changement Y = PZ transfoﬁme Dent = eh é% - B(xse).

. La solution générale de 1'équation scalaire ehj' = bj(x,e)y est
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_h . h"l Y‘-h X r
oi(t,e)dt) = cte exp( ] < ([ Bf(8)at))y 00e),
0 r=o o J .

X
y = cte exp(J

ou yj a un développement asymptotique en ¢, commengant par un terme non-nul.

Comme bj(x,O) = A;(x) (d'aprés le théoréme 2), la preuve est compléte. =

J
2 - Exemple : 1'équatidn de Bessel.

Dans 1'équation xzy" + xy' + (xz-A

pour |r| grand. A cet effet, on pose u(x) = x

2)y = 0, nous voulons examiner ce qui advient

1/2 y(ax), et u est solution de

2

w02 - 0% -p Hu=o.
X

y
a).Posons Y1 = U ¥y = % u' , e = %., Y = ( 1\>. On obtient le systéme équivalent
_ , ¥ ,

eV

T
S

(o 1) - 1
s R(X, =1 - +
0 ey l-Z

_ ' 0 1
Ici h=1, Ao(x) =< 1 > Supposons que 1'on se place au voisinage de Xy £ 1:
- 0 '
X2
Ao(x) a alors des valeurs propres distinctes * —%? - 1, et on peut appliquer le
X

théoréme 4.

- Dans la pratique, il est souvent plus commode d'utiliser la forme a priori donnée
par le théoréme 4, et d'en déterminer les coefficients directement. Par exemple, ici,.
nous savons qu'il existe des solutions u,(x,1) asymptotiques a

0, (xa) = e ) 7 owtnd

La "phase" ¢ satisfait 1'équation m'z = i% -1, et les u§ satisfont 3 un systé-
' X

me de relations obtenu en &galant a 0 tous les coefficients des puissances de %-dans

1'expression de u" +'(>\2 -‘(Az --%J Q%)u ; ce systéme est de la forme
X
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1 ] 1 —_
Zq) uo+(p UO—O

2(.pl u .l + q)ll u

j . = yne fonctiondes u_, 2 <Jj j%; 1.

J %

- Calculons ¢ et u, pour x réel, voisin de x, > 1 :

o(x) = i J (1 - i%)l/z dt = i(x2-1)2 - 4 arc cos 1 .

ug(x) = xMe(x2-1)7H4

Pour x voisin de x. < 1, on trouve

0

(D(X) = (1-x2)1/2 + ]Og X ) U (X) - Xl/Z(l_XZ)-1/4 )

(xx) (ou

b) Si 1'on désire connaitre des expressions asymptotiques de xl/2 H;

_xl/z-HA(Ax)) lorsque A » «, x voisin de x,, on écrit

2K Ox) = e, (0, (61) + e ()u(x:0) 5

ol c, sont des constantes a déterminer.

En principe, on peut calculer c_ en comparant les va1éurs des fonctions et de
leurs dérivées au point Xy

Malheureusement, les fonctions Hi‘”’z.(xx) ne sont pas aisément identifiées par
leurs valeurs en un point X = xo,'mais bien plutdt par leurs comportements lorsque
|X| + + = ou |x| -~ 0 (pour ) fixé). On ne pourra donc déterminer c,_ que si 1'on con-

nait les comportements de u, lorsque |X| » + = ou [x| > 0, [pour A fixé.

La. théorie faite dans le cas standard (théoréme 4), étant locale au voisinage
d'un point, est insuffisante. Nous présentons ici un calcul dans 1'esprit de cette
théorie, mais plus fin. Dans toute la suite, nous supposons x réel.

L'idée consiste a "faire varier la constante” en utilisant une solution approchée
de u" +_(>\2 -‘(Az --%) i%)u = 0 , puis & résoudre la nouvelle équation obtenue par la
X
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par la méthode des approximations successives.
i) Supposons d'abord 0 <x ¢b <1.

« On pose u = z uo(x) ex“‘x) » O uy et gont été calculés en a). L'équation cor-
respondante pour z peut s'écrire sous forme intégrale ‘

2(x) = 1 - JX K(x>t)F(t,1)z(t)dt , ol

0
4s 2 u(t)2 )
P =t K =21 exp(2: (9(£)0(x))) | -

Comme @ est croissante, @(t) - ¢(x) < 0 pour 0 < t< x<b<1, et 1'éxponentie11e
apparaissant dans K(x,t) est bornée pour Re A > 0. Comme F et uorsont aussi bornés,
on obtient |F(t,r) K(x,t)| < cte s, pour Re A >0, 0 <tsx<b<1 (c'est-a-dire
dans Tes conditions de 1‘integra1e) ' '

- Nous posons maintenant zo(x) =0,
x .
zn+1(x) =1~ Jo K(xst) F(t,2) zn(t)dt (n 20) .

On obtient aisément, par récurrence, que

cte.x\n
) .

1Z41(X) - 2 (x)| ﬁ% (-TXT__

‘Donc 1a suite z, converge, uniformément pour Re A >0, |a] >1, 0 <x sb <1, vers
une fonction z(x), de classe C2, sat1sfa1sant 1'equat1on voulue, et telle que

z(x) =1+0 QT—T)
IT existe donc une solution u telle que
_ A X) X '
u(x,2) = uy(x) e (1+0(Tﬂn , Q0 <x ¢b <1 ,Re 1z Ml

. Admettons maintenant les fofmu]es

oy x/2) 2 ’
0w B
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o2 o1 o o
TOFL)” ~ sinoam “T(I-a) vt

NA(Ax) ~ (cotg Al)

-1/2

En écrivant x ~/° u(x,x) = ClJA(AX) + Co Nl(Ax) et en faﬂsant tendre x vers 0_ , on

trouve, compte tenu des expressions de uj et ¢(x), xnl/ziu(x,x) & (x/Z)A e! , et donc
_ ! :
C1 = et A7 r(xl), ¢, ='0. On en déduit, en utilisant 1a formule de Stirling qui

donne

e =22 (140 d) ) que
AL ‘ |

3,0 = X2 w0 29 (140 §)) = (2R ugtx) ™) (14030

pour 0 < x ¢« b <1, Re 2 > 0.

ii) Supposons maintenant 1 < b < x.

~+ La méme méthode qu'au i) (ol u, et ¢ ont d'autres valeurs, indiquées en a))
conduit & 1'équation intégrale

1o .
z(x) =1+ J K(x,t) F(t,A) z(t) dt .
X

2
On a toujoursF(x,:) = —515—2—2 , d'oll ici F(x,1) = 0(x'2).'D'autre part

4(1-x7)
u2(t) |
K(xot) = - g [ 1= exp(2A(0(t) - 0(x))) |-

Comme - i@ est croissante, 1'exponentielle apparaissant dans K sera bornée pour t > X
Im » > Q. Donc ' '

|F(t.n) K(x,t)| < T———? pour Im2 >0, 1<bg/xst.

Nous bosons maintenant zo(x) =0,
+ o
zn+l(x) =1+ Jx K(x,t) F(t,A) zn(t)dt (n=0).

On obtient aisément, par récurrence,

1) = 20001 s 7 (5"
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Comme précédemment, on en déduit 1'existence d'une solution z(x,A) vérifiant
_ 1
z(x,A) =1+ 0 (55) »

c'est-a-dire 1'existence d'une solution u(x,r) telle que

u(xan) = ug(x) €N 140 (1)), maso
| Ial 21
1sbsx

- D'aprés le chapitre V, II.2 exemple 1, nous avons

2 )1/2

1,2 ‘

exp [i i(ax - %;-- %)]
(£ pour 1,2) lorsque x » + =, A fixé, 0 gargr < I .

ha u(x,x) =4 H%(AX) ) Hf(xx) et en faisant tendre x vers # =,

1/2 jin/4

"En écrivant x

il v1ent un~ exp(iax - ia , donc ¢, =0, ¢ ) . Nous obtenons ainsi
2' 2 1° x

H;\("x )12 T 14y () e)"(p‘x) (1+0 .(5:1;?))

} = (zﬁxg
pour Imx > 0, 1< b <X
Debia méme facon, qn'peut ainsi obtenir
H () = (m) 2T/ g (x) e (140 (3)
pour 1< bg x, Im A<0. |
Les formuje; asymptotiques obtenues aux points i) et‘ii) sont dﬂes,a Debye.

En particulier, on observe que lorsque A + + » (par exemp]e), Am(x) est

oscillante pour x > 1, monotone pour X < 1. Au point x = 1 de transition entre ces
deux régimes, la matrice Ao(l) est nilpotente, et i1 faut faire une &tude spéciale.

IV - Points de transition d'Airy.
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1 - Points de transition et shearing.

h d

Considérons un systéme D = ¢ - A(xse) 5 A(XxsE) ™ ) An(x)en ,€+0,¢e €L,
>0

comme précédemment.

Si la matrice A (0) n'a qu'une valeur propre, il n'est pas possible d'utiliser
une procédure de decoup]age de D (théorémes 2 et 3) pour sﬂmp11f1er 1'étude. On peut
alors tenter d'imiter la procédure employée au chapitre V, ‘I .4, pour produire un nou-
- veau systéme pour lequel AO(O) a au moins deux valeurs propres distinctes. En contras-
te avec la situation d'alors, cette procédure ne méne ici qu'exceptionnellement au
succés. Yoyons pourquoi.

- Soient xl(x),...,xm(x) les valeurs propres de Ao(x) : [par hypothése,
x1(0) = ... = xm(O) = A, mais les Ai(x) sont en général distincts hors de x = 0. Nous

avons un cas de "multiplicité (des valeurs propres) variable (avec x)", trés délicat..

. S, par miracle, A4(x) = ... = Am(x) = A(x) pour x voisin de 0, on est dans un
cas de "multiplicité constante”.
-h X
Le changement Y = exp(e J_ A(t)dt) Z nous raméne aujcas A(x) = 0. La matrice
0

Ay(x) est alors nilpotente pour tout x, mais cela ne veut pas encore dire qu'elle

soit holomorphiquement semblable & une matrice constante, éous forme de Jordan : il

existe T(x), telle que T'l(x) Ay(x) T(x) a la forme de Jordan, mais T(x) n'est peut-
_ |
étre pas holomorphe. Par exemple, Ao(x) = ( 8 é ) est semblable & ( g é ) pour

Xx £ 0, et nulle pour x = 0.

¥ Supposons maintenant qu'il existe T(x) holomorphe te11e que T'l(X) A (x) T(x) =d,
matrice constante sous forme de Jordan (en particulier, tous les invariants de A (x)
sont fixes avec x). On tente alors le "shearing", c' est-a-&1re une transformation

Y = SZ, ol
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Le nombre g est choisi en sorte que le terme principal du nouveau systéme obtenu
présente, en plus des termes de Ao(x), un terme non-nul sur ou en dessous de la dia-
gonale.

La difficulté consiste en ceci : dans les nouveaux systémes apparaissant &
1'issue de cette procédure on n'est pas slir de bénéficier & nouveau des miracles qui
ont permis de mettre en place Te "shearing”.

Dans Tes cas trés favorables, on parvient, en répétant l1a suite des opérations -
réduction holomorphe du terme principal - shearing - découplage, & une solution com-

pléte.

Dans Tes autres cas, on dit que x = 0 est un "point de transition” (également
“turning point").
)
0/

ed : 1
) Z ; on prend g =7 d'ol
e /.

Exemple : Soit le systéme eY' = ( 2(1+x) }i ) Y.Onah=1, Ao(x) = ( 8

En posant Y = ( | )Za il vient Z' = ( 01_
: ed e~ 9(14x)

0 1

le nouveau systéme nZ' = ( 1+x 1

) Z,n= 61/2 : on est ramené au cas standard.
2 - Points de transition d'Airy : définition.

Nous considérons un systéme D=¢ é% - A(X,e) , o0 A est une matrice 2x2, holo-
morphe pour |x| < x, , |e| < e, . On suppose A(0,0) nilpotente, c'est-a-dire A(0,0)=0
ou A(0,0) = ('8 % ) ; '

Définition : Le systéme D posséde un point de transition d'Airy en x = 0 si

i) A(0,0) est semblable a ( 8 8 ) .

i) 3 (det A(x,O))‘x=0 +0.

On a immédiatement une premiére simplification.
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0 un point de transition d'Airy. Alors il
existe une fonction ¢(x), holomorphe, ©(0) = 0, ¢'(0) # 04 et une matrice P(x), holo-
morphe ainsi que son inverse, telles que les changements d'inconnues et de variable

Proposition : Soit D un systéme ayant en x

fl

-<
"

X
P exp(é%-f [trace A(s,0)]ds)Z ,
0

t = o(x)

€ a‘it- - B(t,e) , ol B(t,0) = <2 é>

| _ X | ,
Preuve : « Le changement Y = exp(f%-f [trace A(s,0)]ds)U conduit au systéme

~transforme D en B

0
e'g% = [A(x,e) - %—(trace A(x,0))id]IU = c(x,e)U , ol trace C(x,0) = 0 . De plus
o _ /0 1 _ 2
€(0,0) = A(0,0) = 0 0 |°* et det C(x,0) = det A(x,0) + O(x") .
+ Posons a(x) = - det(C(x,0) : I1 existe T(x), ho]omoqphe ainsi que son inverse,
| -1 _ {0 1 _ [xb(x)  1#xd(x)
telle que T CT = (a(x) ()) . En effet C(x,O) = ( e(x)  -xb(x) ,» o b, d, e
sont holomorphe, et e(l+xd) = a - b2x2 ; considérons le #ystéme ;
xb(x)a + B(1l+xd) =
ea - xbB = 0
b2x
comme e = xe(x), e(O) *# 0 par hypothése, onaa=—, d'on B(l+xd+ =) = 1. La
: Y
1 0)
matrice T(x) = en x = 0, et réduit C @ la forme
. 0 B(X) |
1 1
voulue. Le changement U = TV conduit au systéme eV' = (i[( ) ‘> v - sT'l T'V ..
' - a(x 0

1 0 |
- Finalement, posons V = Z, t = o(x). On obtient eZ' = B(t,e)Z, ol
' 0  w(x)
0 w(x)

a/w 0

B(t.0) = X
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a dx 2

On veut donc~%% w = 1,-5 a=t, soit a(x) = o(x) (@'(x))" : Cette équation a pour

X
solution @(x) = (% J a(s)l/2 ds)z/3 ; comme a s'annule exactement @ 1'ordre 1 en x = 0,
0 _

X
a(x) =x 7§ a,. x",a +£0,o0na J al/? g4s = x3/2 Y Cp X", c

o + 0 , et 1'on prend
r>0 ) rso

0

pour ¢ 1'une des trois déterminations possibles, qui toutes s'annulent exactement &
1'ordre 1 en x = 0. "

3 - Réduction formelle.

» Supposons que dans le systéme D

et non pas simplement A(x,0) = ( g é

Alors eyy = ¥, » eyp = Xyq » soit ezy;

2

dvy

——21 = Zyq1 s qui est 1'équation d'Airy, déja largement étudiée aux chapitre I et V. Le
dz

probléme est alors considéré comme résolu.

eadi' A(xse) 5 on ait A(X,e) =<g é) ’

» comme il résulte de la proposition du §2.
2/3

N ~~— 1

Xy; : en posant z = xe '~ , on trouve

+ Notre but est donc d'éliminer de A(x,e) la perturbation A(x,¢) - A(x,0) ; comme
d'habitude, ceci se fait en deux temps : réduction formelle, aspect analytique.

Le théoréme suivant indique Ta réduction formelle.

- Théoreme 5 : Soit D = ¢ % - Alx,e), ol A(x,0) = A_ = ( ¢ 4 ) . Il existe une série
shevigie © bl == 0 x 0 —_ -
formelle P = 2 P e (x) es, d coeffictients holomorphes, P 5 inversible, telle que le chan-
820

gement 'd'inconnues Y = PZ transforme D en U = ¢ é% - ( g g ) .
Preuye : Comme d'habitude (cf. chapitres III et V), il s'agit de résoudre eP' = AP - PA,.

-~

Les relations a satisfaire sont

n
o

AOPo - POAO‘

APy = Poho = Ppoy - & Aspz-s =Pyl
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D'une part on ne peut pas résoudre AOPQ - Pon = FQ pour n'‘importe quelle F2 i
d'autre part on n'a pas, comme au chapitre V, théoréme 1, le moyen de modifier F2 pour
permettre cette résolution.

=

On va tourner a notre avantage le fait que X +1A0X - X%o n‘est pas surjectif : son
noyau contient.A0 et id, nous prendrons donc non pas Po = id, mais P0 = ql(x) id +

=~

q2(x)Ao, ou q; et g, sont des fonctions d choisir (c'est donc la présence du terme

PI

o1 dans F qui va nous sauver).

- Compte tenu de la forme trés spéciale de Ao(x), nous aYons le

i
|

| .
Lemme :  L'équation A X~ XA, = F a une solution si et seulement si trace F = 0,
_ 1
f1 Ta
fs fq

} {0 0 :
),gﬁpeutprendre}{—(fl fz)'

trace AOF = 0. Dans ce cas, st F = (

. =( B - = y-BX §=a . -
Preuve : Avec X (,Y s ) » on trouye A X XA, ( ~x(8-k)  =(y-8X) ) . La condition

trace AF = 0 signifie xf, + f3 = 0, d'ol le lenme. =
- La premiére relation a satisfaire est
APy = PiAg = Py = APy = Fy = a] + Ajas - Ajag + (A = AjAg)ap -

D'aprés le lemme, nous pourrons trouver Py holomorphe soluﬁion de cette équation si et
seulement si trace Fy =0 et trace(AoFl) =0, soit

' 1
0} = 5 tr(A)a; + 3 tr(AA ),
s =1 A)ar - L (1 - x tr(A
XqQy = 7o tr(Ay o)ql 7 ( X r(A;))a, -

. Plus généralement, on prendra Pn = 32 + ql(x) id + qqu)Ao’ ol ?2 est une solution
particuliére de la relation d'indice 2 et 9 et dy sont des fonctions d choisir telles
que tr(Fz+1) et tr(Aon+1) sont nulles. Ceci é&quivaut a un‘systéme sur g et g, de la
forme

. 1 1 i
qj- =7 tr(Ay)ag + % tr(AjA))q, + quantité connue

Xq5 =-% tr(AjAz)a; - %_(1 - x tr(A;))g, + quantiteé connue.
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La preuve est donc compiéte en vertu du lemme suivant.

g4 (x) >

Lemme : Soit le systéme ( g Zv) Y' = H(x)Y + < o les g; et H sont holo-
' ' gzéx)

: g
morphes, et Hyo(0) € 2. Alors ce systéme posséde une solution Y = < gl ) holomorphe,
2

avec y,(0) = 1.

Preuve : C'est une simple application de la théorie générale du chapitre III. Le systéme
s'écrit |

dy ( x 0 ) ( X9y ) ( X 0 ) ( 0 0 )
X HY + . Enx =0, H = s
ax - 1) 9, 0 1 Hyp Hyo

et 1'hypothése assure que 1'on peut réduire le systéme &

4z 0 0 xﬁl(x) -
X ax = ( ) Z+ ( - ) » avec g; holomorphe.
Hp1(0)  Hypp(0) - Go(x)

On peut diagonaliser 1a matrice ( 0 0 ) a 1'aide d'une matrice de passage
| Hp1(0)  Hyp(0)

T = ( 1 g ) , et le changement Z = TU conduit au systéme

o
x U ( 0 0 ) u+ ( xal(X) ) avec g, holomorph
= . N e ‘ 4 e.

On a maintenant deux équations scalaires

On résoud la premiére avec u(0) = 1. Quant a la seconde, une solution particuliére en
. % :
est uy(x) = x" [ j '33(t)t'”'1 dt + ¢ 1, ol lal est petit et non nul, c une constante &
_ a
2 : r o % -u-1 2' By -u : !
choisir, p = Hy,(0). Comme 43(t) = ¥ 8t J Yo(t)tWdt = L = m x"H - alTHy,
r>0 a
B

8 .
r .r r o _r-p\.n ‘s _ B’ r-n
et u,(x) = Y o= x + (c - ) —a )x . On choisitc = ) — » et u,(x)

2 rso F¥ rso ©H pso IH 2

est holomorphe, ce qui compléte la preuve. .
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4 - Aspect analytique du calcul.

Cette partie est assez délicate, puisqu'elle consiste a résoudre 1'équation
eP' = AP - PA0 par la méthode des approximations successivest aprés 1'avoir écrite
sous la forme d'une intégrale sur un chemin convenable (cf. preuve du théoréme 1).
Nous omettons la preuve et mentionnons le résultat.

Théoréme 6 : Pour § >0, B; et B, arbitraires, désignons par Rj (§ =1, 2, 3) les

régions de l'espace des (z,e) définies par

B; sarg e $ By el <€,

2j-5
3

-5/

I+ § sarg(xe )5—2‘77—1-H—6(j:1,2,3), lz| <

(3) (2, €), P(j) (x,€) " EPs(ac)e:S

Dans chaque Rj’ il existe une matrice holomorphe P
820

uniformément dans Rj lorsque € ~ '0,‘ ‘telle que le changement Y = P(J) Z 'traﬂéfo’me

D=ead,z-A(x,e) en3=e%—(g é)

Enfin, pour les mémes raisons qu'au chapitre V, un phénoméne de Stokes apparait
dans le cas d'équations contenant un grand paramétre. I1 es& trés difficile de le dis-
cuter en général (méme dans le cas standard de III), car onlne connait méme pas 1a
taille de =*. Dans le cas d'un point de transition d'Airy, cette &tude peut é&tre faite,
mais nous 1'omettons.

5 - Exemple : 1'équation de Bessel.

a) Dans la partie III, nous avons introduit le‘systéme eY' T ( QR é ) Y,

R(x,e) =1 - J% +-—52 » pour étudier y(Ax) lorsque 1 est grénd, y étant une solution
X 4x= - ‘
de 1'équation de Bessel xzy“ +xy' + (xzflz)y =0 (x = l/e)% Nous avons
Ao(x) = ( 0'1 1 ) , et donc x = 1 est un point de transition d'Airy pour ce systéme
1- = 0
Z .
X

(et aussi x = - 1).



-91 -

La suite des réduction indiquées dans la proposition du §.2 se réduit ici a poser

Ve (0w )20 t= ol ot at) =273+, o) = 23x1) (1= (s,

0 u)(X)
On obtient un systéme ¢Z' = B(t,¢)Z, ol B(t,0) = ( 2 é > , tandis que Bl(t) est
de 1la forme 8 2 . Avec les notations du théoréme 5, on a donc
91(0) - 9,(0)
PO(O) = ( ' ) ; comme BB, =0 , la matrice H du systéme
0 ql(o) ‘t=0

(1 0 ) ( o ) . H(t) ( "1 ) vérifié par ( " ) satisfait H,,(0) = 0, et donc
0o t)\q %, a, 21 ;
91(0) =1, g,(0) =0 .

Donc, dans tout domaine du type défini au théoréme 6 (avec x remplacé par t = o(x),
x proche de 1), il existe des fonctions holomorphes a(xX,e), b(x;e)'(asymptotiques aux
séries formelles déduites du théoréme 5), telles que pour toute solution y de 1'équa-
tion de Bessel, i1 existe une solution w de 1'équation d'Airy, avec (A = 1/¢)

xl/2 y{ax) = a(X,¢) w(¢(x)12/3) +_A'1/3 b(x,¢) w'(w(x)xz/3). De plus, 1im a(x,¢e) =1,
4 _
xs1
Tim b(x,¢) = 0.
>0
X1
2/3

b) Pour obtenir des expression de JA(Ax) et Nk(xx) en termes de Ai(@r™' ), par exemple

pour x réel voisin de 1, et Re A > 0, i1 faudrait utiliser les formules de Debye pour

des valeurs x = Xy s Xg # 1, X, voisin de 1. Nous ne poursuivrons pas ces calculs.

V - Points de transition (cas général) : Réduction formelle.
Considérons une équation scalaire
| i, 22 _
(E) y'"+ 2" R(Xx2) y =0,

ol x € D (domaine simplement connexe du plan complexe ou intervalle réel), » € S (sec-
teur du plan), et R posséde une expansion ‘

R(x>2) ~ J R

Lo oD L ase , aEs
> 3
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a coefficients Rp holomorphes dans D (ou C* si D est un intervalle réel).
Nous allons montrer qu'il est possible, formellement, pe réduire 1'étude de (E)
a celie d'une équation (F) & coefficients polynomiaux. Plus| précisément, soient

Xys+.«sXy les zéros de Ro(x) dans D, de multipliciteés Mys««-sMy = ces zéros sont les
N ’ \ _

points de transition de (E). Si u = 3 mj est Te nombre total de ces points, 1'équa-
J=0

tion (F) sera de la forme

u y
(F) u" + (ki Yk gk) u=0, o0 lesy, dépendent de i .
' v =0

La méthode utilisée est voisine de celle du §. IV : introduction d'une nouvelle

variable @(x), puis réduction formelle conduisant & résoudre un systéme & point sin-
gulier régulier. Pour toute solution u de (F),

sera solution de (E).

1 - Mise en place du calcul .

Nous cherchons y sous la forme y(x)

B(x2) v(e(x)) + L2 vi(g(x)) . ot v

satisfait 1'equation

n
o

(G) . v+ 12 P(Xxs1) ¥

x,2) » § mi(x) 27 sont

Ici @ 5 B(XA) v ] Bp(x.)A-p', C(xsa) v § C, 274, etp 3

p=0 150 ¥ jz0

a déterminer en fonction de R, les I étant des polynomes de degré y.

Nous avons y' = B' v(q) + be' v'(o) +-§- v' (o) +-% o' v'(o)

1 | O | ] 1 17 ] 2 731 " C ' ; RYL
y" = B" v(p) + 2B'¢' V'(e) + Bo" v' () + Be' v'(0) + 5 Vi(9) + 2 2 v"(e) +
n 1] ] 2 in
f%wv'mfgw V" (o),



= G

et v" = - )‘va, v o= - AZPIV - Azpv'. Donc y" + )\ZRy = H V((p)‘ + KVIF((p)9 ou
- N )\2 2 - 27xctQ! " 12 pr 2

H=B" - P(¥)B® 2Ac’@' P(®) - cAo" P(p) - ca®'” P'(¥) + A" RB .

K=2B'9" + B®" + %— - @2 P(9) + ARC .

L. . 1
- Nous écrivons que H et K sont formellement nulles comme séries en T

+ Les termes dominant sont respectivement
AZ[R - 1.(y) '2]B et A[R. - 1_(y) 'Z]C
o - To\®® 1By € o ~ ol®IP by

et comme nous voulons Bo £ O,,Co ¢ 0, nous prenons ¢ et T, satisfaisant 1'"équation de
phase" ' ' ’ '

Ro(X) = 0'% o).

+ Les termes suivants sont d'ordre 1 et O respectivement, avec pour coefficients
Hy = - 2¢' € 1yl - Cyle" Mole) + o2 mi(e)) + By(Ry - mj(e) '2)
1 ¢® Yo Mol 0\@ Thle) T o Ihle o\f1 - Mlwje .
K = 2o B!+ B o+ C (Ry = me)e'?)
0o~ @ Fo" S0 @ ot"1 ~ Mivie I
Le systéme H1 =0, Ko = 0 déterminera Bo et Co et nl;
+ Plus généralement, B_ et C_ seront déterminés par le systéme obtenu en écrivant

p P
1

que les coefficients de A*P et A7P dans H et K sont nuls (p > 1). Ce systéme est de

la forme

1 ' 1 12 ,2
2¢ Ho(cp)Cp t (0" Il + ¢ T(0))Cy - By(Ry - My(0)el™) =ap, ..
D) g 8t 48 o + (R 12y =
© By + By @ + Co(Ry - m(0)e'™) =8 »

n p .2“ [ )
ol oy = Bp_1 +‘j21 [Rj+1"'(¢ ) nj+1(q9]8p_j

B 2
- L Coj (cp 15(0) + o

b ) - 20§ gty
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- IREYA :
: Bp = Cp 1 ng [Rj+l ((D ) Hj+1(w)]cp-j .

I1 permettra de déterminer Bp % Cp et nb+1 ‘

2 - Résolution de 1'équation de phase.

) iz -‘ 12 ‘
C'est 1'équation R (x) = o To(o) -
|

_ . - N m:
i) On veut ¢' + 0, donc 1y (y) doit &tre de 1a forme my(e) =C 1 (0 - ;) J, ol
j=o0
05 = w(xj) , C : cte. En intégrant il vient
o(x) N :
(v.2) [ (Y2 e - [0 (s - g™ s

%o @ J=0
Pour x = X3 (J > 1), on trouve
X ; _ OF ‘ ‘
J R : J N ; |
| J (1?)1/2 ds = J m (s- qh)mJ/z ds , j=1, ...,N.
.Axo P j=0 .

En prenant ¢ arbitraire, on peut considérer le systéme ci-Pessus comme un systéme de
N équations en les N inconnues ©pseesy - Nous admettrons hu on peut toujours trouver
CIERRRRT 1 satisfaisant ce systéme, et qu a]ors 1'équat1on (V 2) détermine ¢ avec les
propriétés suivantes :

i) @ est holomorphe dans D (ou C* si D est un 1ntérva1);
i) @(xj)=¢j s J20.
iii) ¢'(x) # 0 dans D.

ii) Exemples.

Exemple 1 : D contient un seul point de transition x, . Alors N = 0, my

& o(2) = [E‘Z‘EJ 0y1/2 s ] RA 9 = 0

- — yM
= 1, no(x) = Cx
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Exemple 2 : D contient 2 points de transition simples : My =my =1, u=2,N=1.

En prenant C = - %—, et ¢ = - qb,'(V.Z) devient

. o 0 " 2 X 172
o (s -¢b) ds = -7 9 ['Z - arc sin &%-+ 1- (Eg) ] =2 Jx (-R ds ,
0 ' 0

: J"l i/z « ) 1/2

3 - Résolution des équations de transport.
Ce sont les équations (v.1).

i) La seconde &quation n'est pas singuliére, car ¢' # 0. La premiére est singuliére en
' m, , m.-1
j J . Notons qu'alors Hé(w)'" cte(x-xj) 37, en

sorte que si Rl - HIUpywz s'annule en X; d'ordre mj-l » 1'équation de (V.I) qui déter-

mine B, aura en X5 un point singulier régulier. Plus précisément, (V.I) sera un'systéme

m.
de la forme &tudiée au paragraphe IV, 3) (preuve du théoréme V), avec H22(xj) = 7% ’

chaque point x:, ol T (v) ~'¢te(x~xj)

Dans 1e cas oi m; est pair, on devra faire une étude plus fine.
i1) En fait, on peut &crire explicitement les solutions du systéme (V.I). Posons

X
8(x) =.% [x R;1/2 ( Ry - ((D')2 T () )Ads.,
0

On obtient, avec des constantes arbitraires A et A' ,

~-1/2

B, = (@) (A cos 6 + A" sin @)

Co = (%i)+1/2 (A sin & - A' cos 8) .
o _

Les solutions Bp et Cp du systéme avec second membre sont obtenues en faisant “varier

la constante".

Comme on désire que BO et Co soient réguiiéres, on prend A' = 0, A = 1, et on deman-
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m,

1 ' = ' ! J - -

i et que o' s'annule en X5 @ 1 ordr?-jr 1. Les y + 1 coef

ficients du polynome nl(x) devront donc satisfaire au systéme des ] (mj-l) + N = -1
‘ J

de que ¢ s'annule en X

conditions linéaires correspondant :

o(x;) = 0 (G =1,....N)

(V.3) 4K .
/ d—E[Rl-«p' i) || =0 . g0,
\\ B it 0 <k < M2

. Plus généralement, en supposant déja connus les Bj " C%, 341 ( gp-1), on dé-

terminera 1 1 par un systéme de conditions analogues, déduites de 1'expression de

p+

Bp et Cp . Ces conditions portent en fait sur o

ditions sur LNE) grice a la forme de o

D’ et peuvent étre traduites en con-

b I1 se trouve qu'on obtient un systéme linéaire
(inhomogéne) sur les coefficients de nb
que celle de (V.3). Nous ferons donc 1'hypothése :

41> dont la matrice p - 1 x y + 1 est 1a méme

(H) La matrice y - 1 x y + 1 du systéme (V.3) a pour rang p - 1.

Sous 1'hypothése (H), on peut résoudre (V.3), pour thdque'p > 0, aprés détermina-

tion convenable de np+1 s

Exemple : Revenons & la situation de 1'exemple 1 de 2) , od D a un seul point de tran-
sition Xo

~

-« Sip=1, i1 n'y a pas de conditions & satisfaire sur (e autres que e(xo) = 0 qui
est yérifiée par construction ;‘on peut donc prendre np ar?itraire (p > 1), par exemple

2

My = 0. L'équation (G) est alors, en prenant la constante C=-1,v"-2%xv =0 : on

s'est ramené a 1'équation d'Airy, comme en IV.

« Si p » 2, on peut prendre les T, (p »1) de degré u - 2. Le systéme (V.3) est alors

un systéme carré y - 1 x y - 1 en les coefficients de ny , dont la matrice est triangu-



-

taire inversible, puisque les conditions s'écrivent
m(0) = * , mW(0) =* ,..., nﬁu'z)(o) = *

(Tes étoiles * désignant des quantités connues en fonction de Rl et ¢) 5 1'hypothése
(H) est vérifige. '

4 - Réduction & 1'équation (F).

Aux paragraphes 1), 2), 3), on a obtenu une réduction de (E) a (G) :
vt o+ AZ P(xs1) v = 0. '

Pour obtenir (F), on fait un simple changement de variable, destiné a normaliser
le terme de plus haut degré de no(x). On pose v(g) = u(xz/“+2g)', d'ol

vt =y u'( A IR = M2 eyl

u , - -3
En notant nj(x) =y YKj x*, on obtient les coefficients y, o AZ(“ k)2 L Yg. A .
| k=0 o NES NN

de (F), et 1'expression de y en fonction de u.

Exemples : Dans le cas d'un point de transition simple, (F) est 1'équation d'Airy
u' - gu =0 | |

* Dans le cas d'un point double, en prenant la constante C = f.% , on trouve pour
(F) 1'équatioh de Weber

2
u"_—(T+YO )U?Os

oﬁ_yo IR ) A d Yo (sur 1'équation de Weber, vair chapitre I, II.3).
: j»1 J
| Dans le cas de deux points de transition simples (exemple 2 du §.2)), on obtient
de nouveau 1'&quation de Weber ‘
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VI - Etude asymptotique dans un domaine non-borné en X.

Considérons une équation scalaire du second ordre dei]a forme y" - AZ P(x) y=0,
ol P est un polynome de degré m, et A (A € €) un grand paﬁamétre.

Nous esquissons ici une description des objets géométriques qui apparaissent dans
1'étude de cette équation Torsque A » + « .

1 - Equation de Riccati associée et solutions formelles.

‘A cause du caractére exponentieT probable des solutions, on pose u = %&— ; cette

fonction est solution de 1'équation de Riccati

u' o+ ul -.xz P(x) =0 o (VI.])

u= >\P(x)1/2 - %- ;%é?l + TM(Xs21) et

us= -, >\P(x)1/2 - %- ;%%?l + M(Xxs~-2) , oOU
R L ()
w) = 1 [P0V TR0 Py = e

Les Qn(x) sont des polynomes de degré au plus (m-1) (n+l) . m

-

On voit que ces solutions sont des séries formelles, & coefficients dépendants de
x, du "bloc" AP(x)l/2 .

Preuve : La substitution de 1'expression formelle de u dans 1'équation conduit, aprés
un calcul un peu laborieux, & choisir les Pn(x) satisfaisant aux relations

a0 =3[ 3 Bl & (B )]
AOREIR S I NORAON

P(x) =3 [ m1 P p () - pi(x) - j+é=n P(x) Py(x) ] , nx2.
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On vérifie alors les propriétés des Qn(x) par récurrence. =

Pour construire une vraie solution u de 1'équation de Riccati, asymptotique (en

~

un sens a préciser) a la solution formelle trouvée, on procéde en deux &tapes, comme
d'habitude : d'abord, on choisit une solution U asymptotique a u ; puis 1'on pose
u=14+ z, et 1'on cherche une solution plate de 1'équation en z par la méthode des
approximations successives.

« Précisons d'abord les domaines en x et ).
On note D un domaine simplement connexe du plan comp]exé tel que
i) Pour un g > 0 , |P(x)| » g Torsque x € D.

ii) Grdce & i), on peut définir P(x)l/2 dans D tout entier. On suppose que
prg'P(x)llzl <M, xeD.

On prendra dans toute Ta suite x € D, et A > 0 assez grand (ou, un peu plus géné-
ralement, |Im A| < & fixé, Re A > 0 assez grand).

. Soit g(x,w), holomorphe pour x € D, hrgw| < 2M et |w| > Wy > 0, asymptotique a

) wh Pn(x) au sens suivant : Pour tout entier positif N, il existe une constante CN
ns1

telle que

N
- -N-1
ls@ow) = T W Pp(x)] < CylM|

N
BRI R CON RS AC

N
léﬂ.(x,w) - 1 W Pi(x)

< Cylw]

Nous prenons h(x,A) = g(x,A P(x)1+2) , et U(x,1) =fA P(x)1+2 - %- §T§§l + h(x,A) . La

fonction U est asymptotique & la solution formelle correspondante u de la proposition 1

1/2

au sens déduit des inégalités sur g. En gros, U ~ u Torsque |A P(x)™'“| » + « .
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. Posons u = U + z. La fonction z est solution de 1'éq?ation

|

z' + 2 [ A P(x)l/2 - %- g%§§1-+ h(x,2) ] z + z2 i H(x,2) =0 ,

ol H est plate en ce sens que

VN, [HG) | < Gy [a PN

1/2

En posant z = A P(x) v , on obtient une légére simplification

(VI.2)  y' +2 {_-A P(x) /2 + h(x,2) ] v+ [ A P(x)1/2 ]lvz FL(GA) =0 ,

ou L est plate.

 Enfin, on a 1'artifice suivant :

Si Wy et w, sont des solutions du systéme

wi -2 [ A P(x)1/2 + h(x,2) ] Wy + % L(x,2) {ﬁwl + Wy ].+ %-L(x,k) .

(VI.3)
wé = 2h(x,A)w1 - %-L(x,x) [ Wy + W, ] - %-L(x,M) .
alors :
i) v = I¢WE?W— est solution de (VI.2)
2
. . . wl‘ + wl »
i) u(x,2) = A P2 - ¢ {,’-(%)- + h(x,1) + TJl?leTW'z' est solution de (VI.1

iii) Enfin,
Y(X,2) = p(x)_l/4 [1+w1+w2] exp[kjx p(t)l/2 dt + fx h(t,l)dt]

est solution de y" - A2 P(x)y =0 .

Ceci se vérifie directement sans difficulté.
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La tdche restante consiste donc & déterminer des domaines D dans lesquels le
systéme (VI.3) posséde des solutions wy et w, "aussi plates que possible”.

C'est la géométrie de ces domaines qui nous intéresse et que nous allons maintenant
expliquer.

2 - Domaines canoniques et lignes de Stokes.

Si x est voisin de Xy s P(xo) + 0 , la théorie classique montre qu'il existe des
a fX p(t)1/2 gt
solutions qui se comportent essentiellement comme e 0 (Torsque A > + «).

X

Les courbes, ensembles des points x tels que Re J P(t)l/2 dt = 0 , sont donc celles
X

0

sur lesquelles le comportement des solutions change : & décroissance rapide en 1 d'un
coté, elles deviennent grandes exponentiellement de 1'autre.

Définition 1 : Soit x, un point de transition d'ordre k (c'est-a-dire un zéro d'ordre k

de P(x)). On appelle ligne de Stokes une courbe x(s) (s » 0), continue, x(0) = X, »

X(s)

telle que Re J P(t)l/2 dt = 0 (on suppose que pour s > 0 , x(s) n'est pas un point

%o

de transition).

érentielle y" _‘12 P(x) y = 0) s'il vérifie les conditions suivantes :

—1

i) La frontiére 7o de @ est constituée de Tignes de Stokes.

ii) P(x) £ 0 & 1"intérieur de Q.

' % 1/2
iii) Si Xy € 99 1'application x » z = I(x) = I P(t)

%o

dt enyoie Q sur le plan des z
fendu 1e long d'un nombre fini de demi-droites verticales (ne formant pas de droiteé).

Pour justifier 1a'propriété iii), quelque peu mystérieuse, nous allons étudier
les lignes de Stokes sur des exemples.
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a) Disposition locale au voisinage de X

Soit Xo un point de transition d'ordre k :
P(x) = (x-x) Q(x) ,» Qx,) # 0 .

come P(t)Y/2 = (t-x )% () }/2 ,
X k+2 g 5 ]/
Hx) = J P62 dt = (x-x)) Z Ux) 5 od U(x) g Axg) VP

%0

La condition Re I(x) = 0 signifiearg I(x) = -I,IZ + 20 (L € Z) .

Soit k+2ar'g(x-x ) +arg ?I(x) '2' + 2,
arg (x-xo) = narg a(x ) t a7 H k_Zn + 0(x- [x )
= T(—zargQ(x)+ . k—Z'H+0(xx).

Les lignes de Stokes forment donc prés de X, une étoile & k+2 branches (réguliérement

espacées), centrée en Xx,.

- On a Im I(x) > 0 sur la branche £ = 0, avec alternance des signes d'une branche
a la suivante.

Exemple 1 : P(x) = (x-xo). On a k = 1, etarg(x-x,) = 3 -3- I+ 0(x-x ) La disposition

des branches et les signes de Im I(x) sont indiqués sur 1a; fig. 1 :
e |

{

N
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L'existence des signes * au-dessus et en dessous de la Tigne horizontale résulte de
la détermination dearg(x-xo) dans le domaine simplement connexe ol 1'on travaille ;

ce domaine est ici € fendu le long de Ta demi-droite x, + R_, et le choix de

0

est le choix habituel :

arg(x~xo)

Exemple 2 : P(x) = (x-xl) (x-xz), X; réeels, Xy < Xq- Le domaine simplement connexe ou

172 172 _

1'on a choisi une branche de P(x) sera ici C&{xl + R _}, et on prendra P(x)

pour X réel, x > Xy -

Ceci étant précisé, la disposition des Tignes de Stokes autour de Xy est la méme
qu'a 1'exemple 1.

Autour de x, , Q(xz) =Xy - %X <0, dqncarg(x-xz) = Z§E-+ 0(xfx2). La figure est

la suivante :

4)%;

s,
2
3

—

b) Disposition & 1'infini.

Lorsque |x| est grand, P(x)l/2 n xm/2 , et les lignes de Stokes s‘en vont & 1'in-
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fini dans les m directionsargx = %i:; I (L €17) .

Ces direction sont, bien entendu, celles des rayons séﬂarants de 1'équation
y" - AZ P(x)y = 0 , considérée, pour x» > 0 fixé, au voisinaje de 1'infini en x
(cf. chapitre V, II.1).

Si P n'a qu'une racine x_, k = m, et les k+2-branches des lignes de Stokes en x/

03
sont les rayons séparantsarg(x-xo) = %éﬁ% n (L€Z).

Si P a plusieurs racines Xqs...,X, s de multiplicités Gpseensly (al t ... ta, = m)

on a a; + 2 Tlignes de Stokes au voisinage de chaque X;. qui |se raccordent & 1"infini

aux m+2 directions des rayons séparants. Comme oq + 2+ ...40, +2=m+ 2 +2(2-1),

2(%2-1) lignes de Stokes doivent se raccorder entre elles, ou s'en aller & 1'infini dans

la méme direction.

Exemple 1 : P(x) = (x-X1) (X-X5) » X1 > Xp . Les direction § 1"infini sont % %-, t %% .

Deux des lignes de Stokes se raccordent pour former le ségment X1Xo

"é‘r\/4 e




it

Exemple 2 :

- ¢) Domaines canoniques.

Pour connaitre 1'image d'un domaine 2 par I(x), il est, en gros, suffisant d'é&tu-
dier I sur le bord du domaine.

Ceci résulte du lemme suivant (par exemple).

Lemme :  Sotit P(x) un polyndme, et @ un domaine simplement comnexe, délimité par des

intérieur.

2
Alors, st z, €30 , l'application I(x) = J P(t)

X
o

/2 dt emvote Q sur un demi-plan

ou sur une bande verticale. =
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Par exemple, dans 1'exemple 1 de a) (P(x) = x - Xo) o e domaine

-3 <arg(x-xy) < %

est envoyé sur le demi-plan Re z > 0 : il n'est donc pas ﬁanonique. En revanche, le
domaine

--% <arg(xfx0) < T

est envoyé sur le plan fendu le long de 1'axe imaginaire #égatif : il est canonique.

Dans le cas de 1'exemple 2 ( P(x) = (x-xl) (x-x2) ) 5 on prend

X |
I(x) = J P(t)1/% dt . Les signes de Im I(x) sur les lignes de Stokes issues de X, »

%

lTorsque |x| est grand, sont les suivants :

//
=10 J LA

+

Le domaine hachuré sur la figure est donc canonique : son image est le plan fendu le
long de 1'axe imaginaire négatif.

d) Domaines canoniques consistants et inconsistants.
Nous aurons besoin du raffinement suivant.

Définition 3 : Un domaine canonique @ est consistant si les demi-droites verticales

mentionnées dans la définition 2 sont toutes dirigées dans le méme sens.
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Exemple : Les domaines canoniques mentionnés en c) sont consistants. Le domaine hachuré
sur la figure 4 n'est pas canonique, car son image est Te plan moins 1'axe imaginaire.

3 - Solutions dans des domaines canoniques.

Le premier résultat indique 1'existence, dans un domaine canonique D, de solutions

wy et w, du systéme (VI.1) (§.1), plates en-% .

Théoréme : Soit D un domaine canonique. Pour \ > 0 grand, 1'équation y” - 32 P(x)y = 0

admet dans D des solutions de la forme

20 X .
(VI.4)  y, (e = P() % (1 +F,(,0) exp[ﬂj p(£)/% gt + J h(t,ﬂ)dt]

ou F,_ sont holomorphes dans D, et F, (x,A) ~ O Llorsque A ~ + » , uniformément pour x € D.

La fonction h est celle définie au point 1).

Si 1'on suppose maintenant D canonique consistant, on a le résultat remarquabie
suivant.

Théoréme : Soit D un domaine canonique consistant. L'équation y" - 32 P(x)y = 0 admet
dans D deux solutions de la forme (VI .4), et F, sont a décroissance rapide en X I(x),

uniformément pour x € D :

vy, 3c |F, (2,0 | < Cy | A 16|V

N’
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CHAPITRE VII - SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES LINEAIRES.

Le but de ce chapitre est double : d'une part on montre comment les résultats
du chapitre VI peuvent &tre utilisés pour étudier des équations aux dérivées partiel-
les ou des systémes ; d'autre part, on développe des méthodes qui permettent d'écrire
directement des solutions approchées, d'équations aux dérivées partielles contenant

-~

un grand paramétre (et qui sont, & ce titre, plus générales que celles du chapitre VI)

Dans la partie I, on présente la méthode de 1'optique géométrique et les objets
géométriques qui Tui sont liés : variété lagrangienne, flot hamiltonien, etc ...

'Dans la partie II, on discute le lieu entre les résultats du chapitre VI et cer-
tains problémes de la théorie asymptotique des équations aux dérivées partielles 1iné-
aires. ‘

Enfin, dans la partie III, on esquisse 1a théorie de Maslov.

I - La Méthode de 1'optique géométrique.

1 - Schéma de la méthode.

a) Dans toute la suite, nous emploierons les notations et définitions suivantes :

« Un multi-indice a est un n-uple d'entiers (uy,...,a.) (a; € N) : la] = apt...t0

est le module de o .

: n
@l =gyl il o, X Xp7 e Xpos 0y Tt T etc ...
' X 1 ax "
1 : n

« Un opérateur différentiel d'ordre m (m € N) sera de la forme

- (¢ ]
P(x,D,) = o}gm aa(x)_ pe

ol les aa(x)vsont des fonctions, dites "coefficients" de P (supposées ici assez régu-
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liéres).

. L'opérateur Pm(x,DX) = aa(x) Di-est la "partie principale" de P, tandis que
IOL =m .

les termes de P—Pm sont les "termes d'ordre infériéur" de P.

Le symbole p(x,g) de P est le polyndme (en g)

a (x) g* (zeth .
la%sm @

. Le symbole de Pp est le "symbole pkincipa]" de P : i1 est homogéne (en ¢) de degré

P(x:g) =

m.
. La transformée de Fourier de u(x) est la fonction u(g) = £2 e X8 u(x) dx .
' n
~ /\ A
. 0Ona Dju(g) = Ej u(g) , donc Dgu(g) = g% u(x) (c'est lajraison de 1'usage de Dj au
11 3,
ieu de J)
La formule d'inversion de Fourier s'écrit u(x) = 1 7 J e'X& ﬁ(g) dg .
(2m)" |
R"

b) Nous considérons des opérateurs différentiels contenant un "grand paramétre" t, de
la forme :
a k

P(X’DX’T)'=|a|Zk<m aka(x) Dx T (k € Z) .

A

D. , én sorte que 1'opérateur

IT est souvent commode d'introduire Te symbole DT = e

<P p stécrit

P = % b (x,7) DY,
|o]<m
K
ol b (Xs1) =y est un polyndme en =
o kKt
. Nous appelons symbole principal de P le polyndme Pm(x,;) = ) aka(x) g*

|a|+k=m
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Attention ! P n‘est pas homogéne ! on peut 1'obtenir en ne gardant des ba que Tes ter-
mes principaux non nuls pour T = «» , et en remplacant DT par la lettre & . Ou encore,
on accorde au paramétre t la méme importance qu'a une dérivation ou collecte les ter-
mes "homogénes" de degré m, et on prend t = 1.

Exemple 1 : Une équation différentielle y" - rz q(x) y = 0 s'écrit (-D)Z(-r2 q(x))y = 0;
le symbole principal de - Di - 12 q(x) est Pp(X,€) = - 62 - q(x).
Exemple 2 : Soit A = a§v+ . aﬁ (opérateur appelé “Laplacien" dans R"). L'équation
s+l u=0 est dite "équation des ondes réduite", son symbole est Po(x,£) = -|g| 2 21,

Exemple 3 : Si P ne contient pas de paramétre, son symbole principal est celui défini
en a).

c) Optique géométrique.

C'est une méthode permettant de construire, dans certains cas, des solutions for-
melles (comme séries en-% ) de Pu =0, oll P est comme en b).

Ces solutions sont de la forme

uq(x)

T

u = ¢ TX) (ug(x) + ..) > ol ¢ (la "phase") et les u.

i
(coefficients de 1'amplitude) sont & déterminer.

i) En ordonnant les puiésances de t dans 1'expression g | R P(ae1Tq§ (a fonction arbi-
traire), on définit des opérateurs qj(x,Dx) tels que

(1) el TP P(eiTqﬁ) = x;Dy)a + M1

qo( qq(xs Dy)a + ... + qgp(x, Dy)a .

On voit facilement que qj(x, DX) est un opérateur différentiel d'ordre j (car une

dérivée d'ordre j de a, provenant d'un certain terme D; rk de P, ne peut étre accom-

pagnée d'une puissance de t supérieure & k + |a| - j s m - j) .

m-1

ii) Les coefficients des termes principaux o qo(x,Dx)a et ql(x,Dx)a sont d'une
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importance particuliére.

k

. En faisant porter sur e'™ toutes les dérivations d'un terme Ui v de P, on obtient

Kol (90)® (vo = (3405 ---53,0) est le gradient de v). Donc

(2) G (X:Dy) = pp(x.90) .

- Les termes d'ordre un de q1(x5Dy ) ne peuvent étre obtenus qu'a partir d'un terme
k

Di v de P, |a| + k =m, en faisant porter sur a une der1vee détachée de D , tandis que
3Py
les autres portent sur e’ rip ; ce sont donc Z ag (x ,v@)Dj.

A 1'aide de Ta formule de Leibniz, on calcule également Tes termes d'ordre 0 de qq *

2
Py ,
l

ol pp.q(Xs€)

]al E—m 1 a
iii) On procédeAalors comme suit :

lére étape : On cherche ¢ telle que pm(x,vw) = 0. (4)

Cette équation est 1'équation eikonale (ou équation de phase), et une solution ¢
de (4) est appelée une fonction caractéristique de P.

Tout le paragraphe 2) de ce chapitre est consacré a sa résolution.

2eéme_gtape : Supposons que, pour la fonction ¢ trouvée & la lére étape, 1'opérateur 94

(que nous appellerons "équation de transport”) ait les deux propriétés suivantes :

o) IT existe une fonction non identiquement nulle Ug» ql(x,Dx)u0 = 0.

g) Pour toute fonction v, il existe une solution u de ql(x,Dx)u =V .

ul(x)

T

Nous prenons alors a(x) = a(X,t) = uo(x) + + ... , ol Tes fonctions uj(x) satis-
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font aux relations :

1}
(]

g ap(%sDy)uy

(5) (‘,:; ql(XQDX)Ul + qz(X,DX)UO =0

+

ql(x’Dx)uz -+ QXD Jug g = 0

~

(si k<0, u = 0) .

L'hypothése B) assure qu'il est possible de trouver successivement des uj (i =1)
vérifiant (5).
iTo(X) !
e! ™ (uo +—+ ... ) est alors une solution (formelle)
1

__E .

L'expression formelle u

0 comme série formelle en

i

de Pu = 0, en ce sens que Pu
d) Remarques.

i) Si P ne contient pas le paramétre t, son introduction peut sembler quelque peu arbi-
traire. En fait, dans ce cas, on peut présenter la construction de c) de la facon sui-

vante :

Soit Ej (J > 0) une famille de fonctions d'une variable telles que E! = E

Jd i1
(d =13 E0 est arbitraire) ; Si ¢ satisfait 1'équation eikonale (3) et les uj les re-
lations (5), alors u = .E Ej(im)uj(x) est une solution formelie de Pu = 0 en ce sens
J>0

que les coefficients de Eém) (iq»,...,Eo(iw), E,(19),...,E;(i9), etc ... dans 1'expres-

J
sion de Pu sont tous nuls. La construction de ¢) correspond aux choix Eo(t) = eTt 5
Tt
Ej(t) = 93— (3 »1) . Ce qui est remarquable, c'est que les mémes ¢ et uj servent, quel-

T
que soit Eo, pour obtenir des solutions formelles.

i1) La méthode de 1'optique géométrique réduit, en fait, 1'étude de P & celle d'é&quations
du premier ordre (a savoir 1'équation eikonale et 1'équation de transport). Si P est lui-
méme d'ordre 1 (m = 1), elle n'apporte rien.
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2 - Resolution de 1'équation de phase p (x,vy) = 0 .

a) Remarques introductives.

X

«Sim=1, 1'équation pm(x,vm) =0 s'écrit Z aj(x)-iﬁg + b(x) =0 . Une telle équa-
J J :

tion n’a pas, en général, de solutions, si les coefficients aj sont complexes.

Si b =0, il peut arriver que les seules solutions de 1'équation soient ¢ = cte ,
auquel cas qq est d'ordre 0 et ne peut satisfaire a la fois o) et g) (cf. 1), c), iii)).

I1 n'y a que deux cas favorables : Tes ay sont réels, ou bien Tes 3y et b sont

analytiques en x.

. Si les a. sont réels, 1'équation est résolue en intégrant le Tong des courbes inté-

J
grales du champ X = z aj 537', supposé non-nul. En effet, localement, on peut choisir
J J :
des coordonnées pour lesquelles X = 33— : on a alors
1
Y1

o) = <[ Bltype e JE + Bygeny)

~

ol y est une fonction arbitraire'égale a ¢ sur le plan yq = a.

« Si les a; et b sont analytiques, on peut appliquer le théoréme de Cauchy-Kovalevski,

que nous rappelons :

Théoréme :  Soit P(ac,Dx) un opérateur différentiel d'ordre m 4 coefficients analytiques

au voisinage de x = 0, et tel que la surface x, =0 est non—caractéristique pour P

(¢'est-a-dire pm(O, (0y...,0,1)) # 0). Alors pour toute f(x) analytique prés de x = 0, et

toutes uj(-%‘l,- ves®, 1), analytiques prés de 0 (§ = 0,...,m=1), 7l existe une unique fonc-

tion analytique u (au voisinage de x = 0) telle que

Pu=f, Dilu:uj EOurxni0,0sjsm—J.

Dans toute la suite, nous supposerons que le symbole principal P de P est réel
(i.e. les coefficients de Ta partie principale de P sont rée1s).
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b) Un peu de géométrie symplectique.

© 501t X une variété (reelle) de dimension n : son fibré cotangent T*(X) est 1'en-
semble des l-formes différentielles sur X, la fibre au-dessus d'un point x € X étant
1"espace des formes linéaires sur 1'espace tangent a X en x (noté TXX).

Si (xl,...,x sont des coordonnées locales prés de Xy toute forme linéaire sur

)
n
T, X s'écrit, de facon unique, ¢ = ) £; dxi. Les (x,£) sont des coordonnées locales

0 1

priviligiées sur T*(X).

- Le symbole pm(x,i) introduit en 1) est une fonction sur une partie de

2n n

R" = r" + R"

X £ -
Si 1'on avait développé une théorie des opérateurs sur une variété X (au lieu de
RY)
fére : un changement de coordonnées y = y(x) induit un changement de coordonnées
(ysm) = (¥y(x)» n(X.&)) sur T*(an) (& savoir : une forme o s'écrit § £ dx; ou ) nj dyj)

(y»n) est Te symbole principal de 1'opérateur Q(y.Dy) transformé de P(x,DX), on
)» n(x,8)) = pm(x,g). '

, on aurait introduit le symbole Py comme une fonction sur T*(X). Ou, si 1'on pré-
I
(x

C'est la raison pour laquelle nous considérons Py SUr T*(Hzn)q

- On appelle 1-forme fondamentale sur T*(X) la forme w définie par :

up(2) = o(m) (L2) .

Expliquons cette formule rébarbative : m est un point de T*(X), c'est-a-dire le couple

formé d'un point X5 de X et d'une forme Tinéaire sur TX X. Ce point X, est noté (m)
0

(T est dite projection de T*(X) sur sa "base" X), et cette forme ¢(m) ; quant & Z, c'est
un vecteur tangent a T*(X), auquel s'applique o (la forme w prise au point m), et M,Z
n‘est autre que le vecteur tangent a X en X = I(m), image de Z par 1'application 1iné-
aire tangente T, de II. La figure est la suivante :
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m |
! , L"ﬂ

) /X

En coordonnées locales (x,g), n(X,g) = X ,

3 0

3 3 =

et o(x,g) (Lo 3x; * 1815 = Log o

1 2z s And -~
ce qu'on écrit en abrégé 9(x,E) § E; dxj .

- La 2-forme fondamentale sur T*(X) est la forme ¢ = - dyw . En coordonnées locales
(x,2), elle s'écrit ¢ = Z dxj A dgj » Ce qui signifie ceci :
J
SiZ=Y o= +7g > et Z'=Jal -2+ 8! <> sont deux vecteurs tan-
T oaXy 19g, i L 1 93g; :

gents @ T*(X) en un point m,
op(ZsZ") =} a; B: -} of B; = a.8' - .0

Dans les coordonnées utilisées, g, €st donc Ta forme bilinéaire alternée (non-dégé-
nérée) standard sur T (T*X) = R .

On dit que o est la 2-forme symplectique sur T*(X). Cette riche structure de T*(X)
nous permet d'introduire encore quelques concepts importants.
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+ Si p est une fonction réelle sur T*(X), on note Hp le champ hamiltonien de p, qui
est un champ sur T*(X) défini comme le dual de dp pour ¢ :

v ZEeE Tm(T*X) % qn(H 1)

2+2) = (dp)y, (2) -

En coordonnées locales, avec dp = 2 ap dx + ) %%— dg;
_ =1

_ 5 5 _ 5 5
L=leigg L6 T LUi g T LY g

la formule s'écrit

d'ol U=pgsy='px:
c'est-a-dire

_ 7 2P 2
Hy(x,8) = ; ag; (08 3 I o - () 51

I1 faut noter que le gradient de p, qui est le dual de dp pour le produit scalaire
usuel sur Tm(T*X), n'a pas d'existence géométrique : il dépend des coordonnées.

. Une sous-variété a de T*X est dite lagrangienne si cIA =0, et dim A = dim X = n.
La formule %A = 0 signifie que si Z et Z' sont tangents a Aenm € a qn(Z,Z') =0 .

On peut entrevoir le contenu de ce concept gréce au calcul suivant. Supposons qu'il
existe une fonction v : R" » R" telle que A = {(X,p(X))s X € R"} : alors A est lagran-
gienne si et seulement si, localement, il existe ¢ : R" + R, avec Y = '

En effet, 1'espace tangent & A enm = (x0,¢(x0)) est 1'image de R" par la différen-

tielle de 1'application x » (x,y(x)), dont Ta matrice (2nxn) est

A = . Donc Z € Tm A signifie
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Z = (U, EQ,U) (U € R", arbitraire). Comme

' t
' = ﬂ L. ' 3_\[) = t .a_lli - _3_(1_)_ !
o(£s2") = U gy U - Ulgg U - Ulgx - (52U

A est lagrangienne si et seulement si %%-est symétrique, c'est-d-dire ¢y = Vo localement

(si 1'on veut, un champ irrotationnel est localement un gradient ; ou encore : une 1-

forme fermée est localement exacte, etc ...).
c) Phase et variété lagrangienne.

Soit p une fonction réelle sur T*(X) : nous chercons une phase @(x) telle que
p(x,Vo(x)) = 0 (équation de phase).

L'idée fondamentale consiste en ceci :
i) Dans un premier temps, on va chercher une variété lagrangienne A sur laquelle p = 0.

ii) La ol cette variété est étalée au-dessus de X (c'est-a-dire que T, restreinte a
a 1'espace tangent TmA, m € A, est injective), c'est le graphe'd'une certaine

Yy : R" > R", et y = vp Tocalement, autrement dit p(x,vp(x)) = 0.
i) La premiére étape repose sur le lemme suivant :

Lemme : Soit § une sous-variété de T*(X) de dimension k, telle que Plg =0 et °lg = 0.

Supposons qu'en un point m € @, Hp ne soit pas tangent 4 Q.

Alors l'ensemble des courbes intégrales de H_, issues de m' € q, votsin de m, for-

- ment (localement prés de m) une sous—variété o de dimension k+1, telle que pIQ =0 et

GIQ:O.

Preuve : Notons ¢(m,t) le flot de Hp, c'est-a-dire 1'application ¢ définie par
é%—¢(m,t) = Hp(¢(m,t)) , o(my0) = m. (@ m fixé, ¢(m,t) décrit la courbe intégrale de
Hp issue de m, lorsque t varie).

+ Comme Hp est transverse a Q, § est, prés de m, une sous-variété de dimension k+l,
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dont les coordonnées locales sont (m,t) (par le théoréme des fonctions implicites).

- Comme H. p = 0, p est constante le long des courbes intégrales H

= 0.
p | D’ donc p!a

- Nous admettrons que le flot ¢ de Hp conserve o, c'est-a-dire que, pour t = to petit,

1'application ¢p 1 m~> ¢(m,to) est telle que ¢z o= o . (les champs dont le flot a cet-
0 0

te propriété sont, du reste, Tocalement, des champs hamiltoniens d'une certaine fonction).

Soit alors Qt = 9y (Q) : 1'espace tangent en m o= ¢(m,to) 3  est la somme directe
0 o

de Tn Qto et de H_(m).

p

Par bilinéarité, il suffit, pour montrer que Olb 0, de montrer que o(Z,Z') =0

dans les trois cas suivants :

il

+ Z et Z' sont colinéaires a H_enm : o(Z,2') = 0 car o est alternée.

Y

+ Z et 7' sont tangents & Qf : en transportant Z,Z' et o par ¢t ., on est rame-
. 0 [0}

né & la situation ol Z et Z' sont tangents & Q en m. L'hypothése donne alors o(Z,Z') = 0.

+ Z€TvQ, , 7' colindaire a H_ : ofZ,Z') = cte ofH ,Z) = cte Z(p) = 0 car
m to p p

p =0 sur 5.

La figure est la suivante :
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Remarquons du reste que si %q = 0, 1'orthogonal (pour o) de TmQ dans Tm(T*(X)) contient
TmQ, donc k ¢ n. Une variété lagrangienne est donc de dimension maximale parmi celles
sur lesquelles o est nulle (appelées isotropes). Dans les hypothéses du lemme, on a donc
k<n-1. '

ii) Supposons maintenant Q de dimension n - 1, étalée au-dessus de X, et H_ trans-
verse & Q en m, T, Hp + 0 (c'est-a-dire Hp non vertical) : alors d = A est le graphe de
V@(x) pour une certaine ¢ réelle, x voisin de I(m).

Cet énoncé fournit le moyen le plus général de construire des solutions ¢ de 1'é-
quation de phase.

Nous verrons plus tard que, dans une certaine mesure, 1'étape ii) est inutile, la
phase disparaissant pour céder la place & la lagrangienne A, &talée ou non au-dessus
de X. '

Pour 1'instant, nous donnons un exemple d'application dans lequel on voit bien que
‘1a donnée de la "variété initiale" Q correspond & une "donnée initiale” pour o.

£ € Bin), et soit w(xl,...,xn_l) une fonction €~ réelle définie prés de 1'origine.

Supposons que 1’équation p(0,v9(0),&.) = O posséde un zéro réel simple gg . Alors

n
i1l existe, au yoisinage de x = Q, une unique fonction C” réelle ¢, telle que

CROuT) <0 . el g =¥ st e0) = (T(0).ED -

Preuve : * Par le théoréme des fonctions imp]icites; i1 existe une fonction C” réelle
gn(x') telle que gn(O) = gﬁ et p(x',O,Vw(x'),gn(x')) =0 , x' voisin de 0, x = (x',xn).

* Soit Q la variété de dimension n-1

Q = { (x',0,%(x") , £,(x")) » x' voisin de 0}

(si ¢ est solution du probléme, nécessairement a, graphe de vy, doit coincider avec Q
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au-dessus de X, = 0).

On a pIQ = 0. L’espace tangent a Q est 1'ensemble des vecteurs

Z= (0,0, U, u.vg ), pour U € R™L .
Donc o(Z,2') = U . 5% U' - U' . 3% U = 0 pour tous U, U' € R™T, soit %q = O-
' 0 ' 3 ‘
« Comme Hp =Pg -3¢~ Py - TE et pgn(O,Vw(O)iig) #0 , Hp a une composante non-

nuile sur-sg— ,» 11 est donc & 1a fois non-vertical et transverse a Q.
A n '
Les hypothéses de 1'étape ii) ci-dessus sont satisfaites : il existe A et ® 5

A= {(x,70(x))} .

En posant $(x') - GXX‘,O) » On voit que V%(x') = V(x'), donc ¥ = ¥+ C : 1a fonc-
tion @ = @+ C est solution du probléme. =

d) Remarque sur 1'équation de transport;

Si P est un opérateur différentiel, de symbole principal P réel, les courbes in-

tégrales H_ sont appelées bandes bicaractéristiques de P. Leurs projections sur RrR"

P

sont appelées courbes caractéristiques de P.

Une phase @ pour P a été construite en c) en "intégrantlle long des bicaractéris-
tiques de P".
3

L'équation de transport de P, dont la partie principale eSt°?é? (X, vp(X)). DX 5

est donc (au facteur -i prés)la projéction sur R" de Hp" pris au point (X,vm(x)) de A.
: m

On la résoud donc en "intégrant le Tong des caractéristiques de P".

Supposons qu'en un point m = (X, vp(x)), Hp soit non-nul, mais vertical : 1a bica-
ractéristique passant par m ne présente aucune singularité, tandis que 1'équation de
transport dégénére en x en une équation d'ordre Q. Dans ce cas, 1a méthode de 1'optique
_ géométrique, telle qu'é]]e est expliquée en 1) ¢), ne peut s'appliquer. Cette situation

se présente "dans Ta nature" (caustiques), et fera 1'objet de la partie III.
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- gz - x. La va-

Exemple : L'équation d'Airy y" - TZ xy = 0. Le symbole est pz(x,g)
- gz dans le plan

riété a est déterminge par le fait que p = 0 : c'est la parabole x

(x,£). Au dessus de chaque point x < 0, il y a deux branches de A , chacune d'entre

2 3/2 4

elles correspond & une phase (x), solution de ¢'~ + x = 0, i.e. ¢ = i-% (-x) n

. et 1'équation de transport correspondant & @est ¢ o + @ . Le
-1/4

p 3
premier terme uo(x) de T'amplitude vaut uo(x) = (-X)

.a H =-2¢ ax + 3

pour x < 0.

Au point £ =0 de A, Hp est non-nul et vertical, et 1'équation de transport est
singuliére.

IT - Equations différentielles et équations aux dérivées partielles.

1 - Quelques remarques générales.

a) Opérateurs pseudo-différentiels.

I1 n'est pas dans notre propos de développer ici la théorie de ces opérateurs, mais

nous sommes obligés, par la nature des choses, de donner quelques définitions simples.

Définition : On dit que p(x,g) , C* sur R" x R", est un symbole classique d'ordre m

(meR) si

p(x:8) v ] Py (xE) Torsque [g] >+ o

j»0

(uniformément en x sur les compacts de Bln),ou les Py sont des fonctions positivement
homogénes en ¢ de degré k (i.e. pk(x,xg) = Ak pk(x,E) » A > 0).

Définition : On appelle opérateur pseudo-différentiel de symbole p(x,g) (ol p est un

symbole classique) 1'opérateur (noté p(x,DX)) défini par

(Pu) (x) = 1 J  elXE p(x,z) G(g)dg , pour u € 9:(B2n).
RM

(comme (&) est & décroissance rapide en £, 1'intégrale a un sens).

Si p(xsg) = p(g), on dit que P est & coefficients constants ; P est alors simplement
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Ta multiplication par p(g) "cété Fourier” : ﬁu(g) = p(g) u(g).

Bien entendu, si P(x,DX) est un opérateur différentiel de symbole p(x,z), alors P

m
est 1'opérateur pseudo-différentiel de symbole p(x,g) = 7} Pm—j (x,£) (somme finie).
Jz0

Remarquons que si p(x,g) est & décroissance rapide en ¢ (|g| » + «), on peut éten-
dre 1'action de P aux distributions a support compact u € ¢’ (Hin), et Pu € C¥ : on dit
que P est régularisant. En particulier, si deux symboles p et 5 ont Te memé développe-
ment asymptotique lorsque |g| - + «, Tes opérateurs correspondants différent d'un opé-

rateur régularisant.
b) Transformation de Fourier partielle.

Dans heaucoup de problémes d'équations aux dérivées partielles, une des variables
(que nous noterons t) joue un réle priviligié par rapport aux autres (notées x € H%n).

Considérons par exemple un opérateur différentiel P(t,x,Dt,Dx) dont Tes coefficients

k

ne dépendent que de t : P = aka(t) D Di . En effectuant une transformation de

k+|@|§m
Fourier par rapport & la variable x uniquement, on transforme 1'équation Pu = f en

A A A N A k o
Pu(t,g) = f(t,g) , ol P = ) a, (t) Dy g~ .
k+|o|<m ka t
Posons.g = rw , ol r = |g| , et w € Sn—l : on peut considérer
ﬁ(t,Dt) = 1 g (t) o rlel Dl,é
k+|al$m %

comme une équation différentielle ordinaire contenant le grand paramétre positif r, et
en plus Te paramétre “neutre” w. Pour pouvoir appliquer facilement les résultats du
chapitre VI, écrivons P sous la forme plus familiére d'un systéme du ler ordre : en

posant y, = iy, y = y-2 DyVs wvvs Ypop = D?'l v, on obtient

0O r O 0 0
DtY = - i Y + 0 s Systéme équivalent
A ) r
_ 0 _ m-1 f
a__ a

mo m,o
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A

a Pv = f. On a supposé ici a + 0 (i.e. la surface t = 0 est non-caractéristiques

m,0

pour P ; cf I. 2a) ), et on note

o, m-k-|o|
r .

Ak ) Ay a w./

o

En posant ¢ = = , Te systéme homogéne s'écrit donc

|

0 1
(6) « g%.= ; 1 Y = AY, oi les coefficients
- A0 Am—l
\ L
\ ra . YAy o
N
Ak » ,
=— sont des polyndmes en e (& coefficients dépendants de t et w).
mo

c) Application de la théorie dans le cas standard.
Nous nous referrons au théoréme 4 du chapitre VI (cas h = 1).

« Le "cas standard” est celui ol la matrice Ao(t,w) a ses valeurs propres ikj sim=-

ples, c'est-a-dire celui ol Te polyndme

™+ (£) g -k
k+|a|=m
k<m

a
mo

a ses racines simples en t , pour tout t voisin de O (par exemple) et w € S"'l .

Dans la théorie des équations aux dérivées partielles, on dit simplement que
“les caractéristiques de P sont simples" (sous-entendu : "en t").

On sait alors qu'il existe, localement en w, m solutions indépendantes de
Pv = 0, de Ta forme
irft Aj(s50)ds

'tSS =m’t,3 %
VJ( w,T) vJ( w,r) e
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ol Vj(t,w,r) v vj(t,w,r) = ) V. (t,w)r—z s r >+,

830 %
- De facon plus générale, si Ao(t,w) peut étre décomposée en blocs (cf. théoréme 2,
chapitre VI) (de fagon uniforme en (t,w)), tout Te systéme peut &tre découplé for-
mellement, & 1'aide d'une transformation

P = P(tuw,r) = ) Py(toa)r .
220
d) IT1 faut bien comprendre le caractére pseudo-différentiel de ces transformations
et des systémes qui en résultent. En effet, on est parti de 1'équation Pu = 0. Aprés
transformation de Fourier en x, on avait Pu = 0, que 1'on écrit sous la forme du sys-

teme (6) (§b) en posant y_ = ¥ Ly, .,y =007

En revenant a la variable x par une transformation de Fourier inverse, on est

' P _ m-1 _am-1 5 .
amené a poser z, = |DX| UseresZy 1 = Dt u, ensorteque Z =Y, et Te systéme
(6) s'écrit

0 1 0
0 1
(7) th = |DX{ Z
t1
Bo Bm—l

ol Bk est 1'opérateur pseudo-différentiel d'ordre 0, & coefficients constants, dé-
A
pendant du paramétre t, de symbole - 5

m,o

SiP= 7% Pz(t,m)ruz est telle que le changement V = PY découple (6), le chan-
%20

gement W = RZ découple (7), ol R est 1'opérateur pseudo-différentiel d'ordre 0 dont
le symbole est P :

230

D
R(t.D) = § P (L, TﬁfT) D, |7 .

Dans cette analyse, deux points ont été escamotés :
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i) |g| n'est pas un symbole, il faut lire en fait X(Igiz) lg|, ot x € C° (R),
x(s) =0 pour s < 1, x(s) = 1 pour s > 2. Cet abus de notation est toléré du fait
que d'un changement de fonction de troncature y résulte seulement une modification
de 1'opérateur par un opérateur régularisant : [D | n'est donc défini (dans notre
théorie) qu'a un opérateur régularisant prés.

i1) Les sommes j P, rt, Y C, ¥ etc ... sont formelles. Un aspect fondamental des
applications du chapitre VI aux équations aux dérivées partielles est justement que,
pour beaucoup d'usages, 1'aspect formel des constructions est suffisant. En effet,
par un argument similaire a celui du chapitre IV, I.2d, on voit que pour toute suite
de symboles homogénes pm_j(x,g) (3 > 0), 11 existe un symbole p(x,g) d'ordre m tel que

p(x,&) m'jéo pm_j(x,g) s JE] e

Considérons par exemple le systéme

A7) D.Z = |D,|Z de tout & 1'heure,

et supposons que les caractéristiques soient simples. Choisissons un symbole d'ordre

0 (matriciel) P(t,z) tel que P(t,g) ~n Y Pz(t,w)r'z s, >+ o . La transformation
220
W = P(t,Dx)Z découple alors le systéme, en ce sens que le nouveau systéme est diago-

nal, & un opérateur de symbole asymptotique & zéro prés, c'est-a-dire a un opérateur
régularisant pres.

Si par exemple on s'intéresse aux singularités C” des solutions de Pu = f, on
aura ainsi réduit le probléme & celui de 1'étude des singularités des solutions d'une
equation pseudo-différentielle scalaire du ler ordre de la forme (Dt - Hl(t,Dx))v =g

ol g sera déduite de f & une fonction C” prés, ce qui importe peu.

Ce qui est remarquable, c'est que si 1'opérateur P de départ a des coefficients
dépendant de x, le méme choix d'inconnues z; = [Dxlm'l'J D% u conduit @ un systéme

(ol Tles Bj sont des pseudo-différentiels "généraux"), qui peut étre découplé, si P
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est a caractéristiques simples. Ce découplage s'effectue a 1'aide d'opérateurs pseu-
do-différentiels comme précédemment, & ceci prés que ces opérateurs ne sont plus a

coefficients constants, et qu'il n'est pas possible d'utiliser la transformation de
Fourier en x : on doit utiliser le calcul symbolique des opérateurs pseudo-différen-

tiels, que nous ne discuterons pas ici.

e) Au point d), on a montré que, souvent, les constructions formelles du chapitre VI
étaient suffisantes pour 1'analyse pseudo-différentielle (Cm) des problémes.

I1 est bien siir des cas ol 1'on doit connaitre les solutions pour & complexe, et
ol 1'on a besoin de vraies solutions. Considérons par exemple le probléme de Cauchy
pour 1'équation des ondes

(D% = c2 Di) u=20 » X€ R , c >0 donnée.
u(0,x) = v
(\ u%(O,x) =W , ol v, w € e'(R) .

La fonction ﬁ(t,g) est solution de

{ (D% -2 Ef) u=0 , U(0,8) = V(E) » uj(0,8) = w(E)
c'est donc u(t,g) = e Ct Xigilié y o icte v-w/icE

=

Supposons que Vv et w soient a support dans 1'intervalle |x] <M :ona

|;(§)l < cte(1+|g])* eMlIm g ,

lQ(E)I < cte(_1+|g[)B eMIIm gl s

teg
On a donc pour ﬂ(t,i) une majoration de la forme

lu(t,e)| < cte(l+]g])" olelt|+M) [Im gf

et le théoréme de Paley-Wiener implique que u(t,.) est & support dans 1'intervalle
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Ix] « M+ c|t].
Autrement dit, le support des données initiales se propage avec la vitesse c.
2 - Optique géométrique et phases "par morceaux".

a)‘Opérateurs hyperboliques stricts

- -

i) Considérons & nouveau un opérateur & coefficients indépendant de x de la forme

- k ~o
P L aku(t)Dt DX :

k+|o|<m

Si v(t) est une solution de 1'Equation Pv=0 (o p = Y e Dt £*), alors

= g1X8 v(t,g) est une solution de Pu =20 .

c
1

Si P est a caractéristiques simples, on obtient ainsi, localement en w, m so-
lutions de 1a forme

. . t :
ixg+ir Xi(s,w)ds =~
uj - e g Io. J( ’w) Vj(t,w,r’) .

o - Vi ij(t,w)r_k A

J k>0

- Définition : On dit que P est strictement hyperbolique par rapport a la surface

{t = 0} si les racines Aj(t,w) de 1'équation zl aka(t)rk o® = 0 sont réelles et
) k+{a|=m

simples (pour t voisin de 0 et w € Sn—l).

ir qﬁ(t,x,w) N
Les m solutions de P s'écrivent alors ujs = e vj(t,m,r) , avec
t
la phase mj(t,x,w) = X + J Aj(s,m)ds réelle.
0

ii) Comparons ce résultat avec celui que donne 1'application de la méthode de 1'op-
tique géométrique (partie I).

« Pour résoudre 1'équation de phase pm(t,Vw) = 0, on choisit une racine
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Aj(t,g) = kj(t,w) || et 1'on résoud

§ o = Aj(t,wi)

“
)

®(0,x) = x0 , w € ST,

conformément a& la méthode générale (I,2) c). La solution n'est autre que

t
qﬁ(t,x,w) = Xw + J vxj(s,w)ds, trouvée précédemment.
0

Py,
- L'equation de transport a pour partie principale 5E (ts V@)D » qui est propor-
ap
tionnelle a un champ réel non nul, car TYE'* 0 (racines simples).
On peut donc trouver des fonctions vjo(t,m) > Vi1 (t,w),... telles que
ir @ V.
- J ji

soit une solution formelle de P u = 0 (ici on appelle r le grand paramétre).
+ Les différences sont les suivantes :

+ La méthode de 1'optique géométrique ne donne que des solutions formelles, et non
des vraies solutions.

+ En revanche, la méthode de 1'optique géométrique s'applique de Ta méme fagon si
les coefficients de P dépendent de x : la phase sera so]ution'de

(pt = )‘j(t’x’(px) s

& w(O,x) = X.0

et Tes Vik dépendront aussi de x. Dans 1'approche par Tes équations d1fferent1e1]es
a paramétre, on obtient Ta phase @.; en "recollant” Tes morceaux x¢ et [ As(s,w)ds.

J 0 "J
On n'a pas la vue géométrique que donne la construction de la variété lagrangienne.

=

b) Opérateurs d caractéristiques de multiplicité constante.
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constante si la multiplicité de,Aj comme racine de ) aka(t,x)rk w® = 0 est
o |+k=m

constante (pour (t,x) voisins de 0, w € Sn'l).

Considérons pour simplifier un opérateur P de la forme

k no
P=0D}+ J a (t)bfDY ;
t k+|0&|<m ko t X

P n'a qu'une caractéristique T = 0, de multiplicité constante m.

i) Si ay, = cte, on trouve des solutions de Pu = 0 sous 1a forme u = e1xg+1tu(£)’ ou

!
i g 4 s o
u est racine du polynéme u" + IZI 3y g* uk. L'expression de u en série de
' k+|of<m

Puiseux est de la forme

we) = § dr s 3 dkupeia
Jj=0 k»o '

ol q est un dénominateur commun aux rationnels o; > 0, et p € N. La solution u est

donc de la forme

. O
ixgrit ) J(w)r d
u=e 7 y
ol
] dw)r/a
k>0 -k/q ‘
v=e _ = ) v (0)r , vV %0 .
k>0 k _ 0
. O
La "phase” ¢ = xg + t Z cJ(w)r J n'est plus homogéne (de idegré 1) en &, comme elle
3 _

1'était en a).

+ Considérons par exemple P = Di +aD o+ b Dy + ¢ (as) by, c constantes, x € R).
On a u(g) = :E§f§ , avec A = b2 - 4¢ - darw .

Sia*0,p=0cetg =-% . co(m) = + '(am)l/2 :
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Sia = 0 (on dit alors que l1a "condition de Levi" est satisfaite), p = 0, Cy = 0.

«+ Si 1'on pose Yo = Dy u s yg = Dt u , on obtient le systéme

0 D
DtY=< q X> Y.
-a-ch -b
X

En copiant la procédure de shearing du chapitre VI, IV.1), on essaye un changement
pseudo-différentiel d'inconnues

1 0 >
Y = VA
g
0 [D,]
Un calcul rapide montre qu'en prenant g = - %-, on obtient le systéme
0 o, |2 p,
DiZ = 1/2 " | + termes d'ordre O ,
-a|D, | 0

.qui est a caractéristiques simples si a # 0. Les "bonnes" inconnues a prendre si

11/2 D, u .

a + 0 sont donc z) =D, u, zy = |DX ¢

ii) D'aprés i), on sait que 1a méthode de 1'optique géométrique ne s'applique pas a
des opérateurs tels que P, sauf dans des cas trg§ spéciaux (comme celui de 1'exemple
avyec condition de Levi), ol les termes } cJ(w)r J nrexistent pas.

En revanche, i1 est possible de construire, dans le cas général ol les coeffi-
cients de P dépendent aussi de x, des solutions formelles de Pu = 0 de la forme

. (5 "
. i .5 2 (t,x,0)r J
u=e 979 Y uk(t,x,w)r‘k/q .
k>0 .

En prenant ¢, > oy > ... > % >0, on aura 9% = 1, zo(t,x,m) = zo(x,w) arbitraire.

Les autres 29 et o; sont déterminés de telle sorte que les U puissent étre obtenus
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successivement en résolvant les "équations de transport“ Yoyons un exemple de cette

procédure.
irgo(x)

Exemple : P = Di + a(t,x)Dx + b(t,x)Dy + c(t,x) , (x € R). En posant u = e Vs

t
1'équation Pu = 0 s'écrit

2 o', .
Dt Vv+b Dt V+cy+a Dx vV+r zx v=0.

Le terme r 2 v étant dominant et n'étant équilibreé par aucun autre, on neopeut trou-

1
ver & 1'équation en v de solutionsv= 7} Vi r rK . on pose doncv=e? " w H
k>0

1'équation en w est

2 1.9 19 1,2 29

Dy w + 2Qt roDew - iR, r W (zt) r W

1.9 1°1 0. L
+ a DX wtar row+ b D W+ bzt WHCewtre ws 0.
1,2 2 0 1

En prenant 201 = 1, on équilibre les termes (2t) w et ri, W :on choisit &
telle que (2t)2 = - 23 , et on cherche w sous la forme w = ) Wy rok/2 "L'équation

k=0

1 1. ilit) = 0. On aboutit a une solution de

1
n
de transport est 22t Dy wy + wo(an, + bey

la forme cherchée pourvu que 23 £ 0, i.e. z% £ 0, ce qui assure que 1'équation de

transport n'est pas singuliére.
3 - Points de transition.
Nous nous placons a nouveau dans le cadre de 1) b).

a) Essentiellement, t = 0 est un point de transition pour le systéme

0 1 0 0
1 ;
dY ; S .
(6) egqf = | “u\\\ . Y = AY
_ Ay - An-1
ra t ra
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lorsque deux valeurs propres de Ao(t,w) sont égales pour t = 0 (on dit au'on a une
“caractéristique double"). :
2

+ t Di (x € R). Le traitement de

1/2’ AZ - 261/2’ pour

v 2
se ramener a 1'étude (cette fois globale en s) de 1'équation de Weber ag - %T .

C'est le cas par exemple pour P = D2

t
p= D% % gt gz, (e = £ 1), consiste alors & poser s = At |&]

D'aprés le chapitre I, on obtient (pour ¢ =-1 par exemple) des solutions v de

Py = 0 de la forme

. 5 +i L |g] 12
v, = e q.(s) =e q, (/2 tlg|™7)

0l q,(s) se comportent lorsque |s| - + « comme des symboles classiques.

Les solutions cdrrespondantes u, de Pu = 0 sont

; .t
i, - e i ] a0, (i12 ££]12) .
On y distingue 1a phase ¢ = xw * = » reconstituée par morceaux a part1r de 1'équa-
tion différentielle (c.f. 2)) ; 1'amplitude qi(ifz tlgll/z)vn'ést,un symbole classi~
que que pour t + 0 : on n'aurait dohcpas pu obtenir ces so1ﬁtions en appliquant la
méthode de 1'optique géométrique telle qu'elle est présentée en 1). On notera que
T'obstruction porte ici sur 1'amp11tude,'a1ors qu'en 2) b. ii), elle portait sur la

phase.

b) Dans 1'étude des équations aux dérivées partielles générales, i1 se présente d'au-

tres sortes de points de transition : ceux qui surviennent pour w = Wys OU X = X .

Ceux 13 sont ignorés de la théorie des équations différentielles. Par exemple,

si P = D% + 02 - D2 (n =2), le polyndme rz + 52 = EZ a deux racines distinctes

pour Igll + |€,|, qui viennent se confondre en t = 0 pour leql = [g,] 5 si

P = D% + X2 Di , les racines t = = i|x| |g| viennent se confondre pour x = 0.
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Pour classer les différents cas possibles, on consid?re 1'ensemble
) = {(t,1,%,&), T racine double de pm(t,x,r,g) = 0} de T*§B22+% , et on étudie ses
propriétés géométriques : est-ce une variété ? quel est Te rang de la 2-forme fonda-

mentale osur § ? etc ... .

4
IIT - Esquisse de la théorie de Masloy.
1 - Caustiques.

a) On se place dans la situation suivante : on suppose que dans une certaine expé-
rience d'optique, tous les rayons lumineux se trouvent en?elopper une surface con-
vexe (C). Pour rendre compte de cette expérience mathématiquement, on cherche une
solution u de 1'équation des ondes réduite (4 + Tz)u = 0, de la forme u = el ™.y

1 est la fréquence, et Vo(x) représente la direction du rayon lumineux passant par X.
Du cdté de la caustique (C) ol il y a de la lumiére, ¢ devra étre réelle, et de 1'au-
tre c6té, u devra étre a décroissance rapide en t (zone d'ombre).

+ Limitons nous & une étudé dans le plan : (C) est une courbe convexe, d'équation
p(x) =0 (Yoq * 0, pq > 0 & "1'extérieur" de (C)). La mfthode de 1'optique géomé-
trique conduit a chercher la phase ® solution de |Vo| = 1, le premier terme uo(x) de
1'amplitude u satisfaisant 1'équation de transport 2V ¢ Yuo + (Aw)u0 = (0. La diffi-
culté est que 1'amplitude U ainsi calculée devient-infin?e-sur (C) (un peu comme
dans 1'exemple I, 2 d)), c'est-d-dire que 1‘'optique géométrique ne permet pas de re-
présenter la solution u "physique” au voisinage de (C).

b) Dans I'esprit du chapitre VI, parties IV et V, nous chgrchons la solution u sous

la forme u=e 10X { gy (%) y(23 o(x)) + glé;;-V'(T2/3 p(x)) } .

1t7°

ol V est une solution de V“(t) + tV(t) = 0 (c'est-a-dire une fonction d'Airy de -t),
9% et 9 sont des amplitudes, et T et 6 des phases & détefminer.

On obtient

e--i-re(x) (A+TZ)U - T2 %, V[[VG[Z £ p|Vplz = 1} - X i V'[lvelz + p|VOl>2 - 1]



5/3 4/3

+ ¢ 9% V'[Z Ve - Vp] + k 99 V"[Z Vo - Vp]

’ 2
+ it v[z Vo - Vgo + (Ae)gO + 2 Vp - Vgl + p(Ap)g1 + | Vo] 91]

+ 12/3 V'[z Vo + Vg, + (bo)g, + 2 V0 - Vg, + (Ae)gl] +VAg 7!&7§-A91 =HY+ KV,
1T

En ordonnant H et K par rapport au puissances de T, et en écrivant que les coeffi-
cients des séries obtenues sont tous nuls (exactement comme au chapitre VI, partie
V, 1)), on obtient

IVBIZ + oleI2 -1=0

(8) .
2V9'Vp=0

puis
. 2 : :
2V0 + Vg + (AB)g, + 20(Vp)Vgy + e (de)gq + |vo | gy = 0

(2)

2 Vp - Vgo + (Ap)go + 2 V6 - Vgl + (Ae)gl =0

* Analysons les "équations de phase” (8) : en les combinant, on obtient les équa-
tions équivalentes

(10) (Ve = p Vp)2 =1, c'est-a-dire leilz =1, si 1'on pose wg = 6.# 2/3 032
- De méme, en combinant les "équations de transport” (9), on obtient
(11) 2 Vo, * VG, + (Ao, ?% o712 IVplz)Gi =0, 006G, =g+ /pgy.

On observe que ces nouvelles équations de transport sont modifiges par rapport a
1'équation 2 Vo ‘_Vud + (Acp)uo = 0 que donne 1'optique géométrique usuelle.

c) Géométrie des rayons et calcul de 6, o .

La figure est la suivante :



les droites PP1 et PP2 sont les deux rayons qui passent par un point P extérieur &
la caustique (C). On oriente (C), et ocest 1'abcisse cUrv111gne mesurée sur (C) a
partir d'une certaine origine. Le rayon PP2 va vers la | caust1que (TZ = PPZ) tandis

que le rayon PPy la quitte (Tl = PPl).

On vérifie facilement que si 1'on définit @, = <i}+ T4 s Q. T 0o T Tp s ON

obtient des solutions de |chi|2 = 1, dont les gradienté v, pointent dans les direc-

tions des fléches.

Une étude analytique plus serrée montre que

Y, + P
6:-—+———————~ et p=[%(@+"(9__)

2/3
2 ]

sont réguliéres jusqu'a (C), et que p =0, 35 * 0 sur (C) (—— est la dérivée normale

de p). On peut donc considérer p.= 0 comme 1'equat1on de (C).

d) Equations de transport;

Si 1'on choisit, au voisinage d'un point de (C), ¢ et p comme coordonnées, on
voit que (11) implique que G, sont des fonctions réguliéres de /o et o, avec
G+(-/E,o) = G_(/0,0). Donc g, et g; sont réguliéres en|p et o (par le jeu des pari-
tés). ' |

Si la caustique (C) est analytique, on peut trouver 6, o, 9 et gy analytiques,
et les prolonger & 1'intérieur de (C) par leurs express1ons en séries.



- 136 -

e) Conclusion.

Si 1'on prend V(t) = Ai(-t), on peut évaluer u en un point extérieur a (C)
(p > 0) en utilisant le développement asymptotique de Ai(s) lorsque s + - = (voir
chapitre V, II.2 exemple 2) : on trouve

+
Z: €

~1/6 - %}{ ito,
e
+

it(p_+1'-I21-
: 1
ya% -

u(x) ~

ol z, = p-1/4 G, (on a ainsi une mesure exacte de la singularité de 1'amplitude don-

née par 1'optique géométrique classique).

On interpréte ce résultat de la fagon suivante : 1a solution "physique" u est
obtenue, a 1'extérieur de (C), comme une superposition convenable des deux solutions

données par 1'optique géométrique usuelle ; le facteur e’ Lid (qu'on appelle le
"shift" de phase) précise cette superposition ; la connaissance de ce facteur résulte

de 1'écriture de la vraie solution du §b, au voisinage de (C).

Dans les paragraphes suivants, nous allons étudier une situation plus générale,
avec les mémes buts : obtenir une compréhension "géométrique" des singularités de
1'amplitude classique, et du "shift" de phase. ' o

2 - Relévement de 1'équation de transport sur la variété lagrangienne.

a) - Dans toute la suite, nous considérons un opérateur P(x,Dx,r) comme en I, 1) b,
de symbole principal pm(x,g) = p(x,&) réel, pour lequel on suppose construite une
variété lagrangienne A (p/A = 0). Le probléme consiste en 1'analyse des solutions u
de Pu = 0 au voisinage d'un point x, projection d'un point m de A ou TmA contient
des vecteurs verticaux. L'exemple typique de cette situation est celui de 1'équation
d'Airy y" - 12 xy = 0, discuté & la fin de la partie 1. |

+ L'exemple précédemment traité se rattache a ce cadre général de la fagon sui-
vante : on peut construire, au-dessus du domaine o > 0, une lagrangienne A, dont les
deux nappes {(x,v¢, (x))} et {(x,V¢_(x))} se rejoignent au-dessus de (C), selon la
figure suivante :
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i

| |
V\f+ :f §,:= D

1(, p>0 kgj) | T

on dit que A forme un "pli" au-dessus de (C) (nous n'indiquons pas la définition
précise de ce concept).

b) Densité ; dérivée de Lie.

Donnons quelques définitions utiles pour la suite. Soit M une variété différen-
tiable de dimension n.

Définition : Une densité d'ordre s (s € R) sur un esp?ce vectoriel E de dimension

n est une fonction p : E" 5 € telle que, pour tout isomorphisme A de E, et tous vec-
. s
teurs xy,...,x, de E, on ait p(AXl,...,AXn) = |det A| p(Xl,...,Xn).

Exemple : Si ¢ : E" > R est une forme n-lingaire alternée sur E, p = |¢|° est une
densité d'ordre s sur E.

m de M fait correspondre une densité p(m) d'ordre s sur M-

Définition : Une densité d'ordre s sur M est une appli?ation (C”) qui & tout point

Exemple : Si w est une n-forme sur M, p = |o|® est une s-densité sur M.

. En gros, on peut faire avec les densités sur M les mémes opérations qu'avec les
n-formes :

+ Sif :M>M, on définit le “pull-back" f*p par

(F¥0) (M) (Xps--aXy) = p(F(M)) (fi Xpoesonfy X)) 5
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o f, est la différentielle de f.

+ Si Z est un champ réel sur M, de flot ®(t,m), on définit Ta dérivée de Lie
de o par Z (notéeol,p) par

t-0

& yo(m) = Tin L&(t22) o)) = o(n)

La raison de 1'introduction des densités est qu'on peut définir 1'intégrale
p d'une l-densité ; les 1/2-densités forment alors un espace pré-Hilbertien pour

M v
le produit scalaire (p,p') = f op' .
c) Relévement de 1'équation de transport.

Proposition : Soit, au voisinage d'un point Xys Une fonction réelle ¢ solution de
pm(x,V¢0 = 0, et soit A = {(Xx,Ve(x))} 1a nappe de lagrangienne correspondante.

Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i) La fonction uo(x) est solution de 1'équation de transport de P :
2

ap ‘ 3Py 2
m 1 3 g .
2 (xev0(x) « 5, up+ { (% 59(%)) 5B+ 1 Py (X70(x)) Juy =0
Y3 X 0 Z'J K DEDE; agk axjsxk m-1 0
s U N 1/2 s s 1aa .
1) La densité (d'ordre ) p = m* u, |dx| sur A satisfait, sur A, & 1'équation
2
1 .
T “ng o+ (Pp-1 'Z’ Z BX; ag wor) P =0 - .

Nous omettons 1a vérification (pas trés difficile) de ce fait, et faisons quel-
ques remarques :

« dx désigne la n-forme volume sur R" : dx = dx1 A ... A dx

Z

« Le symbole ps = Pyl " f% Z si-gg. est appelé "symbole sous-principal de P".
J J 7]

n -

« L'équation de transport sur A n'est singuliére que si Hp = 0, et se résoud en
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intégrant le long des bicaractéristiques de P, tandis que [1'équation de transport
usuelle est singuliére lorsque H_ est vertical.

p
Exemple : Reprenons 1'exemple y" = TZ xy = 0.
Pour x <0, et ¢ = i-% (-x)3/2 , On a uo(x) = (—x)'1/4. Comme 1'équation de ,

2

est p=0, i.e. x+ ¢ =0, ona, sur p, dx + 2z dg = 0. La 1/2-densité

p = Ik U |d.x|1/2 vaut donc aussi p = (-x)'l/4 [dx|1/2 = /2 (-x)'l/4 |g|1/2 |dg|1/2 =

2 ]dg|l/2 : on yoit que Uy est singuliére en x = 0, tandis que , est une 1/2-densité

parfaitement paisible sur ;.

La situation en ce qui concerne les amplitudes est donc maintenant la suivante :
on détermine une 1/2-densité o sur A satisfaisant 1'équatibn de transport ; pour tout

point régulier m de A (i.e. ol T,A ne contient pas de vecteurs verticaux), on déduit
de p, au voisinage de 1(m), une solution Us de 1'équation he transport (usuelle) as-

~

sociée a une phase représentant (localement) A prés de m. $i, au-dessus d'un point x,

il y a plusieurs points réguliers m; de 7, les amplitudes Lg

1/2-densité p sont “cohérentes".

provenant d'une méme

3 - Méthode de la phase stationnaire.

Pour conclure notre étude, au §4, nous aurons besoin de la proposition suivante,
connue sous le nom de "méthode de la phase stationnaire”.

®, N
a€Cy(R)

On suppose que, si y € supp a et dy(y) = 0, alors Hes% o(y) = ¢;y est inversi-
ble (on dit que les points critiques de 4 sont non-dégénéres).

| 0wy :
n/2 . i sgn ¢"(p)
Wors 1(k) » (B § a(p) &P e ¥ e e
P |det ¢"(p)|

lorsque T »~ + ». La somme, finie, est étendue a tous les p?ints critiques de ¢, et
sgn ¢"(p) est la signature de Ta forme quadratique associée & ¢", c'est-a-dire le
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nombre de signes "+" moins le nombre de signes "-" dans une décomposition en carrés.

Preuve : + Si d¢ ne s'annule pas sur supp a, I est & décroissance rapide lorsque
T+ + « : en effet, si '

_1 3¢ B itg _ 5 ite
L= z , Le =dqte "
|99]% 5 Y5 3

et en intégrant par parties on trouve

1(k) = 7= J el (Y ayay

En recommengant, on obtient I(t) = O(T—N), pour tout N.

. Si p est un point critique non-dégénéré de ¢, le lemme de Morse indique qu'il
existe des coordonnées locales ZqseeesZp s dans un voisinage Vp de p, telles que

n
z(p) = 0, et ¢(y(z)) = o(p) + %-(- zi = can zi + Z§+l + ...+ zﬁ)i

Sur le support de a, ces points critiques, isolés, sont en nombre fini ; on

peut écrire a = X ap + b , avec supp ap eV , et dp + 0 sur supp b.

p p

Dans Ip(T) = l e1T¢(y) ap(y)dy, faisons le changement de variables y = y(z) :
P

: i % Q
IP(T) = [ e1r¢(P) e 17 00) ap(y(z)) |det %%[ dz ,

2 +...+22

ol Q(z) = - zi - eee = zi *Z n-*

« Pour évaluer I (1), nous avons besoin du lemme suivant, qui précise le sens
d'unie intégrale telle que I(t) lorsque le support de a n'est pas compact.

Lemme : Soit h(t) une fonction de classe 02 sur R, bornée ainsi que ses deux pre-

2
miéres dérivées. Alors J et /2 h(t)dt est uniformément convergente pour Re A 2 0,
R

1] = 1.
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- 3 - - ¢ - ) . - ! 0 -
Preuve : La vérification est immédiate en intégrant deux fois par parties. =
' |
1

Q(z) ) |
-+ Pour évaluer J e z f(z) dz, ol f € Co» ON écrit f(z) = f(0) + } z; fi(z) 3
grdce au lemme, on peut écrire
i Q(z) i Q(z)
J 1'2 Q f(z)dz = f(0) j 2 dz + } J e e Z; fj(z)dz :
J
En intégrant par parties par rapport a zJ, on obtient
i Q(z i4Q(z) of,
z _ 1 z J |
J e Z5 fJ(z)dz K J e —Egi(z)dz
T T 2
i Q(z) i 2
- On a J e z =1 J e Z5 dz
J .
2 2
B %? -'AT%T  on, /2
Or J e - du = v21 , donc J e du = ¢3r) (x> 0) » et, par prolongement
u2 I |
i1 = 1/2  +i
analytique, J e z du = (3?) e 4 . Par conséquent,
i £ Q(z) n/2 i % sgn Q
J e z dz = (3%) e 7

- Enfin, on calcule facilement que

2 N a
1 5% () -
7 5757, () - pzq Bypay (0) -525 (0) 57, (©) »

|deto"(p)| |det 2 (0)|
4 - Solution uniforme et recollement des phases.

Nous allons chercher des solutions de Pu = 0 sous Ta|forme

k/2 .
u(x) = () sz IT0(X0) (5 6)do

k

c'est-a-dire comme une superposition (convenablement normalisée) en 8 € R~ (k &
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déterminer) de solutions de la forme habituelle. On supposera a a support compact en
9, en sorte que u sera évaluée, pour x fixé, par la méthode de la phase stationnaire
(cf. 3)). Pour que u vérifie Pu = 0, il faut que a et ¢ soient choisis convenable-
ment. '

a) Paramétrisation de A.

Proposition : Soit m un point de A. Si les coordonnées locales Xq,...,x,  au voisinage

de m(m) sont convenablement choisies, on peut trouver une fonction ¢(x,z) (ol (x,g)
sont les coordonnédes locales sur T*R" déduites de x) avec la propriété suivante :
soit (3(p 1'ensemble des points critiques de ¢
= ' - . *R"
C(p {(x,8) » ©'(x,8) =0}, et y: Cw-+T R

1'application n(x,g) = (X,q&(x,g)). Alors Cw est une sous-variété de dimension n, et
u est un difféomorphisme local de C(p sur A. '

Preuve : A titre indicatif, donnons la dans le cas ol 1'on suppose que A peut &tre
paramétrée par g, prés de m :

A= {(x:8) » x = H(g)} .
Alors, comme en I. 2b), on sait qu'il existe une fonction scalaire h(g), telle
que H(g) = vh(g). Si T'on prend ¢ = x¢ - h(g), on a ¢& =g, et mé = 0 pour x = H(g)

dans ce cas, C(p = A, p=id. m

Exemple : Dans le cas de 1'équation d'Airy y" - T2 Xy =0, A = {(X,8), X + gz = 03.
bonc H(g) = - &2, h(g) = - £5/3, et o(x,£) = x¢ + £/3 .

b) Détermination de 1'amplitude a).
* La donnée de ¢(x,£) détermine sur Cm une l-densité ¢, définie par la formule :
3
ldet(vi, dcgsé))lo(ul,...,un) = |dx dg|(ugs--.sups Vl""vn) "

Dans cette formule, les us sont tangents a Cm’ tandis que les Vj engendrent un sup-
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plémentaire & 1'espace tangent a C(p; det(vi, d(%%%)) désﬂgne le déterminant de la
matrice nxn dont 1'élément (i,j) est (Vi’ d(%%é)).
+ L'espace tangent a C(pest définibpar les équations {d(%%?— =0 5 J 5 laseeslle
Un vecteur vertical n =) "5 3 ———-est donc tangent a C si et seulement si qgg n=0.
En un point régulier p de Cq? qgg est invers;b1e, et le choix v; = 5%; mdhtre
qu'alors ¢ = H*W% , car}(v}., }(%%)) =5§—i-5%—j- .
. Dans la fdrmu]e u(x) = (g%)k/z olto(x,0) a(x,6)de, nous prenons k = n, et

= @(x,&) construite en a) ; la fonction a(x,g) est définﬁe sur C(p par la formule

| ‘
pu* p= a 01/2,'03 p est une 1/2-densité sur A satisfaisant ﬂ'équation de transport.

=

On étend ensuite a arbitrairement (mais a support compact kn €) hors de.Cw.

c) Conclusion

n/2 :
Soit u(x) = (E%) J e1rw(x,£) a(x,E)dE , ol @ et a ont &té précisés en a) et

b). D'aprés 3), on a les faits suivants :

. Si, au-dessus de x, il n'y a pas de points de A, u esk a décroissance rapide en
1, T >+ : c'est 1a "zone d'ombre” (cf. 1)).

« Si, au-dessus de x° , tous les po1nts m; de A sont réguliers, on peut appliquer
la méthode de la phase stationnaire 3 u(x ) en effet, m 51 = (xo,w&(xo,i.)), avec

w%(xo,g.) = 0 ; comme iy conserve les vecteurs verticaux, dire que m;

5 est régulier,

c'est dire que mgg( o,gj) est inversible (cf. b)). On obtient

_ . i

. _ ito(X 5Es

u(x%) ~ ) a(xo,gj) e J
J

) 1-1 sgn mgg(x ,£ )
‘1/2

det .
|de wgg(x g )

On observe alors ceci :

. la phase @(x ,gj(x))_définit la nappe de A passant par m; (pour x voisin de x°):
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. 9 i
en effet, =% [o(x,£5(x))] = g (x,£;5(x)), car ¢

(x,gj(x)) = 0 par définition. Nous

noterons wj(x) =.w(x,gj(x)).

. Les coefficients a.(x) = a(x;g.(x)) 1

J J |det o} (x,2;(x))]

cohérentes (cf. 2), c). En effet, d'aprés les formules sur a et o (§b),

177 sont des amplitudes

12 _

I* aj |dx | o .

i 21} sgn (pgg(xsgj(x))‘ .
- Les facteurs e v indiquent quelle est la superposition de
solutions “"classiques” qui approxime (aux termes en %-prés) Ta solution "physique-

ment admissible" u(cf. le "shift" de phase, 1) e)).

Pour nous débarrasser tout a fait du paramétrage ¢(x,£) de A, remarquons que
d(e 0 p-l) = w, la 1-forme fondamentale du fibré cotangent (si le vecteur Z a pour
composantes (U,V), d(o 0 1) (Z) = do(u;} Z) = ¢} dx(U) = u(Z) au point (x,}) de
). Lés différentes phases qﬁ(x) proviennent donc d'une fonction sur A (¢ 0 p'l)

définie a une seule constante prés.

Enfin, i1 est clair que sgn w;g ne change que lorsque 1'on "traverse"” un point
non-régulier de A, puisqu'un signe "+" ne peut s'échanger contre un signe "+" que
Torsque. le coefficient correspondant s'annule.. Plus précisément, on peut montrer que
1'ensemble Z des poihts de A ol i1 y a exactement un vecteur vertical tangent est |
( génériquement ) de codimension 1. Si m parcourt une courbey de A transverse a Z,
sgn wgg(m) augmente de + 2 en traversant Z, selon le sens de parcours : Z est appe-
1é le cycle de Maslov.

Exemple : Revenons une derniére fois a 1'équation d'Airy. Des amplitudes cohérentes

=1/% pour chaque nappe de A. Des phases provenant de

)3/2 (g,(x) =« (-x)l/z). On a

sont ub(x) = (-x)

@(x,E) = xg + 5 sont ¢, (x) = 0(x.E,(x)) = F 5 (X

wgg = 2¢, donc sgn wgg =+ 1 pour £ >0, -~ 1 pour £ < 0 (le cycle de Maslov Z est
réduit & 1'origine). La "bonne" superposition est donc
. 2 3/2 .1 2i 3/2 . 1
_ -1 = 1(~X) i + t(-X) -1
(=x) 1/4 (e 3 e i + e 3 e K ) s
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ce qui correspond & la formule du chapitre V, II.2)'su€ la fonction d'Airy.

Obseryons du reste que, au §1, on a utilisé la fonction d'Airy pour écrire une
solution uniforme u au voisinage de la caustique (C) ; au §4, la solution utilisée

est de Ta forme J e1T¢(X’€) a(x,g)dg : i1 suffit de rappeler 1'écriture
5

: t
173 rw ix(t + )

Ai(xz/s) = S e dt pour voir que le point de vue des "intégrales

- 00

oscillantes” du §4 est plus général que celui du §1. En particulier, il permet d'é-
crire des solutions u en-dessous de points assez singuliers de A, alors qu'au §1 on

~

s'était implicitement limité a une singularité de type ['p1i".
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