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Sur les courbes définies par les équations différentielles 
à la surface du tore; 

PAR ARNAUD IIENJOY. 

Le présent article a pour objet d'élucider une question laissée en 
suspens par Poincaré dans l'un de ses mémoires célèbres sur les équa-
tions différentielles à variables réelles (1 ). 

Poincaré se limite à l'hypothèse du coefficient différentiel holo-
morplie (et même rationnel par rapport aux coordonnées cartésiennes 
sur le tore). En fait ce caractère trop précis ne joue aucun rôle néces-
saire dans la question posée par Poincaré. Je reprends entièrement 
la théorie de l'illustre géomètre en me plaçant dès l'abord dans les 
conditions à la fois simples et générales suffisantes pour que les phéno-
mènes numériques découverts par Poincaré se produisent. Ensuite 
j'examine à quels effets correspondent deux restrictions que j'introduis 
successivement dans les hypothèses, et je montre, ce qui est le principal 
objet de ce travail, l'impossibilité d'obtenir une certaine circonstance 
singulière, dont l'éventualité paraissait vraisemblable à Poincaré. 

La généralité des hypothèses n'offre pas seulement un intérêt 
logique, par l'avantage d'aborder plus immédiatement les véritables 
causes des faits. Mais encore, les conditions d'holomorphie, raisonna-
blement admises à l'intérieur des domaines parcourus par les variables, 
souvent sont en défaut aux frontières de ces domaines. Pour ce 

(') POINCARÉ, Œuvres complètes, \. I, p. 13y-158
t
 article primitivement parti 

sous le litre : Sur les courbes définies par les équations différentielles [Jour-
nal de Mathématiques pures et appliquées, t. I, P· (i885)]. 

Journ. de \fath., tome M. — Fasc. IV, i|i32. 4^ 
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cas, il est utile de disposer de résultats valables sous les conditions 
le moins rigoureuses possibles. Nous Tie faisons appel dans ce travail 
qu'à la continuité et à la première dérivabilité du coefficient diffé-
rentiel. 

1, Soit M un point mobile sur un tore sans point double. Le méri-
dien de M sera défini par l'angle 9 qu'il fait avec un méridien origine. 

Sur le méridien de M, θ mesurera l'angle du rayon de M avec le 
rayon du point le plus rapproché de l'axe. 9 et 0 ne sont définis qu'à 
l'addition près d'un multiple quelconque de 27.. 

Considérons une équation différentielle 

u \('J. h). d'j 

Supposons que A possède une valeur déterminée en chaque point 
du tore. A est donc périodique de période 27. en 9 et en 0 séparément. 

Supposons qu'en chaque point M„(9„, 0
o
) du tore : T'soit A, soit x 

est continu en 9 et 0, d'où résulte que le plus petit des deux nombres 

! Aj, -γτ est uniformément borné sur le tore; 2" dans un domaine d
ti 

entourant M0, 
\\(o. rï) — \(>j, 0)\<K\0'-0: 

dans le premier cas, 

! ^ k , 

dans le second cas, Κ étant indépendant des points(9,0), (9, 0')(V,0; 
considérés dans d

v
. 

On en conclut immédiatement la possibilité de trouver un nombre 
positif η indépendant de M

0
 et tel que : i° dans tout domaine d

ti
 défini 

par I9 — 9„| (0 — 0
o
 l'une des deux fonctions A,-^est 

continue, et 20 la condition de Lipschitz correspondante est vérifiée 
avec un nombre Κ indépendant de o09

 0
o

; 3® par le point M0(9„, 0
o
) 

passe une courbe intégrale unique pouvant être prolongée de part et 
d'autre de M

0
 jusqu'au contour du domaine d\

y
. 
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Aux points où A est infini, cette courbe est tangente à un cercle 
méridien. 

Poincaré donne le nom de « caractéristique » à toute courbe inté-
grale de l'équation (i). Ainsi, par tout point du tore passe une carac-
téristique et une seule. Deux caractéristiques ne peuvent avoir un 
point commun sans coïncider dans leur totalité. Une caractéristique 
ne peut avoir un point double sans être une courbe fermée simple que 
Poincaré appelle un « cycle ». Toute caractéristique qui n'est pas un 
cycle se prolonge indéfiniment dans l'un et l'autre sens. Poincaré dit 
qu'elle n'a pas de « point d'arrêt », c'est-à-dire de point vers lequel 
elle tend saris prolongement défini au delà de ce point ('). 

Considérons une caractéristique non cyclique. Les points au voisi-
nage desquels elle passe une infinité de fois forment un ensemble fermé 
pouvant coïncider avec la totalité du tore, ou former des lignes, celles-
ci vérifiant évidemment l'équation différentielle. Au voisinage de 
chaque point de l'une de ces lignes le point décrivant celle-ci passe 
une infinité de fois. 11 en sera ainsi naturellement quand la ligne est 
fermée. Poincaré l'appelle alors un « cycle limite ». Mais a priori celle 
courbe limite n'est pas nécessairement fermée. C'est un cas de cette 
sorte qui serait réalisé dans une éventualité étudiée par Poincaré. Nous 
nous proposons de montrer que celle-ci ne peut pas se produire dans 
l'hypothèse où se plaçait Poincaré, de A holomorphe, ni même quand 

la variation totale de ~ (5, Θ) en 0 est uniformément bornée (3i-33). 

2. Considérons plus spécialement avec Poincaré le cas où les méri-
diens sont des « cycles sans contact », c'est-à-dire ne sont tangents à 

aucune caractéristique. 11 faut et il suffit pour cela que ne soit jamais 

nul. Y continu est borné. Les méridiens coupent les caractéristiques 
sous un angle dont la borne inférieure est positive. 

Sous supposerons donc A (9, 0) continu sur la totalité du tore, et bien 

('j Les points d'arrêt considérés dans les mémoires de Foi ncaré sont tes nœuds 
011 viennent aboutir une infinité d'intégrales tangentes entre elles, et les foyers 
autour desquels une infinité de caractéristiques s'enroulent en spirale. Les cols 
011 se joignent un nombre Uni de caractéristiques ne sont pas des points d'arrêt. 
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entendu, admettant la période 27 en 9 et en 0 séparément. Λ (9, θ)est 
continu, uniforme, dans le champ — cc < 9 -l·· χ, — oc 0 + x. 
D'après la théorie générale de l'intégration, à tout système (9,,, 0

o
) de 

données initiales, correspond au moins une intégrale et en général une 
infinité d'intégrales de l'équation (1), prolongeâmes dans tout lechamp 
— 3C< <p<-+-0C. 

Nous supposerons que les conditions analytiques vérifiées par A (φ, 6) 
sont telles que cette intégrale est unique, quels que soient 9,, et 0

W
. 

Il en sera en particulier ainsi moyennant la condition de Lipscliitz 
en 0 : 

1 Λ ( Ο, FJ') — Λ ( Ο, 0) ! < Κ 0'— 0 

Κ étant indépendant de 9, de 0 et de 0'. 
Puisque toute intégrale est définie pour 9 = 90, nous supposerons 

ce dernier nombre invariable, et l'intégrale 0 de (1) sera caractérisée 
par la valeur 0„ qu'elle prend pour 9 = 91». Nous l'écrirons 0 = //(9, Q„). 

3. //(9, 0
o
), regardé comme fonction de 9, n'est évidemment pas 

péiiodique. Quand 9 s'accroît de 277, si 0 reprend la même valeur, 
augmentée de ip~(p et q entiers), la caractéristique est un cycle 
s'enroulantρ et q fois autour du cercle moyen et de l'axe du tore. 

II est bon de noter que ûlïi?"!.
cs

t compris entre le mini-

mum et le maximum de Λ sur le tore. Il en est ainsi en particulier 

de 

Λ. lûudions 0 = w ( 9, 0
 tt

) comme fonction de 0
υ

 : 
iw Kvidemmcnt u(9, 0„) + 27 substitué à 0 vérifie l'équation (1) 

avec les conditions initiales (9,,, 0
o
 + 27.). Gomme par hypothèse 

l'intégrale correspondant à celles-ci est unique, on a 

ffi'j. rj„ - ■>. τ. ) — κ (' ο. fj„ ) ■ ». r.. 
Donc, si 

f) Ifi'J. 0t, ) --- 0„ C('J. 

v admet en 0„ la période 27. c s'annule pour 9 = 9,,, quel que soit 0
o

. 
Géométriquement, aux deux valeurs G

0
 et (Γ4- 27 correspond la 

même caractéristique. 
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a" Soit 0'= /1(9, Oj,). Si 0'
o
— 0„ n'est pas multiple de 2r., 0' — 0 ne 

peut l'être pour aucune valeur de 9. Sinon les deux caractéristiques 
coïncideraient, ce qui est absurde, puisqu'elles différent pour z = z

0
. 

Donc u( 9, 0'
w
) — //(9, 0„) est toujours compris entre les mêmes multiples 

de 2 ~ que 0
H
 — 0

W
 lui-même. 

En particulier l'inégalité 0„ <^Ô'„ entraine 

//(9, '/„) <H(0, '/„) 

quel que soit 9. Pour une valeur invariable quelconque de 9, θ croit avec 0„. 
De même 0

W
 < OJ, < 0„ H- 2 7. entraine 0 <G'<0-{- 27. quel que soit 9. 

3" /*(9,0,,) continu en 0
o

. Ceci est vrai pour 9= 9,,, d'après 
Η(?

Λ
,0

β
) = θ

β
. Soit 9 invariable et différent de 9,,. u est croissant en Θ,,. 

Donc κ(φ, 0
e
-f-o) et 1/(9, 0„ — o) existent. On sait que ces deux 

fonctions de 9, étant limites d'intégrales, sont elles-mêmes des inté-
grales. Si donc, l'intégrale 0 = //(9, 0

o
) est unique, elle coïncide avec 

les deux précédentes, ce qui exprime la continuité. 
Si l'on supposait vérifiée la condition de Lipschitz, rappelons que 

la démonstration classique de l'unicité des intégrales de (1) donnerait 

tr~u 1 !< ρ—ρ- < ?·'. 

Donc, les nombres dérivés de 0 en 0
o
 sont bornés en ce cas ainsi 

que leurs inverses (pour 9 variable dans un champ borné). 
fi" Soient 3(9) et 7(9) le minimum et le maximum de ^(9, θ

0
) et 

Aio) = vis») — Sí® ). 

Je dis queA(9) est toujours inférieur à ιτ. [Δ(φ
0
)= ο |. Sinon, il y 

aurait trois nombres, 9', θ„, b
lt
 avec 0

M
 < ir., (vest pério-

dique en 0„ ) pour lesquels 

v(Κ) — *·(?'. *„)=± 2t.. 
Mais alors 

K) — "(?Ï 

prend pour 9 = 9,, la valeur— 0'
e
, pour9 = 9' la valeurΟ]', — άζζτ.. 

Donc, pour au moins un 9" intermédiaire à et à φ', 6' — 0' = 2-
ou zéro, ce qui est impossible. 
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o. Posons 
ν
η
=ιι{γ

η
~>τ-νηπ, &„) = 9,-+-ψ

β
(9»), 

η étant un entier quelconque. Le point ΜΛ(φ#4-2»r., 0
rt
) sera appelé 

le nikmit conséquent de M0
 sur le cercle méridien 9 = 9» que nous dési-

gnerons par C. Si n<^ o, M
rt
 est appelé le (—n)irm' antécédent de M

0 

sur C. 
Suivant les cas, il nous sera utile de considérer simplement le 

point M„ c'est-à-dire d'assimiler entre eux tous les nombres 0« 4-2Λζ, 
9„4- m t. 4-1 k τ. (A et A' entiers quelconques) ou au contraire de dis-
tinguer pour un même point M

rt
 les valeur précises θ„ et 9,+ 2/1 ζ de 

ses arguments coordonnés. 
Si nous amenons 9 de 90 à 9,,-banπ avec la valeur initiale CL„, 

nous retrouvons θ0. On a, quel que soit n, 

u{ 9,,-+- 2Λ7Γ, 0_
ft

) = 5„. 

M0
 est le n,énw conséquent de M_„ pour Λ^> Ο. On a, quel que soit n, 

$ο=ψ_,($ο) = - ψΛίί-Λ). 

En appliquant à Θ
Λ
= î/(9„ 4- 2/iz, 0„) et à ψ* (0„ )==*'(©,, 4- 2/1 z, 0„) 

les résultats établis pour u(9, θ„) et pour ̂ (9, O0), 9étant quelconque, 
nous voyons que : 

ι0 «ne fonction continue et croissante de (i„. L'inégalité 
0
β
<0'

β
 <^Θ

0
4-2τ: entraine 0

Λ
<0^<0

Λ
-|-2τ, (et si la condition de 

Lipschitz est vérifiée, les nombres dérivés de 0
Λ
 en G, ainsi que leurs 

inverses sont inférieurs ké*"'). 
2" ψ,«(0

ο
) = G„— Oo /α période 27. en G

ft
, ci ήn% et ny„ dési-

gnent son maximum et son minimum, on a n(r„— 27.. 

Des premières propriétés de G„ résulte que, si M# décrit dans le sens 
direct ou dans le sens rétrograde un arc géométrique (arc inférieur à 
2ζ en valeur absolue) u

0
 de C, M„ décrit dans le même sens nn arc 

géométrique u
n
 de C. 

Si sur l'arc u
0 parcouru dans le sens direct, M», M, ... se succèdent, 

sur u
n
 parcouru dans le sens direct M„, M'„, ... se succèdent de la 

même manière. 
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6. Ces derniers résultats géométriques s'expriment indépendamment 
de la détermination choisie pour l'argument θ„ de M„. Revenons à la 
définition analytique de 0

rt
. 

Soit n=pr-\- s (n, p> 1 ; o<s<p— 1). Des formules 

Ίιηι—ίψύΡΫΡ ^ ' *'·ι Ό» 
&t£9k— (Ι; — rp = i, 

on déduit 
rp$f,-\r sp^n p„ < ri 7« < rpy,, -hi·/,. 

Laissant ρ fixe et faisant croître n indéfiniment, on trouve 

p,S\\mp,S\\m γη<γΡ. 

D'après Υ/ι~βΡ< on conclut immédiatement que β„ ety„ ont 

une limite commune 2 πα ci α vérifie la double inégalité 

Ψ« ( 9., ) — a '«πα ^ /L 
quel que soit p. 

Donc si l'on pose 

η p
n
 = -x nr.z — pn, H'( η = 2 n Τ.Λ y'n, 

?« et γ'„ sont non négatifs avec β^-f- < 2 τ. et l'on a 

(2 ) — Ψ« ( 9., ) — a '«πα ̂  /L 

les termes extrêmes étant les bornes atteintes par le terme médian 
(qui est continu). 

La même formule s'applique au cas de η < ο. Remplaçons Û
0
 par 6_„ 

et ψ«(0_
Λ
) par — ψ_

η
(θ

0
). On trouve 

— 7« i Ί-« ( ̂  ) — 2 n r.z < %. 

La formule (2) est donc générale et de plus = β!„, £f
/t
=γ!„, quel 

que soit /1. 

7. Supposons que parmi les caractéristiques, il y ait un cycle, et 
que le mobile décrivant la trajectoire revienne à son point de départ 
(sur le méridien C) pour la première fois pour ο = o0 H- 2qz, θ ayant 
augmenté de 2pz. Il est évident que sur cette trajectoire particulière, 
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si 9 passe de çp„ à 9,, 4- irqz0 augmente de 2quel que soit r 

entier. Donc, d'après cette valeur particulière de 0„, α vaut Donc, 

rationnel quand il y a un cycle parmi les caractéristiques. 

Réciproquement, si α est rationnel et vaut la fraction irréductible y 

on a 
(2 ) — Ψ« ( 9., ) — a '«πα ^ /L 

β7 et f étant non négatifs et définissant des valeurs atteintes par la 
fonction continue ψ7(0ο), il existe au moins une valeur Oj, telle que 
CU»M = 2pz. 

La caractéristique correspondante 0' = //(çp, 0
(>

) est un cycle. Donc, 
la condition nécessaire et suffisante pour Vexistence d'un cycle est que y. 
soit rationnel. 

7 b. Continuons l'examen de ce cas. Observons que Ton a 
= <>«(K) puisque0,(0;)=0„. Donc 0,(6;,),0.2(0„) ... 0,,_,('p 

vérifient eux aussi la condition ψ
7
(0

ο
) = ιρτ.. Les q points sont dis-

tincts, sinon α serait égal à une fraction avec q' < q, ce qui est impos-

sible. Les points M(0'
o

, forment sur C un ensemble fermé E, qui 
admet la transformation en lui-même 0, (E ) = E. 

Si E coïncide avec C, toutes les caractéristiques sont des cycles. 11 
n'y a pas de cycle limite. Supposons E non identique àC. 

Soit u
0
 ou Μ,,Μ", un arc direct de C conligu à E. 

Si u
H
 est l'intervalle formé des niën,esconséquents des points de u

n 

est identique à l'arc direct u
n
 ne contient pas de point de E, 

sinon le ηantécédent de ce point serait intérieur à u
a
 et appartien-

drait à E. u„ ne serait pas un contigu. Donc u
n
 est un contigu de E. 

Par suite deux u
n
 quelconques sont distincts ou identiques. 

D'ailleurs u
(J
 a mêmes extrémités que //„, donc lui est identique. Si 

s = 0,1 ..., q— 1, M, est distinct de M0, quel que soit M0. Donc, u
x 

est différent de u
0

. Ainsi les q contigus u
0

, u,, ..., ιι7_, sont deux à 
deux distincts et uqM est identique à u

s
. 

Soit M
0
 un point de //„. est dans //,, comme nous venons de le 

voir. M,y est dans u
0
 comme M0. Mais sur l'arc direct u„, M,, peut être 
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antérieur ou postérieur à M„. Les deux arcs M
0
M7

 de u
0
 et Μ,,Μ,^ de 

u
a
 (si n = rq-\-s) seront en même temps directs ou rétrogrades. En 

particulier, M
r7

M(/.
+l)7

 est de même sens que M
0
M

7
. Donc M,.

7
 varie 

dans un sens constant sur //„ quand /· croît. Pour r infini positif, Μ
Γ7

 a 
un point limite qui coïncide avec son propre qiéme conséquent. Donc, 
ce point limite appartient à E. C'est si M

0
M

7
 est direct, et M'

0
 si 

M„M7 est rétrograde. Pour r infini négatif, ces points limites 
s'échangent. 

De même pour s fixe, Μ7,.+
Λ
 situé sur u

A
 tendra, pour r= -}- oc, vers 

m; si M
0
 M

7
 est direct, vers M'^si M„M

7
 est rétrograde. Ce sera l'inverse 

pour r = — 00. 

8. Soit maintenant α irrationnel. Alors, d'après ce que nous venons 
de voir, aucune caractéristique ne se ferme. Les antécédents et les 
conséquents d'un même point sont tous distincts. Quels que soient η 
et 0„, ψ,ι(0

ο
) est différent de tout multiple de 27. Donc ψ„(6„), 

2/ir.a —
 (

Jj
n
 et 2/177 + γ'„, et a fortion 2/17«, sont compris entre deux 

multiples consécutifs de 27 (égalité exclue). (Il en était de même, 

pour rA==
~j irréductible, η non divisible par q.) 

Soient trois points M,, M^, M7, conséquents ou antécédents d'un 
même point M„ sur C. Soit Γ un cercle de rayon 1. Considérons les 
points λ,., >7„ λ7 de Γ ayant pour arguments respectifs 2Γ72, a, 
277a. Je dis que si l'on parcourt C dans le sens direct de M,, à M,, 
(nous dirons que C est parcouru de M* à M7) et si l'on parcourt Γ de 
λ,: à λ~, l'ordre de succession géométrique des points M/J,M7 sur C d'une 
part

y
 et l'ordre de /7„ λ7

 sur Γ seront les mêmes. 
Sous une autre forme, l'arc géométrique M,,M7 de C ne contenant 

pas M, et l'arc géométrique /7,λ7
 de Γ ne contenant pas λ

Γ
 sont de même 

sens. 
Observons d'abord que le sens du premier arc est indépendant de 

\I„. Car il ne pourrait changer dans un déplacement continu de M
0 

que si deux des trois points M
r
, M^, M7

 venaient à coïncider, ce qui 
est absurde. En amenant M

0
 au point M coïncidant avec M_

r
, on voit 

qu'il suffit d'établir la proposition pour r = ο, ρ elq quelconques. On 
peut de même placer M

(>
 en une position quelconque. Si 0„ désigne un 

Journ. de Math., tome XI. — Fasc. IV, 193-2. 4^ 
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argument de M„, on peut supposer O
0
=o. Dés iors, si 0/;, \ d'une 

part, ω,,, ω,, d'autre part sont les arguments compris entre ο et 27., de 
M,, d'une part, de λ/;, \ d'autre part, nous voulons montrer que 

les deux différences 0V— 0Λ et ω7 — ω,, sont de même signe. 
D'après 0„ = o, le ΛΙί!Π,,: conséquent 0,

t
 de 0„, savoir 0„ = 0ο-+-ψ«(0ο), 

est compris entre les mômes multiples de 27. que 'inr.v.. Si donc 

2/.·π < 2JJ1ÎX < 2(/, -f- ι)π, ·ίίιπ < 2rjr.z < 2 (Λ -h ι)π, 

on a 
rt,, = 67, —2 /-7Γ, 4,,= (J,f —·.>.!/t.. 
',)r~ 2pv.c/. — 2/·π, '/>y == 2rjTty. — 2 fir.. 

Mais 0
/t
(0

o
) — 0o

 admettant la période 2 7. en 0
()/

 on a, quel que soit η : 

^// ( -l· 2 m r.) = (j„ 4- 2 /« π. 

D'après ceci, 
0V — 2 /. 7Γ = 5,, 4- 2 (h — /.·) 7:. 

Mais Ο,,-,ΧΟ,,)— 07, est compris entre les mômes multiples de 27. 
que 2(7/—p)a. Or 

0.1-1,(9,,) — 7)
η
~ 't., — -r- 2(// — /. )π 

et 
>.(r/ — ρ )r.Z = (λ., — U\v 4- 2 (// — /. ) 7. 

Donc 0^—0,, et ω,,—ω,, sont compris entre les mêmes multiples 
de 27.. Comme ces deux nombres sont compris entre —27. et 27., ils 
ont le même signe. c. Q. F. D. 

Le résultat précédent montre qu'un nombre quelconque de consé-
quents ou d'antécédents Mr, M„ M

m
, ..., d'un point M„ de C et les 

points λ,., λ
ν
, ... de Γ ayant pour arguments co

0
 H- 2Γ7.α, ω

0
 + is7.α, 

(o
0
-4-2/W7.a, ..., sont rencontrés dans le même ordre géométrique 

sur C et sur Γ parcourus l'un et l'autre une fois dans le sens direct, à 
partir des deux points M

r
, λ, homologues (Poincaré). 

9. Désignons par Ω(Μ„), Ω^(Μ0), Ω~(Μ0) les ensembles 
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2)Μλ, Soient J(M0), J+(M0), J"(M0) leurs dérivés. Ou bien 

J (M
0
) coïncide avec C quel que soit M

0
. Ou bien J (M

0
) ne contient 

pas la totalité de C pour une certaine position de M„. Examinons cette 
dernière hypothèse. 

Si Ε est un ensemble de points de C, soit E
n
 l'ensemble formé par 

les nU;aes conséquents (η )> ο) ou par les ( — n)iimes antecédents(fl o) 
M'„ des points M'

0
 de Ε. E, sera dit le conséquent, E_, l'antécédent deE. 

Nous dirons qu'un ensemble F de points de C est invariant [sous 
entendu : parla transformation 0<(0o)] s'il coïncide avec son consé-
quent F

(
. Les antécédents de deux ensembles identiques coïncident. 

Donc F_, = F. F est donc invariant par la transformation θ_, (0„). La 
réciproque est évidente. On en conclut F„ == F quel que soit η si F est 
invariant. Û(M„) est évidemment invariant quel que soit M0. 

Le dérivé d'un ensemble invariant est invariant. Soient F' le dérivé 
de F et p. un point de F'. Je dis que tx, est aussi dans F'. En effet, il 
existe par hypothèse une suite M7, M", ..., appartenant à F et tendant 
vers p.. D'après la continuité de Q,(Q0) en 0, la suite M',, M", ... tend 
vers p.,. Cette suite appartient à F,, donc à F==F,. jx, est donc dans 
F'. D'où F>F,. De mêmeF>Fl,. Donc F',==F'. 

Ainsi, J (M
0
) est invariant et de même son dérivé J'(M0). 

9b. Cela posé, considérons un ensemble fermé F invariant, ne 
coïncidant pas avec C, comme c'est par hypothèse le cas de J(M0). 
Le complémentaire de F, donc l'ensemble des contigus à F est inva-
riant. Soit u ou AB un arc direct contigu à F. Comme nous l'avons 
montré plus haut, tout u,

;
 coïncide avec l'arc direct At

;
Bk et les uu sont 

des contigus deux à deux distincts. Entre deux contigus quelconques 
ufl1 u,, en existent une infinité d'autres, formés par les homologues d'un 
point M

(
'
(
 situés entre et My, si M'

u
 décrit u (cette propriété des u

n 

n'entraîne pas que F soit parfait discontinu). Puisqu'un contigu 
quelconque à F contient au plus un point de Ω(Μ'

υ
), le dérivé J(M'H) 

de Ω (M
0
) η a aucun point étranger à F, quel que soit F invariant 

et fermé, et quel que soit M'0 sur C. 
Donc J (M

0
) invariant fermé contient J(MJ,) et réciproquement. 
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Donc, il existe un ensemble fermé J coïncidant avec J (L\10), quel que 
soit M

0
 sur C. 

Mais, en outre, J est tout entier dans son dérivé J' qui est invariant 
fermé comme J. Donc J coïncide avec son dérivé. I est parfait. 

9c. L'ensemble frontière G d'un ensemble invariant F est inva-
riant. En effet, par définition, un point ν est frontière de F, si dans 
dans tout arc-intervalle (extrémités exclues) contenant v, existe un 
point de F et un point du complémentaire de F. v, jouit évidemment 
de la même propriété vis-à-vis du conséquent F, de F==F,. Donc 
G, <G. De même G_, <G. Donc, G, == G. 

Si F est en outre fermé, il est connu que G est non dense. 
G étant invariant et fermé, contient J. Donc J est non dense. J est 

un ensemble parfait totalement discontinu (Poincaré). 

9d. Enfin, montrons que J+(M
0
) et J~(M0) sont identiques à .1. 

Soient στ une portion quelconque de.l, βγ un arc direct de C contenant στ 
et sur lequel or coïncide avec J. Puisque tout point de στ appartient à 
il y a sur βγ au moins deux points M,,, Mv. Enlrc M/( et M,,, 

sur βγ, il y a une infinité de points M„(n^>o). Donc βγ contient au 
moins un point de J+(M

0
). Comme J" (M„) est dans J (identique à en 

sur βγ), στ contient un point de Donc J+(M«) est partout 
dense sur J. Il est fermé, contenu dans J. Donc Λ "(M„) Ξ J. De même 
J~(M

0
)== J. 

En résumé, si α est irrationnel, ou bien d'une part les conséquents 
M

/(
(JI o), et d'autre part, les antécédents M_

n
 de tout point M

N
 de C 

forment un ensemble partout dense sur C. Ou bien chacun de ces 
ensembles est non dense quel que soit M„, et ils ont tous le même 
dérivé J qui est totalement discontinu. 

10. Contrairement à ce que supposait Poincaré, il nest pas nécessaire 
que tous les contigus de J forment une seule suite i,

t

(— χ <[ k -f- oc). 
Nous montrerons la possibilité qu'ils se répartissent en une infinité de 
séries distinctes if (h = i, 2, . ..). 

L'ensemble F invariant fermé le plus général contient J. S'il a des 
points hors de J, donc intérieurs à au moins un arc contigu i de J, il 
forme sur l'arc-segment i un ensemble fermé f(i) (pouvant coïncider 
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avec 1). F contiendra 2//Î(I). Dan* chaque série distincte, 

F ou bien sera vide, ou bien sera constitué par un ensemble analogue 
au précédent. 

I I. Etant donnée la fonction 0,(θ
ο
), établissons une correspondance 

géométrique entre les points de C et ceux d'un cercle Γ de rayon 1, où 
t désignera l'arc, de façon qu'à un point de C et à son consé-
quent M', correspondent respectivement deux points de Γ ayant pour 
arguments / et /+ 2r.a. 

Choisissons indifféremment un point M„ sur C. Soit ;x
0
 un point 

de Γ que nous regarderons comme l'unique homologue de M„. 
Si Θ

Λ
 = 0

Λ
(0„), à Μ„(θ„), faisons correspondre y

Vi
(/

e
-f-2/ir.a). Les 

points υ.
η
 sont partout denses sur Γ. Sur C et sur Γ parcourus dans le 

sens direct, l'ordre géométrique des M„ et celui des [j.
n
 est le même. 

Quand, sur l'arc géométrique direct de de Γ, se trouve un 
point (A,., le point M,, est sur l'arc géométrique direct Μ,,Μ,, de C et 
réciproquement. 

Excluons de C le point M
0
 et de Γ le point p„ de façon qu'il nous 

reste deux intervalles circulaires C, F dont les points forment deux 
ensembles ordonnés. Un point M de C est antérieur ou ultérieur au 
point M' de C selon que l'arc MM' ne contenant pas M„ est direct ou 
rétrograde. On définit pareillement l'ordre relatif de deux points α, p/ 
de F, qui est Γ sectionné au point JJL„. 

Cela posé, les u„ sont partout denses sur F. Un point p. de F par-
tage les points géométriques p

vz
 en deux classes, l'une formée des pv, 

antérieurs à p., l'autre formée des p.y ultérieurs à p.. Ces deux classes 
sont l'une et l'autre non vides puisque sur F aucun point p. n'est ni 
antérieur à tous les p.

/z
, ni ultérieur à tous. Tout point p.„ appartient à 

l'une 011 à l'autre de ces deux classes, sauf \i.
m
 lui-même si p. est iden-

tique à 

Aux p. correspondent sur C un ensemble de points M et aux pv 
un ensemble de points M , tels que tout point M„ (sauf M

/Zl
 si p.= \x,

n
) 

est un ou un M , et tels que tout M;/
 est antérieur à tout M^. La 

borne ultérieure stricte des M;, est un point M' qui n'est ultérieur à 
aucun M

(/

. La borne antérieure stricte des M est un point M" qui 



346 ARNAUD DENJOY. 

n'est pas antérieur à M'. Ou bien M' et M" coïncident avec un même 
point M qui sera par définition l'homologue de μ.. Ou bien M' et M" 
sont distincts et l'arc-segment direct M'M" ou i, dont chaque point 
sépare les M;, des M sera dit correspondre tout entier à μ. 

De même, à p.„, faisons correspondre selon les cas le point unique M„ 
ou le segment direct M'0M„ (contenant M„) si M'

()
 est la borne ulté-

rieure de tous les M„ sur C' et M", leur borne antérieure, et si ces deux 
points M'„, M|j ne coïncident pas. 

12. Ainsi, à tout point géométrique t de Γ correspond .soit un point M, 
soit un segment M'M" ou i de C. Le point M dans le premier cas, 
chacun des deux points M' et M" dans le second cas sont limites de 
points M„ (bilatéralement pour M, unilatéralement pour M' et M"). 
Au contraire, aucun point intérieur à un i n'est limite des M,,. Donc 
J est formé des points M (qui en sont les points de deuxième espèce) 
et des points M', M" qui en sont les points de première espèce. Les i 
sont les arcs contigus â J. 

A deux points p.', μ" distincts de Γ correspondent deux points ou 
segments, M' ou i' et M" ou i" distincts, puisqu'ils sont doublement 
séparés par une infinité de points M„ homologues de points μ„

9
 les uns 

situés sur l'arc direct μ'μ", les autres sur l'arc direct μ"μ'. L'arc 
direct joignant les homologues de μ' et μ" correspond à l'arc direct 
μ' μ" de Γ. 

Réciproquement, deux points de C, ou bien appartiennent à un 
même segment contigu i de .J, et alors ils ont un homologue commun 
qui est le point p. homologue de la totalité de i. Ou bien ils sont 
séparés par une infinité de points M

/t
 sur chacun des arcs directs 

joignant l'un des deux points à l'autre et ils ont alors sur Γ deux 
homologues distincts comme étant séparés pareillement par une 
double infinité de μ

η
. 

A un point M correspond un point μ et un seul, et quand M décrit C 
dans le sens direct une fois, μ décrit Γ une fois dans le sens direct. 

13. Nous regardons 6 et t comme variables dans le champ —oo, 
+ oc, de façon que t —1

0
 et θ — Ô„ soient toujours compris entre les 

mêmes multiples de ir. (à moins que t — /„ = 2/τ., /„ ayant pour 
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homologue un segment avec 0'„<^ 0„ <ζ 0",< 2r., auquel cas 
l'homologue de -f zkz sera le segment O'

0
-|- 2/rr., 0*-f- 2/τ.). 

Dans ces conditions, t est une fonction de 0 bien déterminée dans le 
champ — cc < 0 -+- «, continue, non décroissante, constante pour 
G'<^ 0 0"<ζ 0' H- si l'arc direct M'(O') à M"(0") est contigu à J. 

Le changement de Ô en θ|(θ) change chaque point Μ„(0
Λ

) en 
λί

/ΙΗ
.ι(θ,

ι+ι
), et par suite, chaque point \x

n
{t

(i
 +2nr.) en le point 

ί*«- ι[Λ»+(2/ιΗ- 2)r/|. Donc, au conséquent M'
(
 ou i\ du point M' ou 

du contigu i' correspondant à u'(j) correspond le point p.', (/-f-2?:a) 
de Γ. Cela quel que soit l. 

Soit η l'ensemble des t homologues des segments i contigus à J. 
η est dénombrablc et partout dense sur Γ puisqu'il admet la transfor-
mation t, t-f- 'ir.y. en lui-même. 

Au contraire, la fonction 0(i), qui est bien déterminée si t est 
étranger à η et définit un point M de seconde espèce de J, est indéter-
minée si t définit un point λ de η, et si / est l'argument de λ, θ(/) est 
l'un quelconque des nombres arguments des points du segment i. 

0 est croissant en i, mais Ô subit une discontinuité égale à la lon-
gueur de i quand t franchit χ. 

14. Soit 0 un nombre positif inférieur à 27.. La fonction 
0(/-t-o)— 0(t) a un maximum h(c) et un minimum k(o), l'un et 
l'autre croissant avec 0. h(-f- o) est égal au plus grand, soit t des arcs i. 

Si deux points M'
0
(6'

0
), M'ô(0jj)(0'

o
<^ H- ar.) sont séparés par 

un point de J, l'arc direct contient une infinité de conséquents 
et une infinité d'antécédents de On aura donc une infinité de valeurs 
positives et négatives de η telles que ιι(γ„-\- 2«-, 0*)—2 λ, ». 
si petit que soit 0,',— 0'

H
. D'autre part, si o' vérifie (i"

u
—0„^k(f'\ on 

aura, quel que soit /ι, 0J, — 0'„ < Λ(ο'). Car 0'
w
 et 0", correspondent à des 

valeurs /
0
, t\ telles que o<ft"

tt
 — D'après t"

u
—t

n
 = t'

lt
 — on 

a — 0'
/;
 <//(o'). Kn prenant 0* — Ô'„ suffisamment petit, l'écart θ", — θ'„ 

peut être rendu inférieur à '.-h ε, pour toute valeur de η si petit que 
soit ε donné positif. 

1 iZ>. Si le dérivé J, que nous désignons plus précisément par J(o
w
), 

des points M„(0
W
) situés sur C est parfait discontinu, la même circons-
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tance se présentera sur tout méridien. En effet, soit J(<p) l'ensemble 
des points de rencontre avec le méridien d'argument φ des caracté-
ristiques I passant par les divers points de J(o0)· ·'(?) Ξ K? +

 27
·)· 

Il suffit d'étudier le cliamp ?,,<?< ?« -f- 2 7.. 
J(ç) est décrit par le point φ, 0 = m(©,0„) quand (φ,„0„) décrit 

En effet, 9 et 9« restant invariables, 0 et G„ sont l'un en l'autre 
des fonctions croissantes, continues, à nombres dérivés bornés. L'en-
semble parfait totalement discontinu ·!(?«) se change donc en un 
ensemble de même nature J(o) et réciproquement. Μ

Λ
(φ, 0„) se 

change en Ν
Λ
[φ, //(ο, Θ

Λ
)]. Le dérivé de ΣΜ„, soit J(?o)j se changera 

en le dérivé de ΣΝ„. Or le dérivé de ce dernier ensemble est J(o). 

14c. Ainsi que Poincaré le fait remarquer : 1" les trajectoires 
0' = 1/(9, 0j

(
), 0" = //(φ, 0y) correspondant à deux valeurs initiales 

0„, O; appartenant au même arc-segment contigu i à J(?„) ont une 
distance angulaire 0"—0' tendant vers zéro quand 9 tend vers + χ 
ou vers —00. En effet, ces trajectoires coupent le méridien C pour 
9 = 9,,-h 2/17 dans le segment contigu i„ qui tend vers zéro pour 
η = d= χ. Il en est a fortiori de même de 0", — 0'

H
. Par suite, il en est de 

même de 0"— 0'. Car si η est défini par o
0
 + 2 717 < 9 <?o-l· 2 (// + 1)7., 

et si 9 — 2/i7 = ψ, 0" — 0' = ι/(ψ, 01) — « (ψ, 0„) avec ο ψ < 2 7. 

Donc, 0" — 0' tend vers zéro quand j η j croît. 
2° Au contraire, si 0\

t
 et 0o(Q„<C 27) n'appartiennent pas au 

même contigu, si petit que soit 0"
lt
 — 0'

H
, toute la bande du tore formée 

par les trajectoires joignant les points de ι aux points de séparera 
une infinité de fois sur l'arc direct Μ'(φ, 0'), Μ"(φ,0") les deux carac-
téristiques décrites par M' et M" passant simultanément pour 9 = 9,, 
en M'

0
 et M'

0
. 

ld. Montrons qu'en se bornant à la condition de la simple conti-
nuité de la fonction 0,(0,,), on peut faire coïnciderJ avec un ensemble Ε 
parfait discontinu quelconque situé sur C, en même temps que les contigus 
à J se répartissent en une injinité de séries invariantes distinctes. 

Soit Ε un ensemble parfait discontinu quelconque situé sur Γ. 
Soient, d'autre part, 0/, ω", ..., or'", ... une infinité dénombrable 
de nombres tels qu'aucune relation ω/ ^ =ra -j-j ne soit jamais 
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possible avec des coefficients r, s entiers. Alors les points de Γ ayant 
les arguments ω(/'> -f- 2ηπα, où h> ο et η de signe quelconque, prennent 
toutes les valeurs entières possibles; sont tous distincts. Ils forment un 
ensemble dénombrable η partout dense sur Γ. On peut faire corres-
pondre chacun à chacun avec conservation de l'ordre relatif les contigus 
de Ε et les points de η. II en résulte, comme nous l'avons expliqué 
plus haut, la correspondance biunivoque et continue des points M de 
deuxième espèce de Ε et des points \J. de Γ étrangers à η. 

Définissons 0,(Ô
o
) : 1" le contigu 1 de Ε étant l'homologue du point λ 

de ·/; ayant pour argument χ, on prend pour it
 l'homologue du point 

λ, (χ -f- 2τ.α) appartenant lui aussi à η ; 2° M étant le point de deuxième 
espèce de Ε homologue de \j.(t) étranger à η, on prend pour M, l'ho-
mologue de ;a,(î-H 27.7.) qui est lui aussi étranger à η ; 3° on établit 
entre les points Mo(0„) de chaque arc-segment contigu i et les points 
M,(0,) de son conséquent /, une correspondance 0, = 0,(0„) continue 
croissante, et à cela près quelconque. 

Alors il est visible que : i° la fonction 0,(0«) est définie quel que 
soit 0„, et cette fonction est continue, croissante; 20 les contigus à Ε 
se répartissent en une infinité (évidemment dénombrable) de séries 
deux à deux distinctes dont chacune est formée des conséquents et des 
antécédents des contigus homologues respectivement de t — ω', ω", ..., 
ω(/",... ; 3" J est identique à Ε, relativement à la transformation 0, (0o). 

16. Il nous reste à montrer la possibilité de former une équation 
différentielle du type (1) (A continu) admettant en chaque point du tore 
une caractéristique et une seule, dont les points de rencontre successifs 
avec C obéissent à la loi de conséquence trouvée 0, = 0,(0«) de façon 
que l'ensemble J limite coïncide avec Ε et ofire toutes les particularités 
envisagées comme possibles. 

Nous achevons de fixer la fonction 0,(0,,) en la faisant linéaire sur 
chaque contigu à i à Ε décrit par 0

o
. 

Nous prendrons pour caractéristique I passant au point Μ0(φ„, 0„) 
la courbe I d'équation 0 = u(z>, G„) avec 

?.. ̂  ? ̂ ?0 + a (9, h j = 5
0

COS5 β , -+- ( 5, — 2 £π) sin5 y ·, y" 4- ,3 ( 9 — ), 

t
3 est supposé indépendant de φ et de 0

o
. 

Journ. de Math., tome XI. — Fasc. IV, 1952. 44 
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On a bien ι/(φ
ο
,0

9
) = G

0
, "(9o 2π> ®o) = G,. En outre, 

*"
=

p+(k=°i-ts)a,l=3i 

est continu sur Tare défini de I et vant β aux deux extrémités. Donc si 
l'origine (φ=φ

0
) d'un arc coïncide avec l'extrémité (φ = 90 + 27) 

d'un autre arc, les deux arcs se raccordent. Ainsi, la courbe I se pro-
longe indéfiniment avec une tangente continue. 

Pour φ0 + + i{n + 1)7, on pose 

$0)=Μ(φ— 2Λ7Γ, 0„) 

= $,< cos5 2/27Γ ■+■ — 2^π) Sl'n5^ _μ β(0_φ
β
_

8/
ΙΐΓ), 

G, étant croissant et continue en O
0
 et s'augmentant de 2 - avec O

0
, 

//(<p,0„) possède visiblement les mêmes propriétés. Les deux courbes 
G = ί/(φ, G

0
) et 0 = //(9,G„ H- 2-.)= 27. + //(9, G„) coïncident géomé-

triquement, et quand 0o
 augmente continûment de 27, la courbe I 

passe une fois et une seule par tout point de chaque méridien. 
A tout point M du tore correspondent deux nombres 9, Ô

0
 appar-

tenant au domaine (Δ) : 

9„Î9 <φ«4-27τ, 

et tels que 9 et 0 = w(<p, 0„) soient deux arguments coordonnés de M 
parcourant le domaine (Δ') : 

?„<φ<φ
ι(

-Η 2π, u(o, ^,)^< «(?, $'
m
)h- «π. 

La correspondance entre (9,0
o
) dans Δ et (9,0) dans Δ' étant bi-

univoque et réciproque, et G étant visiblement continue en 9 et 0
o
, il en 

résulte que réciproquement 0„ est continu en G et 9. Les bords des 
domaines Δ et A! ne créent pas de difficultés puisqu'ils peuvent être 
déplacés en raison des périodicités. 

La fonction 

du (· (θι — θ9 3π\ . ο — φ„ 
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est continue en θ
0
 et φ, donc en θ et φ. Elle est continue et périodique 

de période 2π en 0 et en φ. En chaque point M, elle a donc une valeur 
déterminée que nous appelons A(<p, 0). 

Les courbes I vérifient l'équation 

Ο) ^=Α(φ,9). 

17. Pour montrer que celle-ci n'admet pas d'autres courbes inté-
grales que I, il nous suffit d'observer que dans chaque région R décrite 
par les courbes I joignant (®o^9^?o-+- 2 π) un contigu i de Ε à son 
conséquent ι,, A vérifie la condition de Lipschitz. 

En eflet, 0, étant par hypothèse linéaire en 0
()
 sur ï, si Μ„(φ

0
,θ

0
) 

et M'(©
n

, 0' ) sont dans L on a 

6»; — 6„), 

et si 
0 = u(o, 9„), 'ι'=η(γ,0„) «π), 

on a 
'/-</ = ( b'„ - % ) cos·- Η- 0\ - 0, ) sin' i-y?-, 

A(®, 5')-A(o, = ν', + θ' sin iUlî. 

Donc 

| A (φ, fr') — A (φ, θ) | S>ïl a ^l* 

qui a pour maximum ^ y/5 — y/5 [pour φ
0

< φ <o„ -f- 2 7., M
0
 et M

0 

dans i]. 

Si U et 4- ne sont pas bornés à la fois, la condition de Lipschitz ne 

peut pas être vérifiée sur la totalité du tore, ce qui était évident 
a priori. Mais autour de tout point M intérieur à une région R, la 
condition de Lipschitz est satisfaite. Donc, par M ne passe qu'une 
courbe intégrale de l'équation (1). Cette caractéristique est donc la 
courbe I. Soit 1(E) l'ensemble des points des courbes I passant paries 
divers points de E. 
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Deux courbes I quelconques, si elles ne sont pas identiques, sont 
sans point commun. En particulier, une courbe 1 ayant un point hors 
de 1(E) est tout entière étrangère à 1(E). D'ailleurs, si M et M' 
situés sur 1(E) n'appartiennent pas à la même courbe I, il est impos-
sible de joindre M à M7 par une ligne continue sans sortir de 1(E), 
donc sans traverser une région R. Donc, même si la condition de 
Lipschitz n'est vérifiée en aucun point de 1(E), il ne passe qu'une inté-
grale et une seule par chaque point du tore. Et ces trajectoires ren-
contrent le méridien C en des points M« dont le dérivé J coïncide avec Ε 
et offre lee singularités démontrées compatibles avec la seule condition 
de continuité de la fonction θ, (θ

0
). 

Si la condition de Lipschitz est vérifiée par A sur la totalité du tore, 
il est évident que les rapports l-j et j sont bornés. Si l'on se donne un 

ensemble Ε dont les contigus i, rangés en une suite décroissante /,, 

j*i - · "> jni - - -
 9
 sont tels que J-4^· tend verso, la condition de Lipschitz 

ne sera vérifiée en aucun point de 1(E), bien que l'équation (i) corres-
pondante n'ait qu'une intégrale passant par chaque point du Lore. 

18. Si l'on abandonne la faculté de choisir arbitrairement l'ensemble 
singulier Ε avec lequel coïncide J, nous pouvons réaliser le cas de J 

totalement discontinu, avec des dérivées r-~ et continues. 
ω', ω", ..., ω(,<),... étant une suite de nombres quelconques (indépen-

dants), arguments de points de Γ, plaçons sur Γ tous les points λί
Λ 

(p),h)zL· 2ΛΤια)(/ι>ο). Dans le futur ensemble Ε à construire, nous 
ferons correspondre à /.'£

n
 un intervalle contigu i%, de longueur 

2τ: τ ;~ . · Étudions le rapport l4 si i coïncide avec un 

de ces contigus. 
Si i est un i (τι>ο), le rapport J vaut 2 ̂  /*^3 ' Si l'est un i'l';£n> 1), 

4 vaut 7— 

Sur tout contigu i, prenons ̂  de la forme 1 -\-k ——· 

D'où 

{d».)dei'-i(' + e)' 
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Nous devons donc faire 

k— , V*,., sur ** ( ■n s °) 
et 

/== ~7" sur i'tn (n>i). 

Dans ces conditions : sur /,f , 

'ÎAÎ'-^TÂ—3^7 fi"); 
sur ij*„, 

- d%~ η -τ h v " 

Enfin, sur l'ensemble E, qui résultera de ces conventions, nous 

ferons ~ = ι. 

18 5. Dans ces conditions, si elles sont réalisables, sera évi-

demment continue. En effet, sur chaque f, ̂ est continu et vaut ι 

aux deux extrémités de l'intervalle. D'ailleurs, le maximum de 
r~- — il sur iÎ-

n
 tend vers zéro quand n-\-h devient infiniment grand. 

Donc, en un point M(Ô) de deuxième espèce de Ε (ou en un point de 

première espèce, du côté où il est limite de E), tend vers ι quand 0„ 

tend vers 0, soit que 0„ se déplace sur E, soit que 0
o
 traverse une suite 

d'intervalles contigus. Car pour ceux-ci, la somme n-\-h a pour 
limite se, puisque les intervalles contigus pour lesquels 

sont en nombre fini avec N. 
Si e est une portion de E, c'est-à-dire un ensemble parfait qui coïn-

cide avec E sur un arc de C contenant e, les homologues sur Γ des 
points dec forment un arc de Γ. La transformation θ,(θ

0
) appliquée 

à e change e en c, dont la mesure est 

db* — I dbi = mese. 

Donc, e, a même mesure que e. Donc, tous les arcs e ont même 
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mesure. Comme ils correspondent à des arcs a
n
 égaux de Γ, se recou-

vrant partiellement une infinité de fois, en des proportions partout 
denses, un raisonnement simple montre que chaque portion e de Ε 
a une mesure proportionnelle à celle de l'arc Γ homologue de e. 

19. De ^ ? j Λ ζ = #—·—' on déduit pour la mesure 

totale des arcs de la série h : 

^ I (Aί) (A-r 2) ' A-+-2J 2716 (A -4- IJ -4- 2) 

Soit 

Σ«·»> 7Jl±L—. 

Pour que Ε puisse exister, il faut que £>0. Supposons les εΛί 

satisfaisant à cette condition. Dés lors, Ε dont la mesure est ίτ& est 
réalisable et il est défini à une rotation près de C sur lui-même. 

Prenons sur Γ un point origine quelconque ad'argument/, étranger 
à η pour simplifier, et faisons-lui correspondre M d'argument 0 situé 
sur C. A un point p(/), défini par l'arc géométrique direct 

μμ = t — 7, 

nous faisons correspondre le point (ou les points) M(0) tel que 

h — b = ς( / — Τ) -r- ( μϊμ) ïàn -r- ? h'i -

avec ç=o si α est étranger â r
4
, ρ = indifféremment ο et 1 si u. 

coïncide avec t.'
m
 (donc deux homologues à α dans ce dernier cas). Le 

second terme s'énonce : « somme des ij^ entre α et α » et désigne la 
somme des longueurs des i^ situés sur l'arc-intervalle (extrémités 
exclues) direct 

L'ensemble des points M(0) ainsi définis est E. 

20. Considérons pour cet ensemble E l'équation (1 ) formée au n* 10. 
Pour une .valeur donnée de φ(φ

0
 o

9
 -f- 21:), supposons ci-après 0„ 
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remplacé en fonction continue de (0,9 ) d'après 0 = n(o, 0
#
). 

du „ © — © . „ © — Λ 

est continu en 0
β et 9, donc en 0 et 9 et surpasse 1/4 comme lui-

même. Donc existe, est continu et est donné par i = 

D'autre part, 

Ai?,i) = 35=P+(-7--f 

d'où 

dA = ί(<#, ')Sln Ν 

D'après ̂  > 7, ^ est continu en 0, et en 9, donc en 0 et 9. Sur 

les caractéristiques de l'ensemble limite 1(E), on a 

M — °' 

21. Nous n'avons admis aucune restriction aux valeurs de a, qui 
peut être de signe et de grandeur quelconques tout en restant compris 

comme le rapport »■_ ζ qui tend vers α sur 

chaque caractéristique^. Il est évident cependant que si l'on se borne 

à étudier un ensemble .Ι(ο») sans suivre la variation de cet ensemble 
pour 9« <9< 9· -h 2-. on ne change rien à J(9») en remplaçant ζ 
par α k si k est entier. En renversant au besoin le sens positif sur les 
méridiens, on peut encore se ramener au cas — 1 /2 < α <1/2. 

Considérons la transformation = + ko, dont la signifi-
cation géométrique est évidente. Le tore conserve chacun de ses 
méridiens et subit une torsion uniforme autour de son cercle moyen. 
Un point M(9, θ) du tore est changé en un autre point M'(s', θ7) et 
réciproquement parce que si l'on ajoute à ft et à 9 des multiples quel-
conques de 2z, 67 et 9' éprouvent la même modification, donc ne 
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cessent de définir le même point. L'équation (i) devient 

^ = k ± A(
?

, k
?
 ± 9) = ,V(

?
', β'). 

A' vérifie évidemment les conditions de périodicité et de continuité 
en 9', 0' et celle de Lipschitz en Θ'. 

Quant à α' = lim -c'est évidemment k db a. D'où la possibilité de 

réduction annoncée. 

216. Généralement, si m, η, ρ, q sout quatre entiers vérifiant 
mq — np = ζ = zb ι, les formules de transformation 

c)' — mrj -L- nz>, 'j'—pb -r- /70 

(avec la possibilité d'ajouter des constantes pour faire correspondre 
deux points donnés d'avance), d'où 

tb — qb'— no', £0 = — pb'~ ni'j'. 

changent encore un point géométrique M (9, 0) en un point géomé-
trique unique Μ'(φ', 0'). A(o, 0)se changera en une fonction Α'(φ;, 0') 
bien déterminée en tout point du tore, donc admettant la période 27. 

en 9' et en Θ' et continue. Mais, en général, A' n'aura ses nombres 
dérivés bornés en 6' que si A vérifie la condition de Lipschitz en 9 et 0 
simultanément. L'équation (1) devient 

db' _ m.V— η c.. 

On suppose — ^ extérieur au segment des valeurs extrêmes de 

A(9,0). Sous cette réserve, Β est continue en 9' et en 0' et vérifie la 
condition de lipschitz en les deux variables. 

Le nombre caractéristique correspondant est %' = lim —, = my n ♦ 

α et 2' sont rationnels ou non en même temps comme il fallait s'y 
attendre, α et A subissent la même transformation homographique. 
Le dénominateur de a' n'est pas nul, d'après m < α< M. 

22. On ne dispose d'aucune méthode générale pour la détermi-
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nation de « à partir de Α(φ, 0) sans connaître au moins une intégrale 
particulière de l'équation. Observons que, dans le cas où l'ensemble 
limite des caractéristiques [des cycles si α est rationnel, un ensemble 
1(E) pour % irrationnel] ne couvre pas la totalité du tore, si, à l'inté-
rieur d'un contour γ fermé situé à une distance positive de cet ensemble 
limite, on modifie indifféremment A sans le changer sur γ lui-même et 
sans qu'il cesse de vérifier la condition de Lipschitz, on n'altère aucune 
des caractéristiques appartenant à l'ancien ensemble limite, donc on 
ne change pas a. 

De même, s'il existe un cycle, une modification arbitraire de A, 
sauf sur le trajet du cycle (en conservant la continuité et la condition 
de Lipschitz) laisse α inchangé. Ce n'est que dans le cas ou α est irra-
tionnel et où chaque caractéristique est partout dense sur le tore que 
les valeurs de A en tous les points du tore paraissent concourir à 
déterminer y. 

A fortiori, n'aura-t-on en général aucune indication sur les nombres 
— JL, in limitant strictement ψ

η
(θ

0
) — 2/π:α. Aussi semble-t-il diffi-

cile de tirer parti des remarques suivantes permettant, si α est irra-
tionnel, d'exclure la possibilité de l'ensemble limite J parfait discontinu 
sur C. 

25. Nous observons que, d'après γ„^ο, il y a pour chaque η au 
moins un nombre Ô

0
 tel que ψ

Λ
(θ

0
) = inr.y. 

ι * Supposons que ou γ„ s'annulent pour une valeur particulière q 
de n. Je dis que le cas singulier est impossible. 

En effet, supposons β' = ο et soit n=rq. Observons que rf
n
<r$ = o, 

d'où %=■ o. Soit 6<, tel que ψ«(θ
0
) = mr.y.. Cette égalité définit sur C 

un ensemble fermé e
r

. Pour cette valeur de 6
0
, etm = i, 2, ..r, 

posons 
5.,— iqi:y. = zM(90). 

On a 2,rt(ôo)à°? et d'autre part 

]^2«(5») = 9n - 9»— 2«ι:α = ο. 

Donc tous les e
m
 sont nuls. Donc e

r
 contient er+\. Ces ensembles 

Journ. de Mathtome XI. — Fasc. IV, 1932. 4^ 
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fermés ont en commun au moins un point M(0<,). En ce point 

}»(%) = 2/ina, 

quel que soit η multiple de //. Donc, les M„ sont parlout denses. Le 
cas singulier est impossible. 

La démonstration serait pareille pour y = o. 
2° Supposons que β^ ou y

r/
 tendent vers zéro, pour une suite parti-

culière de valeurs de q de façon que au nombre q soit associé un entier q' 
infiniment grand avec q et vérifiant en outre les conditions 

linri y'(3^=o, qy. = , L· irréductible. lirri Y\{q) — o. 

Ces hypothèses sont relatives à une suite infinie β'. On pourrait 
faire les mêmes pour une suite γ'?. 

Soit tel que ψ^·(θ
β
) — 2qq'T.% = o. Posons 

rJ
M

,, — β., ,, — 2q πα = z
m

 ( 0„ ) — £(/» = 1, 2, q'). 

On a 

ι η (ï*)2ot et 2 ί/Λ (rJ„) = qf 3;,. 

Or 

C)r., — — 2 Γ-7 77Z — 2 ; — r;%. 

r>n, avec I Or I < c7' — /· j 3; - - y.T. | η(q ) . 

p, tend donc vers zéro uniformément quand q croît. 

Mais pour r= i, 2, les parties fractionnaires des nombres ̂  

forment la même suite que les nombres puisque ρ et q' sont par 

hypothèse premiers entre eux. On en conclut que, quel que soit Tare i 
de C, le nombre des conséquents d'un point M„ pénétrant dans i est 
non borné. Le cas singulier ne se présente pas. 

Observons que la condition que ψ,,(Ο,) ne peut jamais être un mul-
tiple de 2 ζ entraîne que, si η est le dénominateur Q

m
 d'une réduite du 

développement de % en fraction continue, l'un des deux nombres β'
η 
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ou j'
n
 (suivant la parité de m) est inférieur à (^

π » Mais on ne peut 

pas tirer parti des propriétés arithmétiques de a pour éliminer le cas 
singulier, puisque, pour toute valeur irrationnelle de a, ce cas est 
compatible avec 0,(0,,) continu et J choisi indifféremment, ou 

ts1 continu, mais J convenablement choisi. 

24. La seule hypothèse générale faite jusqu'ici serait la continuité 
de A (φ, 0) et la détermination unique de la caractéristique passant en 
un point quelconque M du tore. Cette dernière condition serait assurée 
par rinégalité de Lipschitz vérifiée par A en 0. Mais la condition de 
détermination est seule indispensable pour édifier entièrement la 
théorie de Poincaré sur l'ensemble des points de rencontre d'une 
caractéristique avec un méridien donné. 

Nous allons maintenant faire intervenir l'hypothèse continue, et 

nous l'assurerons par cette condition que ̂  soit une fonction continue 

sur la totalité du tore. Il est connu que θ = w(o, 0o) admet alors une 
dérivée en f)

H
. On l'établit par exemple grâce à la suite d'approxima-

tions 

*i« = %, -fi,,.— -4- / Λ (φ, )do. 

qui montre de proche en proche que ̂  existe, est continu et converge 

uniformément vers une limite vérifiant 

M. ~ ' ^ J. <>i <>% 
On tire de ceci 

— e' ν·avec ( ο, % ) = f ^ '1'? · 

θ étant dans cette intégrale définie, remplacé par ι/(φ, 0„). λ est donc 
une fonction continue de Ô

0 et de 9. λ(φ, 60) admet en 0o la période 2 r„ 
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λ prend les deux signes, puisque 

[ ο, 90+2Έ) — M (φ, #0) = 2π, 

en sorte que la valeur moyenne de β/(*·°β) entre ô„ et 0„Η-2π est i, 
pour chaque valeur de 9. 

En particulier si 

h(9 o) = log^-S A(9„)=jf 

et de même 

dC d\ 

Si la caractéristique 0 = «(9, Û
0
) est un cycle et si 

β^—β„+ιρτ. (a==f)' 
Cette équation en G

0
 donne h

q
(O

w
) = log ̂  = ο quand 0

4
, n'est pas 

isolé. Et comme la même circonstance se présente sur tout méridien, 

dC d\ 

Pour un cycle isolé, selon que h
fJ
(Ο

β
) ο ou que Λ,

;
(0„) o, le cycle 

est attractif ou répulsif quand 9 croît à-h ce. C'est l'inverse quand 
9 décrotta — x. On peut avoir h

fJ
( G

0
) = o pour un cycle isolé. La 

position de la courbe j' = %(x) par rapport à la droite j = χ 4- 2/>r., 
autour de # = θ

0
 montre alors de quelle façon le cycle est limite. 

25. Plaçons-nous dans le cas où le nombre α de la théorie générale 
est irrationnel, et supposons réalisé le cas singulier de l'enssmble J 
totalement discontinu. Nous avons vu que ce cas est compatible avec 

h(O0) continu. Établissons la correspondance habituelle entre les 

points M(6) de C et les points y.(t) de Γ de façon qu'à M,(G,), consé-
quent de M

0
 (G

0
) sur C, corresponde p., (/, ), avec t

{
 == t

0
 4- 2 t. a, si (/„) 

correspond à M
0

. La fonction Λ(θ) devient g(t). 
Si Μ(θ) est un point de deuxième espèce de J, g(t) a une valeur 
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bien déterminée. Si N(ô') est sur un segment i contigu à J, il corres-
pond à Ν un point λ(χ) homologue de i et élément d'un ensemble 
dénombrabie η. Laissons indéterminé g(x) entre les bornes de Λ(Ο') 
sur i. Si Ton accordait, sur chacun des i, la même indétermina-
tion à h(0), celui-ci resterait continu, bilatéralement en chaque 
point M(0) de deuxième espèce, et unilatéralement du coté de J en 
chaque extrémité de contigu i. Donc g(t) est continu en tout point μ 
étranger à η, et en chaque point λ, g(y — o) et g('y~h o) sont 
déterminés. 
/ d b 

que ι, = ΐ(β,,(τ', τ étant un certain point particulier pris dans l'inter-
valle i. Λ(τ) est compris entre les bornes strictes de //(0) sur i. Donc 
en posant 

έ'(χ) = Λ(τ) = 1ο«^, 

nous ne troublons pas les continuités démontrées pour g(t). 
Soient τ'"1 le point τ relatif à i

n
 et λ

/4
(χ„) l'homologue de 4, 

éf
(
z
,) = /,(r"') = logîfl. 

Donc 

!°g 7 = 2 (Λ >°)> 

et par suite : 

!°g 7 = 2 (Λ >°)> 

!°g 7 = 2 (Λ >°)> 

26. Nous allons établir une propriété de g(t). 
Les intervalles i contigus à J peuvent être rangés en une suite j*, 

y2, ..., yV/, .. ., par ordre de longueurs non croissantes. Sur Γ, 
soit y,'1 le point λ homologue de jq. 

Λ(θ) étant continu sur C, à tout nombre ε^>ο, correspond un 
nombre c tel que, si 0

o
<^ 0 Q

0
 ρ, l'oscillation de Λ(θ) sur cet arc est 
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inférieure à ε quel que soit θ
0

. Excluons de C les intervalles contigus i 
de longueur au moins égaie à p. Ils sont en nombre fini N, puis subdi-
visons chacun des Ν arcs restants en arcs inférieurs à p, par des points 
de deuxième espèce pour simplifier. A ces points de subdivision et aux 
intervalles j* ,y2, ... ,/* correspondent sur Γ des points, les uns étran-
gers à η, les autres coïncidant avec κ1, κ2, ..., κχ. Ils séparent 
ensemble un certain nombre d'arcs σ1, σ2, ..., σ/; de Γ. Sur chaque 
arc-intervalle σ', l'oscillation de $·(/) est inférieure à ε. 

Cela posé, i étant un contigu quelconque de Ε et λ(χ) son homo-
logue sur Γ, considérons la suite des conséquents/, i,, i*2, ..., /«(n^-o) 
et les points correspondants λ, λ,, ..., λ

Λ
(χ + 2/ιτΐα). Quand n croît, 

admettons que les points X
m

(rn< n) se répartissent sur les ar d'une façon 
sensiblement proportionnelle à la longueur de σ'. (Le fait est aisé à 
démontrer. On le prouve d'abord dans l'hypothèse où toutes les lon-
gueurs σ' sont des multiples d'une même longueur σ, puis on passe au 
cas ou ces rapports mutuels des σ' ne sont pas tous rationnels.) 

On voit aisément la possibilité de fixer N', tel que, si τι N', 
le nombre des λ„, intérieurs à *? est + ο,ε). (Nous désignons 
ci-après par la lettre ο avec ou sans indice un nombre de carré infé-
rieur à ι.) 

Considérons la formule 

!°g 7 = 2 (Λ >°)> 

Dans σΓ prenons un point quelconque f. Pour les intérieurs à σ' , 
on a 

ér(fcm) = £Or )-*-#»« el Zg(x
m

) = n~[g{l
r
)-Irà"

r
e]{\-Irà,.z). 

Donc 

[r=/> η X-N 

le dernier terme englobant les nombres relatifs aux étrangers 
aux σ, donc situés en l'un des points κη représentant les intervalles j*, 
• ••ni 

La fonction g(t) n'ayant qu'une infinité dénombrable de points de 
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discontinuité est intégrable au sens de Riemann. Donc 

2*(r)er = / ^(ΟΛ+δν· 

$'^>o étant indépendant du choix des σ' et tendant vers zéro en même 
temps que le plus grand des σ', donc en même temps que z. Finalement 

log '-ψ- = η [ I (g) -+- 3"p"], I (g) = ~ jf ί'(ΐ)Λ· 

c" positif ne dépendant que de ε et tendant vers zéro avec z. 
Cette formule vaut pour tout intervalle i. Appliquons-la au contigu 

substitué à i. Il vient 

log^-ί— =n[\{g)-k-frf\. 

Mais ι,„-ι et tendent vers zéro quand η croît. 
t/où Végalité nécessaire : 

I (ff) = o. 

Signalons cette conséquence de l'hypothèse —-continue, dans le cas 
d'un ensemble singulier parfait discontinu : 'sfï

n
 tend vers ι pour η =±oc, 

pour toute série de conséquents ou d'antécédents à un même contigu i 
de Vensemble J. 

27. Les mêmes conclusions vaudraient sans supposer Λ(θ) continu, 
mais simplement g(t) intégrable au sens de Riemann, condition suffi-
sante pour que Zg(tr)or tende vers une limite quand z tend vers zéro. 

On pourrait examiner les conséquences que cette hypothèse entraî-
nerait pour Λ(θ). Il faudrait distinguer deux cas selon que J est de 
mesure nulle ou de mesure positive, et dans ce dernier cas rechercher 
si les ensembles de mesure positive se correspondent ou non sur J et 
sur Γ. Les questions que nous soulevons ainsi chemin faisant semblent 
perdre de leur intérêt pour les applications aux équations différen-
tielles, si l'on tient compte du théorème établi plus loin (33). 

Quand 0, est en 0
o
 à nombres dérivés bornés (ou simplement finis posi-

tifs sur J), et réciproquement, si J est de mesure positive (épais), toute 
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portion de J est de mesure positive. En effet, soient στ une portion quel-
conque de J et στ, sa conséquente. Si l'un des deux ensembles στ ou στ, 
est de mesure nulle, il en est de même de l'autre. Sinon, logmesc*' 
est compris entre le minimum et le maximum de h(p) sur στ et 
a fortiori sur J. Donc, si στ était de mesure nulle, tous les στ„ seraient 
de mesure nulle, ce qui est absurde, puisque, de même qu'avec un 
nombre fini de transformations /, = /+27// d'un arc σ de Γ on 
coiivre Γ, de même avec un nombre fini de portions στ,

£
 on couvre J. 

J ayant une mesure positive, il en est de même par suite de στ, quel 
que soit στ. 

Donc ou bien J est de mesure nulle, ou bien il est épais en lui-même. 

28. Dans les exemples que nous avons construits et dans ceux que 
nous allons former ci-après, on se donne sur J ia loi d'ordonnance de 
la substitution 0,(0

o
), c'est-à-dire la substitution 0,(0

o
), à une trans-

formation près continue et de sens constant du cercle C en lui-même 
(une transformation de cette dernière sorte permet de changer géomé-
triquement l'un de deux ensembles parfaits quelconques situés sur C 
en l'autre). Il suffit pour cela de définir un nombre fini ou une infinité 
dénombrable de séries indépendantes '/f = ω""+ 2/ir.a(// = 1, 2, ...) 

qui sont données comme les arguments des points 7.^' de Γ homologue 
des divers contigus i"* de J, avec identité de l'ordre géométrique 
des XJf sur Γ et des i'^ sur C. Tous les ensembles parfaits discontinus J 
admettant cette correspondance ont la même fonction 0,(0„j, à la 
transformation près de C en lui-même, qui remplace simultanément 0„ 
et Θ, par'^(0

o
)et ψ(Ο,), ψ(0«) étant continu croissant, €ΐψ(0

ο
) — 0„ 

admettant la période 27: en G„. 
Aux nos 15-17, nous avons montré la possibilité de former une 

équation du type (1), avec Λ continu et une caractéristique déterminée 
en chaque point du tore (d'où G, défini et continu en 0„), en se donnant 
indifféremment l'ensemble singulier J lui-même et la fonction 0,(0

e
) 

sur J elle-même. 
Aux nos 18-20 nous avons réalisé un exemple avec ^ continu, 

d'où 0, défini et continu. On se donnait : ιΛ la loi d'ordonnance 
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de 0,(Ô
o
) sur J ; 2" ~ = 1 sur J ; 3° la mesure de J, positive ou nulle. 

Nous allons maintenant (29-30) construire un exemple oû et ̂  
sont encore continus, et où seront donnés : i° la loi d'ordonnance 
de θ,(θ

0
) sur J ; 2e ou Λ(θ„) continu, mais quelconque sur J, sous 

réserve de la seule condition l(g) = o, et d'une irrégularité modérée; 
3° la mesure angulaire 2 πξ, positive ou nulle de J. 

28 b. Les données nous fournissent : iw les points ω', ω",..., ω'70,..., 
c'est-à-dire l'ensemble η des λ-ffyjf·' = ω"" -f- mnx]; i° log = Λ(θ„) 
sur J, θ„ étant simplement défini par son rang par rapport aux contigus 
de J; donc la fonction g(t) définie et continue en tout point λ(/) 
étranger à η, avec g(t) = /e(0) si M(ft) est de deuxième espèce sur J0, 
g(t) non défini en un point X(/)derj, mais vérifiant #(-/—o) = //(0'), 
g(y + ο) = //(G") si λ est homologue de i ξ= [M'(G'), Μ"(θ")]. 

Soit 
a — e« . b — e* 7-~" . 

Sur «, posons 

'!ïl — «d'o—'j») -i- à(6
t

~ b'J
 t

 (CU — b'
fl

) (5;'
t

 — ^ 
db,, i 1"-

d où 

6l .a -tr.HH *^1. 

L'oscillation de sur i est inférieure à j b — a -\-\k\ Nous ferons en 
sorte que le nombre k relatif à l'intervalle if tende vers zéro pour n-^-h 
infini. La propriété analogue du nombre b — a relatif à if résulte des 
hypothèses sur la continuité de g(t). De la sorte, si nous réalisons un 
ensemble J avec log ̂  =Λ(Θ

<(
) en chaque point de J, sera continu 

sur J, donc sur la totalité de C. Posons 

rf' = l~\z(χ,/' — <>) -τ- Zi'/jï — o)], ·</' = 1-[#(Ζ,Ϊ' ο) — ?(χΤ — ο)]. 

Pour l'intervalle if, rf et if sont fournis par les données. a b 

Journ. de Math., tome XI. — Fasc. IV, 19^2. 4^ 
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est 
ern ^3 e''n ·'/» , 

Observons que, s";,' tendant vers zéro quand n-\~ h croît, a fortiori en 
est-il de même pour sensiblement équivalent à Pour i^, 
soit k'f la valeur de k et posons 

' 3ίβί·+«ΐ·)_" ' 

Ceci déterminera k'„ si nous nous donnons Vf Puisque loga'V et Iog//fJ 

sont bornés, la condition lim k'f— ο équivaut à lim l'f = o. 

28 c. Définissons donc les Vf Nous stipulons dès maintenant que ! ',! 
sera négatif pour /i> ο et positif pour η < o. Pour i identique à , 
on a 

Ιθ"- -_/A 

Supposons Λ>Ο. On a 

,ο^%γ =y y ^ · 

Les sont des nombres dont les valeurs oscillent indéfiniment 
entre les bornes de gif). Mais d'après I(#) = o, nous avons vu 

que ^ 2^' tend vers zéro (indépendamment de h) quand η croît. 

De même ^ ten^ vers z®ro> pour Λ donné, η croissant (et aussi 

pour 7i + h croissant), puisqu'il en est ainsi de Vf Posons 

2 (/*,£ -i-v£') = nrf. 

'iff tend vers zéro quand η croît, pour h donné. Soit le maximum 
de ! -fff: j pour ri> n. est non croissant et tend vers zéro quand η croît, 
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pour Λ donné. En outre Nous prenons pour —If le plus 
petit des deux nombres 7—^— et w'!!1 H 7 /'?' tend vers zéro en 
même temps que h-\~n augmente (et n'est jamais croissant en n). 

D'autre part, il existe, pour h donné, un entier τι"(supposé mini-
mum) tel que, si n^>n", \v'„ < ]^rt — n + ^ +, · Donc, si n n", 

•os'-ψ =»^' -7ΓΠ- Σ + 

<—//.(»ν;Λ' — 7}„λ **·,/' — 2 log V"7! , 1 » 
où 

. /,/+! . , a h 

au étant indépendant de n(> n"). Finalement quel que soit n>o, 

[à ^ Λ/' /·//. 

A/t étant indépendant de n et de if. De la sorte, pour h donné (et les 

coefficients dépendant seulement de leurs indices), la série est 

convergente et inférieure à if ^i -f- = A'
à

i'f. 

Pour les antécédents de if, nous adoptons pour le choix de l!i!
n
(ri^>o) 

la même règle que ci-dessus pour —If. Les lf
n
 sont positifs. On en 

conclut (B/,]>o). La série ^ifn_, est donc infé-

rieure à 

28 d. On choisira enfin les i'iA) de façon que la série 2 l'f (Λα ~+" ®a) 

soit convergente et de somme 2τ.(ι — ξ). Dès lors les longueurs de tous 
les contigus à Ε sont déterminées, d'après le rang de ces contigus. 

29. Si Ε est de mesure nulle (ξ = ο), Ε est connu à une rotation 
prés de C sur lui-même. 
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Soit ρ(i) un point de Γ étranger à rh auquel on fait indifféremment 
correspondre M(Ô) sur C. On posera 
(p = o si α est étranger à y„ : = ο et ι si JA est λ,*) comme plus 
haut (19)' hes divers points M(0) forment l'ensemble parfait E. 

Montrons que ̂  existe en tout point de Ε et y possède les valeurs 
données, 

i° Soit n(i) étranger à Donnons a l un accroissement At très 
petit qui amène α en ;/r si Al est positif et en a~ si A/ est négatif. Sup-
posons d'abord α et α étrangers à rr II en résulte les accroissements 

A h — ( μ-Αμ. f >η ou — Ιμ~Αμ. t //'. 
d'où 

Ah, -- C a, ip' ) /,* — i μίμ f / *_, 011 — / ρ - I;x 1 . 

Quand X,f tend vers α d'un coté ou de l'autre," tend 

vers e*'". Donc ττ~ tend lui-même vers cette dernière limite. 
20 Soit maintenant pr sur r, et coïncidant avec dont l'homologue 

sur C est e*. Soit 6'^ l'argument de l'origine de e,*. Alors, si Mj,< 

est sur le segment i'* et a pour conséquent M', ( 0'
s
 ), nous écrivons 

h„—h — t μΑμ)i,'/ — lh» — h,J ) 

(les e'* de la somme correspondent aux 'f.'l situés sur rare-inter-
valle KL ;jl~, extrémités exclues), et 

h\ — h — { μΑμ\) i,'; — i h\ — hjL, » : 
d'où 

h\ — fr, __ ( μΐρ- j ίή-t — y,— 

Or, sur i'£, log diffère de log^rL~r* d'une quantité qui 
tend vers zéro pour m-f-i' infini, donc quand Ô, tend vers 0. La 
même conclusion vaut donc pour log ' __ ' quel que soit M'

tt
(0'

w
) 

sur ik
m

. Mais quand θ'„ tend vers G, 1 comme r,f) tend vers g(t). 
Donc -A—-r tend vers e? ' . Finalement en tout point M(G) de 
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deuxième espèce de Ë, la dérivée droite j existe et vaut effit égal 
au nombre donné e'<(ij'. 

3° Si υ. était en un point λ de rn et si Ton choisissait sur Ε pour 
homologue à ;/ l'extrémité M"(0") de /, intervalle homologue de λ, 

la même démonstration établirait qu'en M", la dérivée droite 

existe et vaut e»*'"0', soit le nombre donné 

4" Une démonstration analogue prouve qu'en tout point Μ(θ) de 
deuxième espèce de E, en tout point M'(6' ) de première espèce gauche 
de E, la dérivée gauche ( ) existe et vaut respectivement les nom-
bres donnés eu,it, à'*'. 

5° D'ailleurs, nous avons initialement défini 0, sur le contigu i 
parcouru par 0o, de façon queO, admette en M" la dérivée gauche 

et en M'la dérivée droite e1''°\ 
Donc, le problème est résolu dans le cas de E mince. En tout point 

de E, jjç existe et a la valeur eh[{,] donnée en fonction de M sur Ven-

semble E. La définition de l'équation différentielle (i) se fait comme au 
n° 16. Pour cette équation, l'ensemble ·1(φ0) existe et coïncide avec E. 

«30. Réalisons le cas de J épais (ο <ζ ξ ι ). 
Supposons qu'il existe une fonction /(/) mesurable, admettant en 

la période 27., vérifiant l'équation 

ïT.y.) — fil) 

et telle que er '' soit sommable. Si f existe, il n'est déterminé qu'à 
l'addition près d'une constante (sauf sur un ensemble de mesure nulle) 
En effet, si f(t) k(t) est une seconde solution de (5), k(t)est mesu-
rable et vérifie l'équation kit-^i r.a) — k(t) = o. 

Si petit que soit 1 o, il existe une valeur a telle que l'ensemble e(z) 
défini par a — z<^k(l)<^a-j-ε soit de mesure positive. Il existe un 
arc de Γ sur lequel e(z) a une épaisseur moyenne supérieure à 1 — z' 
(z' donné positif quelconque). Mais e(z) admet la transformation r, 
/ -h 2a en lui-même. On en conclut que e(z) a une épaisseur moyenne 
supérieure à 1 — z! sur Γ. e(z ) est une pleine épaisseur de Γ. Par suite, 



370 ARNAUD DE1UOY. 
le complémentaire de l'ensemble k(j) = a est de mesure nulle. Ce 
complémentaire peut coïncider avec un ensemble de mesure nulle 
quelconque admettant la transformation t, t-\- ΊΤΛ. 

En tout cas, si l'équation (5) admet une solution vérifiant les condi-

tions posées, f efa] dt est déterminé à un facteur prés. Nous pouvons 

donc ajouter la condition que cette intégrale vaut 1. 
Soit 

m(t)= ef ' Ή' 

Mous définissons les points M(0) par 

(1 — % -ι- m (t ) -τ- ( μϊμ) in ~ r/i,',î, 

m(t) est la mesure de Ε entre 6 et 0. On a, que M'
w
(0 +10) soit ou non 

sur E, et si t
t
 = t -f- 2 r.a définit 0,, 

m(t)= ef ' Ή' 

1/, ) — /n(tt) = 2πξ / efl dt = 9.T:'Z I e·*'"·1' fit. 

Donc mU^tend
 so

it vers e*l~iu soit verse* selon 
que 10 tend vers zéro positivement ou négativement. 

0, et 0 sont donc chacun la somme de deux termes, c -h d, c, -f- <7,, 

tel que ~ tendent à la fois vers e*"~0' ou vers e* '-*", quand 11 
ou 10 tendent vers zéro avec un signe déterminé. Doric dans tous les 
cas -7Γ = h( 0

e
 ), quel que soit ( 0

W
 ) sur E, 

30 b. Nous n'insisterons pas sur la détermination de /( t) pour toute 
fonction g(t) satisfaisant aux conditions posées. 

Considérons les développements de Fourier (convergents ou non) 
de g(t) et de f( t ), qui existent d'après les hypothèses faites, f et g 
étant sommables. 
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Si 

%(ι) (mt /,λ'« > · 

on trouve pour /(/) le développement formel : 

/(/j A„ — > Λ,„ ; 

Le problème est en tout cas résolu si£-(l) est unpolynome trigonomé-
trique, ou si la série Σ est absolument convergente» En ce cas 
g et / sont continus. Le cas de g(t) discontinu sur r4 serait plus délicat 
â étudier. Toujours est-il que l'ensemble J peut avoir une mesure ροή-

live en même temps que est continu sur C et variable sur toute portion 

de J. 

31. Nous allons faire au sujet de ·— une hypothèse de plus que la 
continuité. Nous supposerons que cette fonction est à variation totale 
bornée. Et avec cette nouvelle restriction, la possibilité du cas singulier 
disparait. 

Nous aurons besoin de rappeler un résultat élémentaire de la théorie 
des fractions continues. 

Soit % ==(«„, ..., α,,,, ...), les ak étant entiers, tous positifs à 
partir de a

t
. Posons 

— =z(ab,«i am). 

d'où 

V. Π ~ ; 7T > 2'tu ydfu—t t W-rn—z, '■ · ' · ) ' 

Posons 
Q//I l ut — dr„ . 

d'où 
V. Π ~ ; 7T > 2'tu ydfu—t t W-rn—z, '■ · ' · ) ' 

Nous tirons immédiatement de là l'inégalité , d„, j, qui 
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n'est remplacée par l'égalité que dans le seul cas xm= 1, d'où 
& '■ (®(|; · > ·) ^{1 ®/«' ') βΐ 

Ce cas d'exception ne se présentera pas si α est irrationnel, et, si α 
est rationnel, il est spécial aux deux ayant-dernières réduites pos-
sibles. 

Soit maintenant - une fraction qui ne soit pas une réduite de a. Je 
dis que si q est inférieur à et diffère de Q„

t
, q<x — p = d surpasse 

d
m en valeur absolue. 
Il suffit de le prouver pour Q«<7<Q~,· 
Admettons en effet \d\<\d

m
\. Nous pouvons supposer ~ irréductible, 

puisqu'en divisant petq par un même entier, on diminue d. On a 

L p\ — \<t\ ^ ld«*\ — I ^r" 

D'après un résultat bien connu, la fraction ^ est comprise entre jy1 

et Donc — = , 3 et γ étant deux entiers positifs 
premiers entre eux, ce qui donne au second membre une fraction irré-
ductible D'où q = pQ„-|- TQ„

t
-.. D'après q < , on a $<a,

u
^ — 1, 

ce qui exige a
m
^( > 2. 

D'ailleurs 

\4\ = \ηχ-ρ\ = · 

Peut-on avoir — β < ι ? D'après β— 1, l'inéga-
lité est impossible. Pour avoir l'égalité, il faut x„, — ,, 3 = a

m
.,—1, 

γ = ι. Mais alors ^ est une réduite de α = (a
0
, a,, ..., a„

t
, —1,1), 

ce qui est contraire à l'hypothèse. 

32. Cela posé, admettons que, pour une équation différentielle (1), 
soit continu (restriction en fait superflue) et à variation totale 

bornée en θ
0
 sur l'intervalle θ

0
 θ

0
 0

()
 -+-Ί-. Il en est de même 

de Α(θ
0
) = log-Tâ1? car

 7
 est compris entre deux nombres positifs 
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fixes, si u et sont bornés. Soit donc V la variation totale de à(9„). 

Si l'on considère une suite quelconque de nombres 6* vérifiant 

Cj'i< (jk ^ -f- 27Γ — 

V est par définition le maximum de 

h(¥)\. 

Supposons que l'ensemble singulier J existe et faisons comme tou-
jours correspondre sur le cercle Γ, aux contigus de J un ensemble 
dénombrable r4 et aux points de deuxième espèce de .J les points étran-
gers à r

r 

Soit λ un point quelconque de r
t
. Prenons /ï = Q„

<

, pétant une 
réduite du développement de χ en fraction continue. 

L'arc trigonométrique λλ„ vaut 2-Q„,x. L'arc géométrique mini-
mum λλ„ vaut 2t:[Q,

;<
x—P.„] = 2.r.d

nt
. Il est évidemment indé-

pendant de λ en grandeur et en sens. En outre, si —η <^<2/i, 
η jéo et le point λ7 est étranger à Parc λλ

Λ
, puisque sa 

distance circulaire à λ, pour — η <7 Λ, et â pour Ο 2n, 
est de la forme 2 r. j α. q j — ρ' | ou 2 χ I χ q — λ ! — //'| qui surpassent 
Γιιη et l'autre 2 r. ■ d

m
 j, d'après η q ! danslepremier cas, η > q — η! 

dans le second. 
Il suit de là que si nous considérons sur Γ les deux ensembles de 

points 

f-\ '·//· · ' 'f-n — i ®t t—m t—n—ij · · ·· « -// .... /—j 

(p=z*>, I. ...,/ί —I). 

l'arc géométrique est égal à 27. d
mi

 de sens constant, et ne 
contient entre ses extrémités aucun point de l'une ni de l'autre suite. 
Ces deux suites sont donc formées de points alternant géométrique-
ment. 

11 en est de même sur C pour les intervalles ik correspondant aux λ/( 

de ces deux suites, et en particulier pour les points M*(V), M* étant 
Journ. de Math.·, tome XI.— Fasc. IV, 1932. 47 
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dans 4 et ayant pour argument ~J: tel que Λ(τ/;) = \og-~' Donc 

2 M*'') —2 h(r-"^p) <z\, 

OU 

log7 — log-A-L· V . 
et enfin 

£~V< 'N L~N ^ EV 

quels que soient / et λ= Q
m

. Ceci est impossi ble puisque, i étant fixe, 
4 et tendent vers zéro quand n croît, f.e cas singulier est donc 
impossible ( ' ). 

33. ̂  aura en particulier une variation totale bornée dans le 

champ 0'
o
 0„ 0

o
 -+- a r. s'il en est de même de —· Car, 

Λ () — //(Of,) = jf |"^ί ο. '/ · ■ ; — ̂  ( o. '/ ) j r/o. 

(■) Les memes raisonnements donnent 

e~v< 'ey (ο'/,Ίη) 
et généralement 

Π'(k^· W'· 

(α,,·=.—ι, ο ou ι indifféremment), inégalités dont on pourrait peut-être tirer 
parti pour le cas de α rationnel. 

La valeur de n. savoir Q
/rt

, est fournie par le lemme (27). Llle n'interxient 
pas eilectivement dans le raisonnement. Si l'on considère le minimum en valeur 
absolue o,y des arcs géométriques λλΛ (pour// = i, .... η), ce minimum tend 
vers zéro quand ff croît. Les valeurs// de «y pour lesquelles diminue ( o

rt
<c <>/<_, j 

existent a priori. Ce sont ces entiers n dont la propriété sert dans le raisonnement 
ci-dessus. La valeur exacte /i = Q

m
 n'ajoute aucune précision utilisée. 

La démonstration donnée dans le texte a été publiée aux Comptes rendus de 
Γ Académie des Sciences de Paris, 1.1%. η mars uÇ> 2. p. 83o-833). On pourra 
consulter une seconde Xote sur le même sujet (Id. ibicl.. 6 juin 1932, p. soi4-
2016). 
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si 0' = u(z>1 ()*), étant supposé continu en 0 (et en 9). Donc, si 

^ j h ( ) — /n 0* ) < tr.W. 

est borné dans le champ Ο1, 0' "1 < 0° -|- 27. = 0'", indépendamment 
du choix des 0A, par un nombre W(?)

f lui-même borné indépendam-
ment de 9 par un nombre W, on aura 

^ j h ( ) — /n 0* ) < tr.W. 

si κ=κ< =ic 
Donc, dans le cas où ̂  (9,0) £.v/ enO d variation totale uniformément 

bornée dam un champ 9„< 9 9,,-)- 2-, 0
o
 0 0

o
-f- 2t., e/ dans le 

cas on le noml)rc α e.f J irrationnel, les caractéristiques de Γ équation ( 1 ) 
coupent tout méridien C en un ensemble partout dense. Toute caracté-
ristique passe une infinité de fois au voisinage de tout point du tore. 
Selon l'expression de Foincaré, les trajectoires définies par l'équa-
tion (1) sont stables. 

En particulier il en sera ainsi quand est continu (ou simplement 
borné) sur tout le tore, et a fortiori si\(o, 0 ) est hohmorphe en 9 et G, 
hypothèse 011 se plaçait Foincaré. 


