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PURES ET APPLIQUÉES. 437 

SUR LES COURBES A DOUBLE COURBURE; 

PAR M. F. FRENET, 
Professeur à la Faculté des Sciences à Lyon. 

(Extrait d'une Thèse présentée à la Faculté des Sciences de Toulouse, le 10 juillet 1847. J 

i. En un point M d'une courbe à double courbure on peut considérer trois droites, 
qui sont: la tangente, la normale principale, c'est-à-dire celle qui est dirigée suivant 
le rayon de courbure, et la perpendiculaire au plan osculateur qui sera désignée sim-
plement sous le nom d'axe. Les cosinus des angles que les directions de ces droites 
font avec les axes coordonnés seront respectivement 

(A) a, b, c·, (Χ, -J ; α, β, γ. 

En posant 

A = dy d 'z — dz d7y, 

Β = dz d* χ — dx d'z, 

C — dx d2y — dy d2χ, 
et 

D — v/A'-t-B'-f C. 
on sait qu'on a 

A B C 
" D' ° D' 7 D ' 

D est aussi égal à ωώ', ω étant l'angle de contingence. 

Les neuf quantités (A) sont liées par les relations suivantes : 

a1 H- b2 -f- c2 — 1, X1 -j- p
2
-p v

a
 = ι, et- β-' -f- -y

2
 = ι ; 

ay +bu+ cv =ο , a ζ c y z=z ο , α). + β|ζ + ρ =r ο; 

a ~ u y— y β, α — £ ν — cp, λ ~ βυ— yb; 

b r= να— β = c\ — αν, ρ —ya—-ac; 

c = λ β — μ. a., y = α ρ— b\, ν = txb—■ β«. 

'2. Calcul de Γ angle de deux droites infiniment voisines. — Soient l, m, η les cosinus 
déterminants d'une droite MB, ces cosinus étant des fonctions continues des coordon-
nées du point M. Une méthode connue pour trouver l'angle de cette droite avec la 
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droite infiniment voisine M'B', consiste à mener par le point M une parallèle à M'B', 
à prendre sur les directions de ces lignes dont on cherche l'angle deux longueurs MC, 

——"cU 
il - : L 

ci "■s 

F'»· '· I B' 

M~ - I 
i 

MC' égales à l'unité, et à projeter sur les axes le contour CCMC. On trouve ainsi , en 
appelant φ l'angle demandé, et f g, h les cosinus qui fixent la direction de C.C, 

fa = tll, g <p = dm , // <f — dn , 

et, par suite , 

tp — \jdl'' -f- dm- 4- du'1 ; 

■j étant connu , on en déduit 

dl dru dn 
J — —J g — ' " = — ' ο φ φ 

et ces quantités font connaître la direction limite des positions de CC. 

En appliquant ces formules à l'angle de contingence, on trouve 

w — Y da.7 -Ρ rib7 ~p de7, — — A , — — pt., — Ίζτ- -j. 
oj co o) 

3. Angle de torsion. — Soient M, M', M", M"' quatre points consécutifs d'une 

B' 

/ ? 

Fig. 2. / / 

/'/ 
/ St' » * 

H 

courbe, MB la direction de l'axe du plan osculateur MM' M", MB' lu direction de l'axe 
du plan osculateur M'M" M", et admettons, pour fixer les idées, que le point M'" soit du 
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même côté que MB par rapport au plan M M'M" ; les longueurs MC, MC', prises sur 
les directions mêmes dont nous venons de parler, étant égales, C'C a pour direction 
limite celle d'une perpendiculaire à 1 ''axe MB et à l'intersection des deux plans osc-ula-
teurs, c'est-à-dire à la tangente. Cette direction est donc celle de la normale principale 
en M, pourvu qu'on aille de C' en C, et non de C en G. En opérant comme plus haut, 
et désignant par a l'angle de torsion, on trouve 

li) u ~ J d a.· + d%- + dy'1, \ = 5 f· — » ν ~ : 

et aussi 

u = - da dc dy y y y 

On peut voir que, dans l'hypothèse que nous avons faite, clo. et. λ sont de signes 
contraires, et, par suite, a positif. Par exemple, si 1 est positif, supposons un plan Ρ 
parallèle à ZOY et qui laisse toute la figure à sa droite; la direction C'C devant faire un 
angle aigu avec l'axe des se, le plan Ρ sera rencontré par la direction CC prolongée, ce 
qui ne peut être qu'autant que le point G est plus près de ce plan que le point C; 
cela revient à dire que l'angle de MB' avec l'axe des r est plus grand que l'angle 
de MB avec le même axe; l'accroissement d α sera donc négatif. On verrait de même 
que si λ était négatif, do. serait positif. Mais si l'on suppose M"' d'un autre côté que MB 
par rapport au plan oscillateur M M'M", nous trouverons 

do. 
« = -, y 

ce qui exigerait deux formules différentes pour u. Afin d'éviter cet inconvénient, nous 
conviendrons que l'angle de torsion sera positif dans le premier cas que nous avons 
considéré et négatif dans le second; de sorte qu'il sera toujours représenté, en gran-
deur et en signe , par l'une des expressions 

do. d$> dy 

λ ' fl ' ν 

Nous pouvons déduire de là l'expression ordinaire de 11. En effet, de l'équation 

a α -(- b ë -j- cy — ο 

on tire 

oda β dé y de = — [ado. -+- bdfi -j- cdy 1 = u ( kda + p. db -f- y de ), 

et, à cause des formules (1), 

0. da -+- S db -4- y de = u ta. 
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Cette dernière relation devient 

ds as as , aaJ j: -f- Si/·3 r -h 7 d-z 

d'où enfin 

A d'x + Β d '· y -f- C d * ζ u = ds 
D2 

c'est la formule connue. Des calculs analogues nous conduiraient facilement a d autres 
formes de la valeur de u. 

A. Angle de deux rayons de courbure infiniment voisins. — Soit h cet angle. Kn rai-
sonnant. comme au n° 2, on trouve 

ψ — dV -y dp1 -A d-r. 
!>! 

d\ — cdtt — bdy ?,dc — y db = u (h ν — eu) — ω ( ρ y — y β ) = χ u — tt ',. , 

et tie même 

dg. — %u — but, d ν = 7 " — c ω > 
par suite, 

di.~ —f— dp~ —f— dy~ — ©2 —. u2 —u-. 

Lancret avait obtenu cette relation par une tout autre voie. 

8. Elément de la courbe lieu des centres de courbure. — Soit m un point de et •Ut-
courbe répondant au point M de la proposée. En désignant ses coordonnées par ΐ , η,"., 
et. par ρ le rayon de courbure en M , on a 

ξ — X= pl., η—y— pp., ζ — 3 = pv. 
On en déduit 

di — dx — pd\ -h λ dp, dn — dy = pdp pdp, d'L — Λζ — ρ dy — -> <·/.;. 

Remplaçons d λ, dp, dy par leurs valeurs du n°4, il vient 

A\ — \dp H- pa.u , dn — ρ dp -+- ρ ë u , dÇ — ydo + oy u , 

et. par suite , 

d iy A- dn A- d V =r d u' = du A- ρ' u . 

Cette relation est due à M. Molins. 

Les dernières équations nous donnent 

ndi -t- bdn A~ cdt — dp (a't. bp A- cv I A- u ρ ( a y. A- b β cy ; ο . 

ce qui nous apprend que la tangente en m est dans le plan normal en M. 
Pour avoir l'angle que cette droite fait avec la normale principale, multiplions ces 

mêmes équations respectivement par λ, ν, et ajoutons: il vient 

\dZ -f- udn-h-y d'C — de. 
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Soit tf l'angle cherché, 

cos cl = dp da, sin cl = pu do, tang cl = pu 

ces valeurs nous conduisent aux relations suivantes : 

dξ . . dr. . d'C, 
— — λ cos ψ -1- α sin y, —- = μ cos φ 4- 6 sin φ, — — ν cos ψ -h γ sin Β. 

Ces équations admettent une interprétation géométrique très-simple. 

fî. Droite polaire. — C'est l'intersection de deux plans normaux infiniment voisins. 
Si l'on désigne par Χ, Y, Ζ les coordonnées courantes , ce sera aussi l'intersection de 
deux plans ayant respectivement pour équation 

| (x_.*)fl + (Y_r)è + (Z — z)c = o, 

| (X —■ x) da -H ( Y —y) db -+- (Z — z) de — ds = o. 

Le premier est le plan normal en M, le second lui est perpendiculaire, car 

ada -+- bdb + ede — ο , 

et passe par le centre de courbure dont les coordonnées sont 

x + da ds, db ds, z + d0 

La droite limite de l'intersection de ces deux plans est donc une perpendiculaire au pian 
oscillateur menée par le centre de courbure. 

7. Point de rencontre de deux droites polaires consécutives. — Les coordonnées de ce 

point M, satisfont, aux deux équations (2), dont la dernière peut se mettre sous la forme 

(X — χ (Y — r)^ + (Z — z) - — ! = o, 

et aussi à l'équation qu'on obtient en différentiant cette dernière par rapport à χ , γ 

et z ; elles seront donc fournies par les relations suivantes : 

j (X — x)a -t- (Y — y) b +(Z — z)c = o, 

(3) I(X —x)- + (Y—γ)--Ι-(Ζ--ζ)-— 1=0, 

I (Χ — χ) d . - -t- (Y — y) d ■ £ -+- ( Z — z) d ■ - — o. 

On déduit de la première et de la troisième, 

X-x _ ï - .) _ Z — z 

bd cd — cd- — ad- ad- bd-
? ? Ρ Ρ Ρ ? 

Tome XML— MOVRMUKE iSâa. 56 
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Or 

= bd — cd— = d [ ) — d ■= bd — cd— = d [ ) — d ■ 

Cette dernière expression étant égale à , les formules du n° 3 nous don-

nent 
X — χ Y — y Ζ — ζ 

dp „ _dρ dp 

Appelons Τ la valeur commune de ces rapports; la deuxième des équations ( 3) devient 

ρ[
λ

(*?
 + ρλ

)
 +fi(eî + pfi) +'j(747 + 'v)^= 1, 

d'où 
T=i; 

par conséquent, 

(4) X — x = a— -f- ρλ, Y — z = S — -hpfi, Ζ — ζ = γ — -+- ρ v. 

8. Rayon de la sphère osculatrice. — Les dernières équations donnent pour ce 

ravon R , qui est égal à \/( X — χ)1 (Y —/)'-+-( Ζ — z)% la valeur simple 

R = dp2 u2 + p2 

d'où l'on voit que — représente la distance du point M, au plan oscillateur en M. 

Soit h cette distance, les relations (4) deviennent 

|5) (X — λγ) = α/ι 4-ρλ, (Y—y) = βΛ ρ ρ , (Ζ—ζ) = γ/ι + ρν. 

On obtiendrait immédiatement ces résultats en projetant successivement sur les trois 

axes le triangle qui a pour côtés R, Λ et p. 
En rapprochant la valeur de h de celle trouvée pour tang φ (nu 8), on en conclut 

tang? = ?. 

L'angle de la tangente à la courbe, lieu des centres de courbure, avec le rayon du 
cercle osculateur est donc le complément de l'angle que fait ce même rayon avec le rayon 
de la sphère osculatrice. 

Si l'on compare la valeur de de avec celle de R, on trouve 

de 
R = — , 

u 

ce qui fournit un nouveau théorème. 



PURES ET APPLIQUÉES. 443 

Les deux dernières propositions, ainsi que les valeurs de R et de h , ont été données 

autrement par M. Molins. 

9. Le lieu des droites polaires est la surface polaire qui a pour arête de rebrousse-

ment le lieu des points M,. La tangente et le plan osculateur en ce point ne sont autres 

que la droite polaire et le plan normal relatifs au point M. C'est ce qu'on voit facilement 

par le calcul en différentiant deux fois la première des équations ( 2 ) et une fois la 

seconde, Χ, Y, Ζ étant considérés dans ces équations comme les coordonnées de M,. 

On conclut de là deux théorèmes dus à Fourier et dont les énoncés sont : 

THÉORÈME I. L'angle de contingence en un point de l'arête de rebroussement de la 
turf ace polaire est égal à l'angle de torsion de la courbe au point correspondant. 

THÉORÈME II. L'angle de torsion de cette même arête est égal à l'angle de contin-

gence de la courbe. 

10. Elément de l'arête de rebroussement de la surface polaire. — Il résulte de ce qui 
vient d'être dit qu'en désignant par dS l'élément de la courbe des points M , on a 

dX d Y rfZ 
ds = a, ds = a, dS =7 

Différentions maintenant la première des équations (5), et remplaçons-y dX par ad S : 

elle donne 
adS — dx fj.dh -F bd α -F \ (l -F r dû. 

Substituons h dx, d). et h leurs valeurs connues; il vient, après réduction , 

dS ~ dh q- ρ u. 

Comme 

u = dp h, 

ori peut aussi écrire 

hdhq-pdp RrfR rfR 
Λ η cos φ 

résultat qui se tire immédiatement de la figure. 

On a d'ailleurs 
du 

do = : 
cos ® 

par conséquent, 
rfS _ rfR 
de dp 

ce qui est l'expression d'un théorème. 

La valeur de d S, combinée avec les théorèmes de Fourier, donne des formules 
simples pour les rayons de première et de seconde courbure de la courbe des points M 1. 

56.. 



444 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 
En les désignant par p, et r„ ceux des points M étant ρ et r, on trouve 

_ dS _ Rf/R RfiR 
p1a hu. dp ' 

_ dS _p RfiR 
' ω r dp 

il. Angle de deux rayons de courbure sphérique infiniment voisins. — Soient L, 
M, Ν les cosinus déterminants du rayon de courbure sphérique, ψ l'angle dont il 
s'agit; on a, d'après ce qui a été vu, 

, RL — X — χ — χ h —f~ /' λ , 

\ RM = Y — y — êh-hpp, 
( ο ) < 

j RN — Ζ — z~q h A- ρ ν, 

dVA-dW A-dW. 

Les équations (6) nous donnent 

Rî/L -+- LfiR = fiX — dx= xfiS — dx, 

R fiM+ M riR = d Y — dy = 6 fiS — dy, 

R d Ν -t- Ν fiR — d'L — dz =ydS — dz. 

Élevons au carré et ajoutons , il vient, après des réductions simples, 

R2 ψ2 -+- fiR2 = dS2 -+- fis2. 

On déduit de là, en tenant compte de la relation c/S = —-— , 

* = ir\/iF+^· 

12. Soit une droite passant au point M dans le plan normal et tangente à la sphère 
osculatrice en ce point; on trouve sans peine, pour les cosinus L,, M,, N, qui la dé-
terminent, 

L1 = ~~ R ' Μ· — bT~ * R '~~ R ' Μ· — bT~ * R ' 

et l'angle infiniment petit s de cette droite avec la droite analogue passant au point voi-
sin est donné par la formule 

fi S2 . ds"-
=
-2 = _sin2

¥ + —cos>. 

15. Droite rectifiante. — Lancret a nommé plan rectifiant d'une courbe en un 
point M celui qui contient l'axe et la tangente en ce point; son intersection avec le 
plan rectifiant infiniment voisin est la droite rectifiante. Cette droite a pour équation 

ί (X — χ)λ-Η(Υ —y)p. + (Z — z)v — O, 

'7' j (TL-x)d\y-(Y—y)dp
i
 + (Z — z)d^ — o. 
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La deuxième est celle d'un plan passant par M et perpendiculaire au plan reciifiant de 
ce point ; elle contient donc la normale principale. Il suit de là que l'intersection cher-
chée , située dans le plan rectifiant en M, fa.it avec l'axe en ce point un angle égal à 
celui du second plan avec le plan normal, et dont le cosinus a pour expression 

d\ .du. dv 
aT + bT + cT·· 

la valeur absolue de ce cosinus se réduit à ^ au moyeu des formules du n" 4. 

Si l'on désigne par H l'angle de la tangente avec la rectifiante, on trouve 

( ο ) sin H — -, cos Η - ? tang Η = ~ = -· 

La dernière équation donne une signification géométrique assez simple à la quantité r. 

Des équations ( η ) on tire, pour les cosinus /, m , n qui déterminent la recti fia rue, 

pdv— vdfjL vd\ — \dv λί/ρ—pi/). 

valeurs qui peuvent s'écrire 

I / — =; a cos H -h α sin H , 

\ 9 ) { m — ·— = b cos H -p € sin H , 

n — — = c cos H -P 7 âm H. 

L'interprétation géométrique de ces relations est facile. 

On déduit encore des formules (8) et de celles du nu 4, 

= α cos H — a sin H , 

— = β cos H — b sin H, 

— = 7 cos H — c sin H. 

14. Angle de deux rectifiantes infiniment voisines. — Soit e cet angle. En différen-
tiant la première des équations (g), il vient 

dl = («cos H — a sin H ) d H H- sin H da. -+- cos H da. 

Or 

da — <ù\, ΰ?α~ — κλ; 
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donc 
sin H du -f- cos H da = ο. 

D'ailleurs 

— = α cos Η — a sin Η ; 

il résulte de là 

dl =
 d
-^d H, 

et, de même . 

dm = d II , dn — — d H , 

et finalement 

e — yV/2+ dm'1 -+- dn2 — dû = ~ d - — 

15. Arctc de rebroussement de la surface rectifiante. — La surface rectifiante est i< 

lieu des droites rectifiantes. Les coordonnées d'un point M, de son arête de rebrousse-

ment sont les valeurs de Χ, Y, Ζ qui satisfont aux trois équations suivantes : 

ί ( X — χ ) λ -f- ( Y — y ) ρ -f- ( Ζ ζ ) ν — ο, 

(ίο'1 ( (Χ — χ ) dl -+- ( Υ — y ) d ρ -f- ( Ζ — ζ) dv = ο , 

( (Χ — χ ) d'1 λ -f- ( Υ — y ) d1 (Α -Γ (Ζ — ζ ) d1 ν — — οι ds 

Soit Κ. la distance du point M
2
 au point M ; les deux premières equations nous donnent 

,. Λ χ-*
 =

 Y-r
 = L-f = K. 

' l m η 

Au moven de ces relations, la dernière equation (ίο) devient 

(ld2\ A- md1 ρ ■+■ η d ■ ν ) Κ = — ω ds. 

Οι 
Id'λ -f- m dp Α- η dv — ο, 

et, par suite, 

/d2\ -t- m df A- η d1 ν = — (dldï -t- dm dp. -f- dndv) = —6c. 

donc 

K = w ds ds sin H 

La tangente et le plan osculateur au point M
2
 ne sont autres que la rectifiante et le 

plan rectifiant du point M. C'est ce qu'on voit sans peine en différentiant par rapport à 

X, Y, Z, deux fois la première des équations sio), et une fois la seconde. Si d S est 
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i'elément de la courbe des points M2, on aura donc 

rfX dY _ dZ_ 
dS ' dS ' rfS 

16. Elément de cette arête. — Pour calculer d S , servons-nous des formules ( ι ι ) ; la 
première nous donne 

rfX — dx = K.d l l r/K, 

ou , d'après ce qui précède , 

MS-à: = M + WK; 
de même , 

m d S — dy =. Κ dm -t- md Κ , 

nd S — dz = Κ dn -1- nd K.. 

.Multiplions ces trois équations respectivement par l, m, η et ajoutons les résultats, il 
vient 

d S — ds ( al -t- bm -t- cm ) = d Κ, 

ou bien 
dS = dK -+■ ds cos H ; 

et comme 
iés.sin H 
~~Jâ~ = ' 

It cos H dH. -1- sin H dK. d IΚ sin H ) 

On déduirait aisément de là l'expression des deux rayons de courbure. 


