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EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSEE A M. LIOUVILLE,

Par M. Wiuan ROBERTS.

« Dublin, le 10 novembre 1847.

» ... Ayant lu avec beaucoup d’intérét les remarques que vous
avez faites sur une Lettre de M. Thomson, je prends cette occasion de
vous communiquer quelques développements relatifs 4 une méthode
de transmutation des courbes planes et sphériques, qui comprend,
comme cas particulier, celle que vous avez nommée la transformation
par rayouns vecteurs réciproques. Voici en quoi elle consiste :

» Etant donnée Ié quanon d’une courbe entre les coordonnées po-
laires, supposons qu’on substitue pour le rayon vecteur r, R*". et
pour I'angle polaire w, nQ; il est évident qu’il en résultera une nou-
velle courbe rapportée aux coordonnées polaires R et Q, et que

rdw -+ Rda

dr T T 4R

Par conséquent, les angles que font les rayons vecteurs tirés de
'origine commune aux points correspondants sur les deux courbes.
avec les tangentes, sont égaux; d’ou il suit que si les courbes

F(r,o)=o0, f(nhw =o0
se coupent sous 'angle i, les courbes transforinées
F(r=", nw) = o0, f{*" nu)=o0

se couperont aussi sous le méme angle, au point correspondant a
I'intersection des deux premieres.
» Le cas le plus simple auque! on peut appliquer cette méthode est
celui des droites
rcosw = a, rcos(w—0) =70
Tome X11I. - Juix 1818. 27

Vo e
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(o « et f3 sont des parameétres arbitraires, et § un angle donné), qui
se coupent toujours sous 'angle §; d’oti 'on déduit sans peine que les
deux systemes curvilignes

1) rEtcos no = a*”, r="cosn(w — §) = f**

se coupent toujours, quels que soient « et 3, sous Fangle constant nf.
» Ce résultat comprend quelques cas intéressants; par exemple,
sl n = 2, on a le théoréeme suivant :

» Un systéme d'hyperboles équilatires, concentriques et sembla-
blement placées, sera coupé par un autre tel systéme ayant le méme
centre que le premier, sous un angle constant double de celui que font
les axes des deusx systémes.

» En posant n = {, on peut dire que:

» Un systéme de paraboles, & rant le méme foyer et semblablement
placées, sera coupé par un autre tel systéme, ayant le méme foyer que
le premier, sous un angle constant, moitié de celui que font les axes des
deuwx sy stemes.

» Il est évident encore que:

» Dans un triangle formé par trois arcs d’hyperboles équilatéres,
ayant le méme centre (ou bien de paraboles ayant le méme foyer), la
somme des angles vaut deux angles droits.

» Des théoremes analogues existent pour les courbes de degré plus
élevé contenues dans I'équation (1).

» On sait qu’en faisant # = 2, on transformera une section conique
rapportée au foyer, dans une autre rapportée au centre. D’ailleurs,
toutes les droites dans le plan de la conique deviendront des hyper-
boles équilatéres, ayant pour centre commun le centre de la nouvelle
conique, avec I'exception de celles passant par le foyer, qui seront
transformées dans des diamétres de cette derniére. D’aprés cela, le
théoreme fondamental des propriétés polaires nous donnera cet autre :

» Ftant données une section conigque et une hyperbole équilatéere
ayant le méme centre, si d’un point quelconque sur U’hy perbole on méne
les deux hyperholes équilatéres concentriques, tangentes a la conique
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donnée, U'hyperbole équilatére concentrique passant par les deux points
de contact passera par un point fixe.

» Dans une conique, si I'on tire du foyer deux droites anx extré-
mités d’une corde passant par un point fixe, le produit des tangentes
trigonométriques des demi-angles que font ces deux droites avec celle
menée du foyer an point fixe sera constant. Par conséquent :

» Silon coupe une conique donnée par une hyperbole cyuilatére
concentrique, ct passant par un point fixe, le produit des tangentes
trigonométriques des angles que font les deux: diamétres passant par les

points de Uintersection avec celui qui passe par le point fixe, sera
constant.

» 1l est bon d’observer que, si I’on transforme un systeme de co-
niques homofocales par la méthode qu’on vient de considérer, les co-
niques résaltantes seront aussi homofocales. Pour faciliter I’énoncé des
propriétés qui dérivent de cette considération, nous désignerons une
hyperbole équilatére, tangente 2 une conique et concentrique avec elle,
par le nom de tangente hyperbolique. Cela posé, on aura les théorcmes
smivants :

» Etant données deux coniques homofocales, si d'un point quel-
conque sur lexterieure on méne les deux tangentes hy perboliques a
Uintérieure, les angles qu'elles font avec la premiére conique sont égaux.

» Etant données denx coniques homofocales, qu’on méne une tan-
gente hyperbolique & Uintérieure; menons aussi, aux points que cette
tangente détermine sur Uautre; deux tangentes kyperboliques a cette
derniére. L’hyperbole équlatére, concentrigue avec les coniques , et
passant par le point de concours de ces tangentes et par le point de
contact sur la conique intérieure, coupera cette conique, sous un angle
droit.

» On peut s’assurer sans peine qu’un cercle décrit autour du ‘centre
d’une conique du systéme primitif deviendra une cassinoide, concen-

trique avec la conique transformée, dans le nouveau systéme. Par
conséquent :

» Etant données deux coniques homofocales, menons . U'une d elle.
une tangente hyperbolique ; puis menons a Uautre la tangente hyper-
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bolique qui coupera la premiére tangente a angle droit: le point de
concours des deux tangentes décrira une cassinoide.

» On sait que, si 'on méne du foyer d'une conique deux rayons
vecteurs aux points de coutact dé deux tangentes, I'angle que font ces
deux rayons sera divisé en parties égales par la droite qui passe par le
foyer et par le point de concours des deux tangentes. Par conséquent :

» 8i du point de concours de deux tangentes hyperboliques a nne
conique on méne une droite passant par le centre, elle divisera en parties
égales Uangle que font les deux diamétres passant par les points de
contact. |

» Etant données denx tangentes a une conique, une troisiéme tan-
gente quelconque, interceptée par les deux premiéres, soutendra un
angle constant au foyer; ce qui nous donnera le théoréme :

» Etant données deux tangentes ky perboliques.a une conique, l’arc
d’une troisiéme tangente hyperbolique quelconque, qui est intercepté
pa: les deux premiéres, soutendra un angle constant au centre.

» On pourrait trouver une autre classe des propriétés analogues
aux précédentes, en partant d’une section conique centrale, et en la
transformant par la supposition de = L. D’apres cela, les droites,
en général, deviendront des paraboles.ayant pour foyer un des foyers
de la conique transformée; mais les diamétres de la conique primitive
seront transformés dans des droites passant par le foyer de la nouvelle
conique, et les cercles’autour du centre de la primitive dans des cercles
autour du foyer de la transformée. Cela posé, et en désignant par le
non de tangente parabolique une parabole tangente 4 une conique,
et ayant pour foyer un des foyers de la méme conique, on aura :

» Etant donnde une section conique et une parabole ayant pour
Joyer un des foyers de cette section, si d’un point quelconque sur la pa-
rabole on méne deur tangentes paraboliques & la conique, la parabole
passant par les deux points de contact et ayant le méme foyer que les
autres, passera par un point fixe.

» En se rappelant que, par cette substitution, un systeme de
coniques homofocales sera transformé dans un. autre systéme de
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coniques homofocales elles-mémes, il est évident qu’on peut énoncer,
pour les tangentes paraboliques, des propriétés semblables a celles
que nous avons données pour le cas des tangentes hyperboliques.

» La propriété bien connue, savoir, que le lieu de I'intersection de
tangentes orthogonales a4 deux ellipses homofocales est un cercle
concentrique, donne le théoréme suivant :

» Etant données deux ellipses homofocales, menons a Uune (' elles
une tangente parabolique, puis menons & l'autre la tangente parabo-
lique qui coupera la premiére tangente & angles droits: le point de
concours des deux tangentes décrira un cercle dont le centre coincide
avec le Joyer commun des tangentes paraboliques.

» La eorde passant par les points de contact de deux tangentes i
une ellipse qui se coupent orthogenalement, est enveloppée par une
ellipse homofocale. On aura donc : .

» 8i l'on méne a une ellipse donnée deux tangentes paraboligues
(ote by perboliques) qui se coupent orthogonalement, et si I'on méne par
les deuzx points de contact une parabole ayant le méme foyer que les
tangentes paraboliques (ou bien une hyperbole équilatére concentrique
avec Uellipse), cette derniére parabole (ou hyperbolej sera enveloppie
par une ellipse homofocale avec la donnee.

» On sait que si d’'un point fixe sur une conique on meéne deux
cordes qui se coupent mutuellement & angles droits, la corde, menée
par les deux points de leur intersection avec la conique, passera par
un point fixe. Par conséquent :

» Si par un point fixe sur une conique on méne deux paraboles
ayant pour foyer un des foyers de la conique et se coupant orthogo-
nalement, et si par les deux points de leur intersection avec la conique
on fait passer une troisiéme parabole ayant le méme foyer que les deux
premiéres, cette derniére passera par un point fixe.

» Le méme théoréme a liew encore si Lon remplace les trois para-
holes ayant un foyer commun par trois hyperboles équilatéres concen-
triques avec la conique donnée.

» On obtient une application assez élégante de notre méthode, en

[IREERT SRR
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transformant un systéme de cercles concentriques, rapportés a un
point fixe différent du centre. Je me bornerai, pour le moment, a la
supposition de n = 2. Les résultats qu'on trouve ainsi pourront se
généraliser sans la moindre difficulté.

» 11 est évident que les cercles concentriques

(2) r* —aarcosw + a* = b?,

ou a désigne la distance invariable de I'origine au centre, et 4 le rayon
d’un quelconque des cercles qui peut varier, se transformeront dans
nn systéme de cassinoides homofocales.

» Par conséquent, en se rappelant que quand deux cercles sont
concentriques, une tangente quelconque au cercle intérieur coupe
Fautre toujours sous le méme an'gle, et en désignant par le nom de
tangente hyperboligue une hyperbole équilatére tangente a une cassi-
noide et concentrique avec elle, on aura :

» Une tangente hyperbolique quelconque a Uintérieure des deux
cassinoides homofocales coupe lexterieure toujours sous le méme angle.

» En supposant que le rayon du cercle intérieur s’évanouit, on
peut dire que:

» Un systéme de cassinoides homofocales sera coupé orthogonale-
ment par un systeme d’hyperboles équilatéres passant par les foyers
et concentriques avec les cassinoides.

» Ce théoréme, généralisé depuis par M. Serret, est dit 3 M. Lamé.
» 1l est évident aussi que :

» Etant donndes une cassinoide et une hyperbole équilatére ayant
le méme centre, si d’'un point quelconque sur Ukhyperbole on méne les
deux tangentes hyperboliques a la cassinoide, Uhyperbole équilatére
concentrique passant par les deux points de contact passera par un
point fixe.

» Voici quelques autres théoremes qui se déduisent sans difficulté :

» [itant donnés deux points fixes sur une cassinoide, si par ces
dewx points et par un troisiéme, pris arbitrairement sur la courbe, on
fait passer detx hyperboles équilateres, concentrigues avec la cassi-
noide, I'angle sous lequel elles se couperont sera constant.
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» Etant données deux cassinoides homofocales, menons une tan-
gente hyperbolique quelconque a Uintérieure; menons aussi aux points
que cette tangente determine sur Uautre, deux tangentes hyperbo-
ligues a cette derniére : leur point de concours décrira une cassinoide
homofocale.

» L'angle Jait par ces deux tangentes sera constant, et les angles
quelles font respectivement avec la cassinoide, qui est liew de leur
intersection, seront égaua.

» Le point de contact sur Pintérieure et le point de concours des tan-
gentes a Uextérieure appartiendront tous deux & la méme hyperbole
équilatere , concentrique avec les cassinoides et passant par les Joyers.

» Le lieu des sommets de toutes les kyperboles équilatéres, tun-
gentes a une cassinoide donnée et concentriques avec elle, sera la

courbe lieu des projections orthogonales du centre d’une section conique
sur scs tangentes.

» Supposons maintenant que, dans I'équation (2), a varie, b
restant le méme; elle appartiendra évidemment a un systeme de
cercles égaux, dont les centres sont tous situés sur la méme droite.
En se rappelant qu'une paralléle a cette droite coupera tous les cercles
sous le méme angle, on peut en déduire le théoréme suivant :

» Toutes les cassinoides concentriques et semblablement placées,
dans lesquelles le rectangle formé par les rayons des Joyers est con-
stant , seront coupées sous le méme angle par une hyperbole équilatére
concentrique, ayant pour asymptotes les axes des cassinoides.

» Par conséquent :

» Toutes les cassinoides concentriques et semblablement placces,
dans lesquelles le rectangle formé par les rayons des foyers est con-
stant, seront enveloppées par une hyperbole équilatére concentrique,
ayant pour asymptotes les axes des cassinoides.

» H est évident aussi que:

» Etant donné un systéme de cassinoides, tel qu’il en a été ques-
tion dans les deux derniers théorémes, qilon méne aux points ot: une
quelconque delles est coupée par une hyperbole éguilatére concen-

RN RS
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trigue ayant pour asy mptotes les axes des cassinoides, deux tangentes
ky perboligues, lewr point de concours décrira une hy perbole équilatére
concentrique, ayant pour asymplotes les axes des cassinoides.

» On verra facilement que P’équation d’une droite quelconque,
passant par le centre d'un cercle représenté par lequatlon (2), peut
s’écrire sous la forme

rcos(w—68) =acosf,

5 érant le complément de I'angle fait par cette ligne avec I'axe fixe.
» Par conséquent, on est 2 méme d’énoncer immédiatement le théo-
réme snivant ; "

» Toutes les courbes
3y rit — aa"r" cos nw + a*” = b*",
dans lesquelles b varie, seront coupées orthogonalement par les courbes
(4) rtcosn (w —-0) = a"cos nf,
dans lesquelles § est un paramétre variable.

» Clest la généralisation donnée par M. Serret du théoreme de
M. Lamé.

» Dans le cas de n entier positif, la courbe (3) est lieu géométrique
d’un point tel, que le produit de ses distances aux sommets d’un po-
lygone régulier de n cotés et de rayon a soit constant (5"). Elle peut
donc s'appeler cassinoide a n foyers. La courbe représentée par (4)
jouit d’une propriété analogue; elle est lien géométrique d’un point
tel, que le produit de ses distances aux sommets d’un polygone régu-
lier de n cHtés soit égal a la n®*™ puissance de sa distance au centre
du cercle circonscrit au polygone. On peut appeler cette courbe, ce
me semble, hyperbole équilatére a n foyers. Cela posé, il est évident
que nous sommes en droit d’énoncer des théoremes relatifs aux cassi-
noides et aux hyperboles équilateres a n foyers, entiérement sem-
blables 2 ceux que nous avons donnés pour des cassinoides et des
hyperboles équilatéres ordinaires a deux foyers.

» Tl $ensuit sans difficulté que, si I’on désigne par r et w les coor-
données polaires de la courbe pnmmve, et par R et Q celles de la

transformée; on a
dr® + r*dw* = n?R?*** (dR* + R? dQ’)
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Par couséquent, s étant I'arc de la primitive, et s celui de la trans-
formée,

rn

» Maintenant I'arc du cercle représenté par (2) a pour différentielle
b, § étant le paramétre dans I’équation

rcos(w — @) =acosf,

qui appartient a une droite passant par le centre; et il est clair aussi
que cette équation détermine deux rayons vecteurs, selon qu'on
prend 6 positif ou négatif. Un peu d’attention nous fera voir que ces
deux rayons seront donnés par I'équation

ri=aqa®+ aabhsin§ + b,
en sorte qu'on peut conclure, sans aucun calcul, que Parc de la
q P )

courbe
P — o rtcos nw + a*" = A"

a pour expression

pr db

RERE e ?

n—r

(@*" 2= 24" b"sin nb + 7)) 27

5 étant le parameétre dans I’équation
rtcosn(w — ) = a”cosnf,

qui appartient aux courbes orthogonales.

» Lorsque n = 2, on retombe sur Vexpression pour Iarc de la
cassinoide, donnée par M. Serret dans le tome 1X de ce Journal; si
Pon fait n = 3, I'arc est encore exprimable par deux fonctions ellip-
tiques de premiere espece. ( Traité des Fonctions elliptiques, tome 1,
page 180.)

» II est digne de remarque que I’expression générale nous fournit
une représentation, par un seul arc d’une courbe algébrique, de la

d
transcendante (ﬁl’?j’ pour toutes les valeurs de o, sauf 1.
[ — A?sin® ¢

» La méthode correspondante a la précédente pour le cas de courbes
sphériques consiste a4 faire dans I'équation d’une courbe entre les
Tome XILL. — Juitter 1843, 28

' P
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coordonnées polaires sphériques (p et w), '

tang + p = k(tang L R)**, o = n{}
k étant une quantité constante quelconque), ce qui donne

sin pdw S sin RdQ
- b

dp ~ dR

c’est-a-dire que si deux courbes (entre les coordonnées p et w) se cou-
pent sous un certain angle, les courbes transformées (entre R et Q) se
couperont au point correspondant sous le méme angle. Si I'on désire
avoir la transformation la plus générale de ce genre, on ne saurait se
passer du coefficient constant &, parce qu’en attribuant des valeurs di-
verses i cette constante, on obtient des courbes tout  fait différentes;
ce qui n'aurait pas lien sur le plan a cause de la similitude. On verra
aussi qu’en supposant méme que & soit imaginaire, on sera conduit
a des résultats réels et véritables.

» Posons le cas des petits cercles concentriques qui sont tous coupés
orthogonalement par de grands cercles passant par le centre. L’équa-
tion polaire d’un petit cercle de rayon sphérique 4, dont le centre est
placé i une distance a de I'origine des coordonnées, est
2tang+ a (1+tang? + b)

1— tang®latang’l b

tang® 5 p — tang £ p cosw

(%)

tang’ § a — tang® 1 b
2t 2 4 :O’
1—-tang’+atang’+ b

et, en désignant par § I'angle que fait avec I'axe fixe un arc perpen-
diculaire abaissé de Porigine sur un grand cercle quelconque, passant
par le centre, on aura, pour I'équation de ce dernier,

(6) I—tang*zp _ tangip cos{w —6)
t—tang*+a = langia cos®

Des équations (5) et (6), dans lesquelles & et § sont des parameétres
variables, on peut évidemment déduire un nombre infini de systemes
de trajectoires orthogonales; mais je n’en considérerai qu'un qui
répond a une transformation imaginaire. Posons, en effet,

tang4p = y— 1 (tang L R)}, w =2Q,

tangla=y—1 (tang L )?, tangid = V—1 (tang 1 @)%,
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pr

ce qlli nous donnera

2tang’ ; « (1 — tang' £ f8)

id
ne'l R —
tang” 1 —tang‘latang' 1B

tang® L R cos 2Q

tang' ; « — tang' 1 f

= 0
| —tang‘ +a — tang' £ B ’

1+tang' R tang'; R cos 2 (0 — 8)

1+ tang + « tang? o cos 2 9

pour les deux équations de deux systémes orthogonaux, dans lesquels
{5 et G sont les parametres. Ces équations ont été déja données par mon
trere dans une Note insérée dans ce Journal, tome X, page 251. La pre-
miere appartient & un systeme de cassinoides sphériques homofocales,
si 'on prend pour définition de la cassinoide sphérique le lieu d’un
point tel que, si 'on mene de la deux arcs de grands cercles aux deux
points fixes, le produit des tangentes trigenométriques des demi-arcs
s0it constant. I’autre représente un systéme de sphéro-coniques, ayant
mene centre et un point commun, de 'espéce que j'ai montré jouir
des analogies les plus frappantes avec I'hyperbole équilatere vulgaire
‘la relation entre les demi-axes {+, v sera sinp — tangv). On peut
retrouver avec la méme facilité tous les autres résultats de géométrie
sphérique consignés dans I'article de mon frére.

» Il peut étre utile de remarquer qu’a I'aide de la méme substitu-
tion imaginaire, savoir,

tang o=y —r(tang L R, o =2Q,

on transformera une sphéro-conique rapportée au foyer. dans une
autre rapportée au centre, tandis que la substitution

tang Lo = {/— I(tangéR)%, w =10,

servira a transformer une sphéro-conique centrale dans une autre re-
lative au foyer. 1l est évident qu'en appliquant 'une ou Pautre de
ces méthodes 4 un systéme de coniques homofocales. il en résultera
un autre systeme de coniques aussi homofocales.

» Le cas particulier de n = — 1, ou celui des rayons vecteurs ré.
ciprogues qui s’applique aux surfaces, a été traité avec détail par

AR



